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VDorrede 


Du 


Die in einer zweiten durchaus umgearbeiteten und fehr vermehrten 
Auflage 1816 zu Amflerdam erfchienenen: „Grondbeginsels der 
Meetkunde door J. H. van Swinden ete.“ vereinigen nach dem Ur: 
theile nicht blos des Verfaſſers vorliegender Weberfegung fondern auch 
anderer und zwar vollfommen fachfundiger Männer mehrere fo erheb: 
liche Vorzuͤge in fich, daß fie den beffern und beften unter der großen 
Anzahl der in den beiden legten Decennien erfhienenen geometrifchen 
Lehrbuͤcher mit Recht an die Seite gefegt werden dürfen. Einfachheit 
und Schärfe in der Beſtimmung der Grundbegriffe, naturgemäße Ver: 
knuͤpfung derfelben unter einander, vollfländige, durch einen dreißig: 
jährigen Unterricht unterftügte Durcharbeitung des gefammten von 
der Elementargeometrie dargebotenen Stoffes, darauf gegründete wohl 
durchdachte Anordnung deffelben, Gründlichkeit und Klarheit in der Be: 
handlung einzelner Wahrheiten, frenge und confequente Durchführung 
der von Euclides und Archimedes befolgten fogenannten fynthetifchen 
Methode geben dem Ganzen dasjenige wiffenfchaftliche Gepräge, wel: 
ches für ein mathematifches Lehrbuch überhaupt, befonders aber dann 
in Anfpruch genommen wird, wenn daffelbe von Juͤnglingen benugt 
werben foll, bei denen die formelle Ausbildung des Geiſtes der entfchie= 
den vorherrfchende Zweck des Unterrichtes ift. Zur glüclichen Förderung 
eben diefes wichtigen Zweckes dienen aber auch die zahlreichen Anmer: 
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kungen, die neben nuͤtzlicher Belehrung mannichfacher Art, eine Menge 
trefflicher Winke ſowohl uͤber das Weſen und die Natur einzelner Saͤtze 
und Beweiſe, als auch uͤber den Zuſammenhang und das gegenſeitige 
Verhaͤltniß mehrerer unter und zu einander enthalten, und dadurch dem 
Lernenden Vieles zum Bewußtſein bringen, was einer gruͤndlichen und 
fruchtbringenden Auffaſſung des Ganzen ungemein dienlich iſt. 

Eine für ein Lehrbuch, beſonders wenn es für höhere Bildungsan- 
ftalten beſtimmt iſt, durchaus angemeffene, ja nothwendige Einrichtung 
ift die von unferm Verfaſſer getroffene, nach welcher die Beweife zu ben 
aufgeftellten Lehrſaͤtzen mit Sorgfalt und Umſicht angedeutet, aber nur 
ſelten und ausnahmsweiſe vollſtaͤndig ausgefuͤhrt ſind. Denn ſoll die 
Mathematik als Unterrichtsgegenſtand auf gelehrten Schulen wirklich 
das leiſten, was mit Recht von ihr erwartet und gefordert werden darf, 
ſoll fie den ihr gebührenden Antheil an der Erſtrebung des letzten Zwe— 
des alles Schulunterrichtes, einer gründlichen, harmonifchen, zu höhern 
Studien befähigenden Durchbildung des jugendlichen Geiftes erlangen, fo 
it die erfte zu erfüllende Bedingung die, daß die Lernenden zu ununter: 
brochener angeftrengter Selbfithätigkeit Dadurch angehalten werden, daß 
man von ihnen fehriftliche Ausarbeitung des von dem Lehrer Vorgetra: 
genen fordert. Wie einft Euflided dem Beherrfcher Aegyptens mit Bes 
flimmtheit erklärte, daß es einen ‚befondern Weg zur Mathematik für Koͤ⸗ 
nige nicht gebe, fo darf man auch hier zuverfichtlich behaupten, daß von 
dem mathematifchen Unterrichte für unfere Schüler, ohne die genannte 
Art von Selbftthätigkeit, durchaus Fein Heil zu hoffen ift, da ein vollkom⸗ 
men klares und durchdringendes Verftändniß, durch welches der Lernende 
die ihm durch den Lehrer mitgetheilten Wahrheiten fich geiftig aneignet, 
auf einem andern Wege, als dem angegebenen, fich nicht erreichen läßt. 
Soll aber der Lehrer mit Grund erwarten dürfen, daß die Schüler 
diefe erfte und nothwendige Bedingung für das Gelingen des Unterrich: 
tes auch wirklich und vollftändig erfüllen, fo ift es aus fehr nahe liegen: 
den Gründen nothmwendig, daß das in ihren Händen befindliche Lehr: 
buch ihnen nicht Alles, was fie nöthig haben, in ganzer Vollſtaͤndigkeit 
darbietet. 

Die fortroährende und genaue Ruͤckſicht, die unfer Verfaffer auf 
Eu Elemente nimmt, und die dadurch veranlaßte gründliche Er: 
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laͤuterung vieler fchwierigerer Stellen in benfelben,. ift gewiß nicht der 
geringfte Vorzug feines Lehrbuches.. Denn man braucht fich eben nicht 
zu der Einfeitigfeit derer zu befennen, die in dieſem Werke des griechi- 
fchen Mathematiferö das nen plus ultra aller geometrifihen Lehrbücher 
für alle Zeiten erbliden,, um gleichwohl das hohe und ausgezeich— 
nete Verdienft, welches Euklides ſich durch dafjelbe erwarb, nach feinem 
ganzen Umfange zu würdigen, und der feften. Weberzeugung zu fein, 
daß nur dünfelhafte Anmaßung und arge Selbftverblendung fich unter: 
fangen Eönnen, den Werth diefes Buches und das Verdienft feines Ver: 
faffers ſchmaͤlern zu wollen, Daher fordert ſchon die dem Euflides, als 
dem Vater der Geometrie, fihuldige Dankbarkeit, daß wir ein gründs 
liches Verftändniß feiner Schriften unter uns zu erhalten fuchen; denn 
dieſes wird uns am ficherften und Eräftigften gegen jedes Verkennen fei: 
ner Verdienſte ſchuͤtzen. 

Neben Euklides iſt zugleich auch durchgaͤngig auf Legendre „den 
Euftides der neuern Zeit" verwiefen, was um fo zwedmäßiger er: 
fcheint, je anerkannter der Werth der Legendre’fchen Geometrie, je 
verbreiteter diefelbe auch im Deutfchland, und je größer und eigen: 
thümlicher der Reiz ift, zu fehen, wie verfchiedene Wege oft zu einer 
und derfelben Wahrheit führen. 

Diefe Vorzüge vornehmlich find ed, die dem durch einen mehr 
als zwanzigjährigen Gebrauch bewährten und vervollfommneten van 
Swinden’fihen Lehrbuche einen durchaus ehrenvollen Platz unter den 
übrigen fichern und mic) zu einer Ueberfegung befjelben beftimmten. 
Bei diefer Uebertragung habe ich mich eben fo wenig mit Aengſtlich— 
Beit an das einzelne Wort des Driginald- gebunden; als ich mich an: 
dererfeitö ohne Noth von demfelben entfernt habe. An folchen Stel: 
ken, wo ich erheblichere Veränderungen, die mir nöthig oder doch 
wünfchenswerth erfchienen, vorgenommen habe, ift dieß ausdrüdtich 
angezeigt worden. Nur für eine Stelle ift diefe Anzeige hier noch 
nachzutragen. In dem Anhange bes Verfaffers,. bei der Entwidelung 
der goniometrifchen Functionen in Reihen, habe ich anftatt der Dar: 
ftellungsweife, welche van Swinden von dem Holländifchen Mathes 
matifer de Gelder entlehnt, und die fich allerdings in mehrfacher 
Beziehung empfiehlt, diejenige gewählt, welche mein verehrter E 
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und Freund, Here Profeffor v. Münchow, in feiner Zrigonometrie 
mitgetheilt hat, da fie mir noch Vorzüge vor der zuerft genannten 
zu haben fcheint. 

Bei einer größern Anzahl von Veränderungen, die, wie ich glaube, 
geringfügiger find, habe ich freilich, eben dieſer Geringfügigfeit willen 
und um den Raum zu andern Mitthetlungen zu fparen, eine beſon— 
dere Anzeige unterlaffen. Die meiften berfelben haben den gemein: 
ſchaftlichen Zwed, dem ftreng Holländifchen des Buches ein mehr Deut- 
ſches Gepräge zu geben. So habe ich zuweilen eine Fürzere und auch 
wohl längere Notiz, weil fie mir von blos oͤrtlichem oder perfönlichem 
Sntereffe zu fein fchien, weggelaffen, während ich Dagegen ein ander: 
mal eine folche, wenn fie für Deutfche Lefer Intereffe hatte, hinzu: 
gefügt habe; eben fo habe ich nicht felten anftatt der Holländifchen. 
Schrift, die unfer Berfaffer anführt, eine denfelben Gegenftand be: 
handelnde Deutfche eitirt u. dergl. m. Ich fürchte nicht, daß man 
diefes Verfahren tabeln wird. 

Die große Reichhaltigfeit des vorliegenden Lehrbuches, auf welche 
fein Berfaffer fchon in der Vorrede zur erſten Ausgabe ald auf einen 
nicht unwefentlichen Vorzug beffelben hinweift, habe ich zu erhöhen 
gefucht durch mehrere den einzelnen Büchern beigegebene Anhänge, 
Eine Zugabe überhaupt war, wie ich glaube, fihon darum nothmwen: 
dig, weil die Bereicherungen und Erweiterungen, deren neben andern 
Zweigen der Mathematif auch die Geometrie gerade in der Zeit ſich 
zu erfreuen gehabt hat, welche feit dem Erſcheinen der zweiten Aufs 
lage dieſes Buches verfloffen, viel zu bedeutend und wichtig find, als 
daß fie noch ferner in den Kehrbüchern diefer Wiffenfchaft unberlid: 
fichtigt bleiben könnten, Gewiß wirde daher auch unfer Verfaſſer, 
hätte er-eine dritte Auflage feiner Elemente erlebt, nicht unterlaffen 
haben, die fehönen neuern Arbeiten, befonderd Deutfcher und Fran: 
zöfifcher Mathematiker, wie fie vorzugsweife die Annales de Mathe- 
matiques par Gergonne, und das von Crelle herausgegebene Jour- 
nal mittheilen, zu einer abermaligen bedeutenden Vermehrung und ° 
Bereicherung derfelben zu benußen. 

Aber mic) leitete bei Abfaffung dieſer Anhänge auch noch eine 
andere Ruͤckſicht. Wenn, wie vorher bemerkt wurde, die erfte Bedin— 
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gung für einen gedeihlichen Unterricht in der Geometrie ein gründliches 
auf dem oben angegebenen Wege durch die Lernenden zu erlangendes 
Verſtaͤndniß der in den öffentlichen Lehrftunden erörterten Wahrheiten 
ift, fo ift es nicht die einzige. Vielmehr muß zu ihr noch eine zweite 
binzufommen. Der Schüler muß, und zwar verhältnigmäßig früh, 
zur Anwendung des Erlernten angeleitet werden, indem man ihn zum 
eignen Auffinden von Beweifen für geeignete Lehrfäge veranlagt. Un: 
ter der Leitung eined umfichtigen und thätigen Lehrers find diefe Uebun— 
gen in der That ein mächtiger Hebel zur Entwidelung und Schärfung 
des Urtheild, und ganz geeignet die Wahrheit des Ausfpruchs von dem 
großen Lagrange: „J'avois som de revenir frequemment aux con- 
siderations geometriques, que je crois ires- propres a donner au 
jugement de la force et de la nettete‘‘, in ihr volles Licht zu ſetzen. 
Durch folche Uebungen wird offenbar der Lernende auf eine noch höhere 
Stufe der Selbftthätigkeit gehoben, als durch die zuerft erwähnten, 
durch fie alfo auch der Schlaffheit, diefer fo gefährlichen Feinbin der 
ftudirenden Jugend, auf das Eräftigfte entgegengearbeitet *); erft mit 
ihnen, wie man mit Recht fagen kann, beginnt der geometrifche Un- 
terricht feine fchönften Früchte zu tragen. Zu diefen Uebungen nun 
wünfchte ich durch die genannten Anhänge das von unferm van Swin- 
den bereit8 gelieferte Material hinreichend zu vervollftändigen. Bon 
diefem Gefichtöpuncte aus bitte ich diefe meine Arbeit zu beurtheilen. 
Bei ihr hatte ich eben fo fehr den angehenden Lehrer, als den fähigeren 
und fleißigeren Schüler vor Augen. Jenem wollte ich das oft zeitrau: 
bende Auffuchen des zu eignen freien Arbeiten der Schüler geeigneten 
Stoffes erleichtern, dieſem ein größeres Feld für einen nüßlichen Pri- 
vatfleiß eröffnen. Zur Erreichung diefes Zweckes habe ich es wenigftens 
nicht an gutem Willen, wie ich mir bewußt bin, fehlen laffen. Ich 
habe an vielen Stellen oft mehrfach geändert und, wie ich hoffe, gebeffert, 
mehrere größere Abtheilungen einzelner Anhänge habe ich wiederholt 
ganz umgearbeitet; aber gleichwohl fühle ich mur zu gut, wie viel auch 
jest noch meine Arbeit zu wuͤnſchen übrig läßt. Namentlich hat, um 

°) L'esprit est paresseux, il faut prevenir sa lachete naturelle et le tenir 
en haleine pour en developper toutes les forces et les avoir pretes au besoin. 


Il n’y a que l’exercice pour cela, Laagrange. 
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nur dieß eine zu erwähnen, bie überaus fpärliche Muße, die gerade in 

den jüngft verfloffenen Jahren meine Amtögefchäfte mir übrig ließen, 
die Vollendung dieſer Arbeit auffallend verzögert, und entbehrt nun 
ſchon darum, und weil eine längere ruhige Sammlung mir durchaus 
nicht vergönnt war, das Ganze an mehrern Stellen derjenigen Durch: 
arbeitung, und derjenigen Gleichniäßigkeit, Einheit und Abgefchloffen: 
heit, welche man wohl von einer ſolchen Arbeit zu fordern berechtigt ift. 

Se weniger ich mir diefe und ähnliche Mängel verhehle, defto ges 
neigter wird man fein, meiner VBerficherung Glauben zu fihenfen, daß 
es nicht eine leere Form und ein zur Schau Zragen einer erheuchelten 
Beſcheidenheit ift, wenn ich mir für meine Arbeit die gütige Nachficht 
der Lefer dringend erbitte. Aus eben diefem Grunde werde ich jede Be: 
lehrung , die ſachkundige Männer geneigt fein follten, mir über einzelne 
Gegenftände zugehen zu laffen, mit wahrhaftem Danke erfennen und 
gewiffenhaft benußen. 

Das Aeußere des Buches verdient gewiß volle Anerkennung; es 
ift der Art, daß der verbeutfchte van Swinden fich nicht nur mit dem 
Holländifchen, fondern mit jedem ber bisher in Deutfchland erfchienenen 
Lehrbücher diefer Claſſe getroft meffen darf. Die wadere VBerlagshand: 
lung hat fich dadurch ein weſentliches Verdienſt um meine Arbeit erwor⸗ 
ben, gern bezeuge ich ihr dafür Öffentlich meinen Dank. 

Durch zweckmaͤßige, der Deutlichkeit Feinen Eintrag thuende, Spar: 
famfeit des Drudes füllt das, was in dem Driginal acht und vierzig 
Bogen einnimmt, in ber Ueberfegung, troß der Anhänge, noc nicht 


fuͤnf und dreißig. 


Der gröbern, finnentftellenden Drudfehler follen, wie ich hoffe, 
verhältnißmäßig nur wenige zurüidgeblieben fein. Die wenigen, welche 
eine freilich nur flüchtige Durchficht mid) bis jest hat entdecken laſſen, 
befinden fi) pag. 3235 in den Formeln 683 und 684 fehlt der Paren: 
thefe auf der techten Seite der Gleichung der Erponent 2. Die uͤbri⸗ 
gen, die ſich noch vorfinden ſollten, erſuche ich die geneigten Leſer ſelbſt 
verbeſſern zu wollen. 

Landesſchule Pforta den 9. Jul. 1834. 
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IX 


Alphabetiſches Verzeichniß 
der Männer, deren geometriſche Entdeckungen in dieſem Lehr- 
buche mitgetheilt, oder deren Schriften wenigftens an- 


geführt find. 
t 
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Anmerk. Die mit einem * bezeichneten Artikel find vom Ueberſetzer beigefügt. 


d’ Alenibert (Jeau -le-Rond) (1717 — 1780) Melanges de Literature, 
d’ Histoire et de Philosophie. Amsterd. 1760, 5 voll. in 8. 
Dieß Werk diefes berühmten Mathematiters ift wiederhoft - 
- angeführt worden, wegen der guten Bemerkungen, welche fich 
darin. über die Natur mathematifcher Wahrheiten, über das 
Wefen geometrifcher Beweiſe und ähnliche Gegenftände fin: 
den. — * Die hierher gehörigen Abhandlungen aus dem ges 
nannten Werke find wieder abgedruckt in den 1821 — 18292 
zu Paris erfchienen: Oeuvres de d’ Alembert 5 voll. in 8. 
Anthonisse (Adriaan) Erfinder des Verhältniffes zwifchen Durchmefs 
fer und Umkreis, (113:355) welches unter dem Namen Ber: 
hältniß des Mekus befannt ift, wird angeführt pag. 218. 
Apollonius Pergaeus lebte c. 200 v. Chr. Von den vielen bei Pap- 
pus erwähnten Schriften des „großen Geometers” find ung 
vollftändig erhalten nur die vier erften Bücher feines Werkes 
über die Kegelfchnitte; von den Büchern 5, 6 und 7 befisen 
wir blos eine lateinifche aus dem Arabifchen zu Stande ge: 
brachte Lleberfeßung, und das achte Buch nur in einem Vers 
ſuche zu deffen Wiederherftellung von dem verdienftvollen eng« 
lifchen Mathematiter Edmund Halley, welcher die befte Aus: 
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gabe diefer Apollonianifchen Schrift beforgte unter dem Titel: 
Apollonii P. Conicorum libri octo, et Sereni de sectione 

coni et cyliudri libri duo. Oxonii 1710 in Fol. Außerdem 
fiehe Barrow. 

Archimedes bereicherte und erweiterte die Geometrie durd, die wichtig: 
ften Entdeckungen in der zweiten Hälfte des dritten Jahrhun— 
derts vor unferer chriftlichen Zeitrechnung. Das Jahr feines 
unglüctichen und gewaltfamen Todes ift 212. Die befte 
Ausgabe der Schriften diefes wahrhaft großen und feltenen 
Mannes ift folgende: Archimedis quae supersunt omnia, 
cum Eutocii Ascalonitae commentaris, cura Jos. Torelli 
Graece et Latine Oxonii 1792 in Fol. — Außerdem fiehe 
Barrow. Eine fehr gute franzöfifche Ueberfeßung ift die von: 

Peyrard Oeuvres d’Archimede Paris 1807, die fid auc) 
durch fehr fchäßbare Zugaben, wie z. D. durch eine Ab: 
handlung über die Brennfpiegel des Archimedes, fo wie 
durch eine vortreffliche Abhandlung von Delambre über 
die Arithmetit der Griechen auszeichnet. 

Eine ältere, für ihre Zeit auch durch ihre Anmerkungen nicht 
unverdienftliche, _deutfihe Weberfeßung ift von J. C. Sturm. 
Nürnberg 1670. Fol. * Eine neuere, Höhern Anforderungen 
genägende von: 

E. Nizze Archimedes von Syrakus vorhandene Werke ıc. 
Stralfund 1824 in 4. 

Auch einzelne Schriften des Archimedes haben Bearbeiter ge: 
funden; hierher gehören unter andern: 

Adrıanı Romani in Archimedis circuli dimensionen ex- 
posilio et analysis. Wurceburgi 1598. $ol. 

* Hauber (C. F.) Archimed's zwei Bücher über Kugel und 
Eylinder nebft deffen Kreismeflung ıc. Tübing. 1795, 8. 

Taequet hat feiner Ausgabe des Euclides viele wichtige 
Saͤtze aus Archimedes beigegeben unter dem Titel: Se- 
lecta ex Archimede tiheoremata. 

Barrow (Isaac) (1630 — 1677) gab in einem Werke vereinigt heraus: 
Archimedis opera, “Apollonii conicorum libri IV, Theodosii 
sphaerica; Londim 1675, 4. Die Beweife der einzelnen Saͤ— 
Be find von Barrow mit möglichfter Kürze und Deutlichkeit 
verfaßt. — Außerdem fiehe Euclides. 

Beaufort (+ 1728) wird angeführt pag. 55. 
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Bernoulli (Jacob) (1654 — 1705) ein ausgezeichneter Mathematiker; 
von ihm wird in diefem Lehrbuche blos angeführt der dritte 
Theil feiner berühmten: „positiones de seriebus infinitis“ 
die ſich wieder abgedruckt finden in feinen zu Genf 1744 her: 
ausgefommenen Werfen. 

Bion (+ 1733) Traité de la construction et des principaux usages 
des instrumens de Mathematiques, Paris 1725, 4. Es giebt 
mehrere Ausgaben und Leberfeßungen diefes Buches. 

* Bohnenberger (J. G. F.) Aftronomie. Tübingen 1811, 8. Aujer: 
dem fiehe v. Lindenau. 

Boscovich (Roger Joseph) (1711 — 1787) Voyage geographique et 
astronomique pour la mesure de deux degres du Meridien. 
Paris 1770, 4. Dieß Werk erfchien urſpruͤnglich zu Rom in 
lateinifcher Sprache. 

Cagnoli Trigonometrie rectiligne et spherique, traduit de I’ Italien 
par Chompre; me edit. Paris 1808, 4. Eins der vorzüg: 

lichſten Werke, die wir Über diefen Gegenftand befißen, be: 
fonders was die Anwendung der Trigonometrie auf größere Ver: 
meffungen, auf die Algebra, und Aftronomie betrifft. Aus 
diefem Werke ift viel in dieſes Lehrbuch aufgenommen wor: 
den, befonders in das VII, und IX Bud. 

Caille (de la) (1713— 1762) Legons de Mathematiques, Paris 1755, 
8. — lecons d’ Astronomie, Paris 1761, 8. Der Verf. wird 
in diefem Lehrbuche meift durch die Buchftaben L. C. bezeich⸗ 
net und angefuͤhrt; es ſind von ihm auch noch mehrere andere 
Werke, legçons de Mecanique, Leçons d’Optique etc. erſchie— 
nen, die ſaͤmmtlich ein vortheilhaftes Zeugniß für den Ver: 
faffer ablegen. 

Chapelle (de la) Institutions de Geometrie 4me edit. Paris 1765, 
2 voll., 8. Diefes Werk wird häufig angeführt im erften 
Abſchnitt des VIL Buches; außerdem noch einmal im IV B. 

* Carnot (I. N. M.) Geometrie de Position, Paris 1803, 4.; aus dem 
Sranzöfifchen überfegt von H. €. Schumacher. Altona 1808 
— 1810, 2 Thle, 8. — Das an fid) fchon fehr reichhaltige 
Werk enthält in feiner Deutfchen Ueberfegung noch mehrere." 
fhäßbare Zugaben von Gauss. Ä E 

Cartesius fiehe Descartes. 

Castillon (Jean de) ein durchaus vorzäglicher, mit dein Geifte der Geo— 


— 
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metrie der Alten innig vertrauter Mathematiker, durch viele 
Schriften und Abhandlungen bekannt, von denen mehrere an 


‚ verfchiedenen Stellen diefes Buches angeführt werden, ftarb 


im hohen Alter im J. 1791. 

Cavalieri Bonaventura, durch mehrere mathematifche Schriften, bes 
fonders durch feine Geometria Indivisibilibus Continuorum 
promota etc. Bonon. 1653, 4., bekannt. — Er wird pag. 279 
angeführt. 

Clavius (Christophorus) Geometria practica, Mogunt. 1606, 4. Au: 
Berdem fiehe Euclides. — Die gefammten Werke diefes mit 
Necht berühmten Mannes, der 1612 ftarh, I in fünf Folio: 
bänden herausgefommen. 

Clerc (Sebastien le) Geometrie sur le papier et sur le teirain. Es 
giebt viele Ausgaben und Ueberfeßungen diefes Buches. 


 Commandinus (Fridericus) ein durch die Herausgabe mehrerer Schrift: 


48 


ten griechifcher Geometer verdienter und mit Necht geachteter 
Mathematiker feiner Zeit, farb 1571. Er wird pag. 278 
angeführt. 

* Crelle (Aug. Leop.) Journal für reine und —— Mathematik; 
Berlin 1826 — 1833, 11 Bde, 4. — Wird fortgefegt,. ° 

* Crelle Lehrbuch der Elemente der Geometrie und der ebenen und 
sphärischen Geometrie, Berlin 1826 — 1827, 2 Bde, 8. 

Cunn (Samuel) Construction and use of the Sector, London 1722, 8. 


Delumbre (1749 — 1822) Methodes analytiques pour la deterinina- 


_ tion d’un arc du meridien, Paris 1799, 4. Viele in diefem 
Buche behandelten Gegenftände werden noch weiter "ausge: 
führt in dem größern Werke deffelben Hochverdienten Verfafe 


fers: Base du systeme-metrique, Paris 3 voll., 4. — Bon 
ihm befigen wir auch: Abrege d’ Astronomie, Paris 1813, 
8. — Außerdem fiehe Archimedes und Ptolemaeus. 


Deparcieux (+ 1768) Nouveaux Traites de Trigonometrie 'avec un 
traitG de Gnomonique, Paris 1731, 4. _ 

Descartes (Rene) oder Cartesius (1596 — 1650). Seine in diefem 
Lehrbuche angeführte Geometrie, welche zuerft 1637 erfchien, 
gehört zu den in der Gefchichte diefer Wiffenfchaft merkwür: 
digen Büchern, indem durch fie der Grund zu einer ganz 
neuen Behandlung der Geometrie gelegt wurde, Won den 
vielen Ausgaben und Ueberfeßungen diefes Buches verdienen 
vorzugsweife genannt zu werden: Cartesii Geomelria cum 
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Commentariis Francisci van Schooten Ed. W. Amstel. 1659, | 
4., und: Geometrie de Descartes avec un Commentaire par 


Rabuel, Lyon 1730, 4. 


Dinostratus, welcher 370 v. Chr. lebte, wird in Anmerf. 6 zu 332 
angeführt, indem er eine gerade Linie zu finden lehrte, welche 
von gleicher Länge mit einer Kreisperipherie und zwar vermit: 
telft einer beftimmten krummen Linie, Quadratrix genannt, 
welche er entweder feldft erfand, oder doc) wenigftens zu dem 
genännten Zwecke zuerft anmwandte. 

* Durrande (J. B.) ein ausgezeichneter junger franzöfifcher Mathema— 
tifer, von dem wir zwar fein felbfiftändiges Werk aber eine 
große Anzahl überaus fhäßbarer Abhandlungen über verfchie: 
dene Segenftände der Geometrie befißen, die fich in den An- 
nales de Mathem. ete. par Gergonne zerftreut finden. Don 
feinen Entdeckungen ift Vieles in die Anhänge, befonders in 
die zum 5., 6. und 7. und zum 11. und 12. Buche aufge: 
nommen worden. Er ftarb noch fehr jung im J. 1825. 

Eratosthenes ein berühmter griechifcher Mathematiker, der ungefähr 
270 — 190 v. Chr. meift zu Alerandrien lebte, wird bei der 
9. Aufgabe des dritten Buches angeführt, wegen feiner Auf: 
löfung der Aufgabe: Zwifchen zwei gegebenen Geraden zwei 

‚mittlere Proportionalen zu finden. 

Euclides. Ungemein zahlreich find die Ausgaben und Leberfegungen 
von dem Werke „Zroxsia‘ diefes ausgezeichneten griechi— 
fhen Mathematifers, der 300 3. vor unferer Zeitrechnung 
lebte und fich durch jenes Werk einen unfterblichen Namen 
erworben hat. Diefe Elemente befichen jegt aus 15 Bi: 
ern; aber es iſt höchft wahrfcheinlich um nicht zu fagen ges 
wiß, daß nur die 13 erfien vom Euclides ſelbſt gefchrieben 
find, die beiden leßten dagegen einen andern, nämlich den 
Hypsicles zum Verfaſſer haben. Unter der faft zahllofen Men: 
ge von Ausgaben und Weberfegungen, von denen fehr viele 
nur die fechs erften Bücher fammt dem 11. und 12. enthalten, 
verdienen folgende hervorgehoben zu werden: 


1. Praeclarissimus liber elementorum Euchdis etc. impr. 


Erhardus Ratdolt, Venet.1492, Fol. (Die ältefte Aus: 
gabe.) 


2. Euclidis elementorum libri XV etc. graece edid. 
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S. Gıynaeus, Bas. 1933, ed. X@, Bas. 1558. —. Be: 


fonders fchäßbar wegen des fonft nirgends in der Spra: 
che des Driginals abgedruckten Kommentars des Proclus. 

3. Euclidis, quae supersunt omnia ex recens. Dav. Gre- 
gorii Graece et Lat. Oxonii 1703, $ol. 

4. Peyrard Oeuvres d’Euclide en grec, en latin et er 
frangois etc. 3 voll. Paris 1814— 1818; 4. Als ein 
Auszug aus diefer Ausgabe ift anzufehen 

* 5. Neide Euclidis elem. sex libri priores etc. Halis 1824, 8. 


* 6. J. G. Camerer et C. F. Hauber Eucl. eleın. graece et 


latine commentariis instructa etc. Berol. 1824,.8. 
*7. E. F. August Eucl. Elem. ex optimis libris in usum 
tironum graece edita, Berol. 1825 — 29, 2 voll., 8. 
8. Euclidis Elem. Libri XV auctore C. Clavio, Franco- 
furti 1607, 8. — Mit einem fehr ausführlichen, vier 

(es Nüßliche enthaltenden Kommentar. 

9. A. Tacquet Elem. (Euclideae) Geometriae planae ac so- 
lidae, quibus accedunt Selecta ex Archimede theore- 
meta etc. ed. nova Amstelod. 1783. Die Anmerkungen 
und Zugaben Tacquet’8 find vorzüglich, noch durch andere 
bedeutend vermehrt erfcheinen fie in der Ausg. die zu 
Rom 1745 in 2 Dctavbänden erfchien. 


10. Robert Simson Elements of Euclid etc. Glasgow 1757, 


4. — eilfte Ausgabe London 1808, 8. — Aus dem 
Englifchen ins Deutfche Überfegt von Reder und heraus: 
gegeben von Niesert, Paderborn 1806, 8. 

11. Koenig Elemens de Geometrie contenant les six pre- 
miers livres d’Euclide etc. à la Haye 1762, 4. Schäß: 
bar wegen des guten Commentars zum V Buche. 

*12, Euklid's Elemente Funfzehn Bücher aus dem Gr. über: 
feßt von Lorentz, aufs Neue herausgegeben von Moll- 
weide 4. Ausg. Kalle 1818, 8. | 


- * 13, Unter den Commentatoren des Euflides in neuerer Zeit 


nimmt einen vorzüglichen Platz ein der verftorbene 


Profeffor C. F. Pfleiderer zu Tübingen. Siehe deffen: 


Scholien zu Euclid’s. Elemeuten herausgegeben von 
Hauber und Plieninger, V Hefte, Stuttgart 1827, & 


k 


Euler (Leonhard) (1707 — 1783) Introductio in Analysin Infinito- 
rum, Genevae 1748, 4. — Franzoͤſiſche Ueberfeßung durd) 


= j z ; — — — — —— —— En 


Literatur XV 


Labbey 1791, 2 Thle, 4 — Deutfche Ucberfegung dur) 
Michelsen, Berlin 1788, 3 Thle, 8. Durch diefes, fo wie 
durch viele andere Werfe und Abhandlungen diefes wahrhaft 
großen und ausgezeichneten Mathematikers find viele Zweige 
diefer Wiffenfchaft faft ganz umgeſtaltet. 

Als Fortfegung diefes Werkes foll der eignen Erktärung des 
Bf. gemäß, betrachtet werden: | 

* Schweins (Ferdinand) Analysis, Heidelb. 1820, 4. 

Eutocius Ascalonita lebte im 6. Jahrh. unferer Zeitrechnung, und ift 
berühmt als Kommentator des Archimedes und Apollonius; 
als folcher wird er an mehrern Stellen unferes Buches an: 
geführt. 

lagnane Produzzioni Matematici etc. Pesaro 1751, 2 voll., 4. 

Fay (du) diefer waere Mathematifer, der noch jung 1739 ftarb, wird 
angeführt pag. 60, ind 182. 

* Feuerbach. (Cart Wilhelm) Eigenfchaften einiger merkwürdigen 
Puncte des geradlinigen Dreiects ıc. Nürnberg 1822, 4. — 
Grundriß zu analytifchen Unterfuchungen der dreieckigen 
Pyramide, Nürnberg 1827, 4. — Zwei Schriften, von ge: 
ringerem äußern Umfange, die aber eben fo fehr durch den 

Reichthum ihres Inhaltes als durch Gewandtheit in der Dar- 
ſtellung fi auszeichnen, und den Beruf des Bf. zu folchen 
Unterfuchungen auf eine fehöne Weife befunden. Aus beiden 
Schriften find mehrere Säge in die verfchiedenen Anhänge 
aufgenommen worden. Ihr Vf. ift leider! am 12. Märyd. J. 
im 37. Lebensjahre gefiorben. 

* Fischer (Erust Gottfried) Lehrbuch der Elementarmathematit, Ber: 
lin 1820 — 1834, 5 Bde, 8. Dazu gehören zwei Hefte 
Anmerkungen. Ä 

Floryn (Jacob) Grondbeginsels der hoogere Meetkunde, Rotterdam 
1794, 8. 

Gauss (Carl Friedrich) Disquisitiones Arithmeticae, Lips. 1801, 8. 
Eine franzöfifche Ueberſetzung diefes tieffiunigen Werkes un: 
ter dem Titel: Recherches Arithmetiques, Paris 1810, 4. — 
Eine neue Ausgabe des Driginals ift feit einigen Jahren ans 
gekündigt aber bis jet noch nicht erfchienen. 

Gelder (de) Beginsels der Meetkunde, Amsterdam 1810, 8. — - 
Handleiding tot te beschonwende en werkdadige Meetkunst. 
Anısterd. 1806, 4. 
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Gellibrand (+ 1637) Trigonometria Britannica, sive de doctrina 
triangulorum libri duo, Goudae 1633, Fol. 

* Gergonne (J. D.) Annales de Mathematiques pures et appliquees etc. 
Nismes 1810 — 1833, 21 voll., 4. — Rom 22. Bde find 
nur das July- und Auguft: Heft, und feit 10 Monaten gar 
nichts mehr erfchienen, fo daß zu fürchten fteht, es werde 
diefe überaus reichhaltige und fchäßbare Zeitfchrift, die eine 
veiche Ausbeute zu den Anhängen diefes Lehrbuches befonders 
zu den fpätern geliefert hat, künftig nicht mehr fortgefegt 
werden. 

Girard (Albert) Invention nouvelle en Algebre, Amsterd. 1629, 4. 
Ein eben fo wichtiges, als feltenes Buch. 

Graaf (Abraham de) Analysis of Stelkundige ontknoping in Meet- 
kunstige Werkstukken, Amsterd. 1706, 4. 

Gregory (David) Treatise of practical Geometry, Edinburg 1715, 8. 
Dieß Werk wurde als Handfchrift, ſchon feit dem 1708 er: 
folgten Tode des Vf. zum Unterricht gebraudht. 

Grive (de la) Manuel de Trigonometrie pratique, Paris 1754, 8. 

* Grunert (Joh. Aug.) Lehrbuch der Mathematik für die obern Claſ— 

| fen höherer Lehranftalten, Brandenburg 1832, 4 Thle, 8.— 

Außerdem fiehe Klügel. 

. * Haumann (C. Gottlieb) Verfuch einer Wiederherftellung der Bücher 
des Apollonius von den Berührungen. Breslau 1817, 8. 

Hennert (Johann Friedrich) Profeffor zu Utrecht, ein tüchtiger Ma: 
thematiter, bekannt durch viele Schriften, unter andern auch 
durch feinen Cursus der reinen Mathematif, und den der ans 
gewandten, die beide in lateinifcher Sprache, jener in drei, 
diefer in fechs Octavbaͤnden erfchien. Er ftarb 1813 im ho: 
hen Alter. In diefem Lehrbuche wird er angeführt pag. 187. 

Hero aus Alerandrien, ein Zeitgenoffe des Archimedes wird bei ung 
angeführt pag. 24, und im dritten Buche der Aufgaben, in 
der 2. Anmerk. zur 9. Aufg. als einer von denen, die es vers 
fuchten, zwifchen zwei gegebenen Geraden zwei mittlere Pro: 
portionalen zu finden. 

Hippias, der im 5. Jahrh. vor unferer Zeitrechnung lebte, ift Erfins 
der der krummen Linie, welche den Namen Quadratrix führt, 
und wird angeführt in der 6. Anmerk. zu 332. | 

Hire (de la) Sectiones Conicae, Parisiis 1685, Fol. Ein vorzägli: 
ches Werk über diefen Gegenftand, nad) der Methode der A: 
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ten verfaßt, deren Geiſt La Hire aufgefaßt hatte. Im erſten 
Theile des Buches befinden ſichmehrere Säge uͤber die harmo- 
nifche Theilung gerader Linien, und um diefer willen wird es 
im dritten Abfchnitte des III Buches angeführt. 

* Hirsch (Meier) Sammlung geometrifcher Aufgaben. Berlin 1805 
— 1807, 2 The, 8. 

Horrebow (Peter) In continuam proportionem harmonicamı Mathe- 
mata 1737; abgedruckt im erften Theile feiner: 

Opera mathematico-physica, Hafniae 3 voll., 4. 

* v. Huguenin Mathematifche Beiträge ic. Königsberg 1803, 4. 

L’ Huilier (Simon) Exposition elementaire des principes des calculs 
superieurs, Berlin 1786, 4. — Eine neue Bearbeitung und 
Erweiterung diefes Werkes ift: Principiorum calculi dif- 
ferentialis et integralis expositio elementaris, Tubingae 
1795, 4. 

Elemens d’ Analyse Geometrique et d’ Analyse Algebri- 
que etc. Paris 1809, 4. — 

* De relatione mulua capacilatis et terminorum figura- 
rum etc. Varsaviae 1782, 4. 


* Polygonometrie ou de la mesure des us rectilignes 
etc. Paris 1789, 4. 

* Hoflmann (Joh. Jac. Ign.) der Pythagoräifche Lehrfag mit 39 Be: 

weifen, 2. Ausg. Mainz 1821, 8. 
Huygeus (Christian) de Circuli magnitudine invenla, Lugd.B. 1654, 
wiederabgedrucft in deffen operibus variis L. B. 1724, 4. 
Diefer ausgezeichnete Mann lebte von 1629 bis 1695. 
Hypsicles aus Alexandrien, lebte zur Zeit des Cl. Ptolemaeus oder et: 
was fpäter. Er ift Höchjtwahrfcheinlich der Verfaffer von den 
beiden letzten Büchern der Elemente Euflid’s. 

Kaestner (Abraham Gotihelf) einer der befannteften Mathematiker 
neuerer Zeit, der als Profeffor zu Göttingen ftarb 1800 im 
hohen Alter. Don feinen vielen Schriften und Abhandlun— 
gen werden bei ung angeführt blos feine: Geometrifchen 
Abhandlungen. Göttingen 1790—91, 2 Thle, 8. 

Karsten (Wenc. Jolı. Gust.) Mathesis theoretica elementaris atque 
sublimior. Rostochii et Gryphisw. 1760, 8. — 


* Lehrbegriff der gefammten Mathematit. Greifswalde 
** 
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1767 — 1778, 8 Thle, 8. aufs Neue herausgegeben von 
Mollweide, Leipzig 1812 — 1818. 

* Klügel (Georg Simon) Mathematifches Wörterbuch ꝛc. fortgefeßt 
von Mollweide und beendigt von Grunert, 
1831, 5 Thle, 8. Außerdem noch ein Supplementband, 
Leipzig 1833, dem noch ein zweiter folgen fol. 

Kochansi wird angeführt pag. 225. 

Koenig fiehe Euclides. 

Kraaijenhofl Precis historique des operations Geodesiques et Astro- 
nomiques faites en Hollande. La Haye 1815, 4. 

Krafft (G. W.) Institutiones geometriae sublimioris, Tubingae 1753, 4. 
Der Verf., deffen Name durch diefe fo wie durch andere 
Schriften mit Recht bekannt geworden ijt, ftarb 1754. 

* Kries (Friedrich) Lehrbuch der-reinen Mathematik. 5. Aufl. Jena 
1831, 8. 

L.acroix Elemens d’Algebre 12me edit. Paris 1818, 8. — * Deutfch 
von Hahn, Berlin 1805, 2 Thle, 8. und von Metternich, 
Mainz 1811, 8. 

Lagny ein wacerer Mathematiker, durch mehrere gründliche Abhand- 
lungen bekannt, ftarb 1733. Er wird angeführt 325, An: 
merf. 3, und 332, Anm. 4. 

Lambert (Johann Heinrich) Beiträge zum Gebrauche der Mathema- 
tif und deren Anwendung, Berlin 1765, 3 Thle, 8. Die: 
fer gründliche Gelehrte und fcharffinnige Mathematiker, Vers 
faffer einer größern Zahl vorzüglicher Schriften flarb den 
25 Septbr. 1777. | 

Laıny (+ 1715) Elemens de Maihematiques ou Traite de la Gran- 
deur, Amstel. 1710, 8. — eine fehr verdienftlihe Schrift, 
von welcher wir blos den leßten Theil des achten Buches, wel: 

cher von der harmoniſchen Proportion handelt, benußt haben. 

Legendre (A. M.) Elemens de Geometrie 12”® edit. Paris 1823, 8. — 

* Deutfch von Crelle, Berlin 1822, 8., 2. Aufl. 1833. 

Diefer ausgezeichnete, bis an das Ende feines Lebens un: 
ermuͤdet thätige, und um wefentliche Vervolllommnung meh: 
verer Zweige der Mathematik hochverdiente Mann flarb im 
81 5. feines Lebens zu Paris 1833. 

* Leslie geometrifche Analyfis, aus dem Engl. überf. von J. Ph. Gruson, 
Berlin 1822. 8. 

l.eupold (Jacob) Theatrum machinarum, 5 Thle, Fol. 
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Lexell (Andreas) befonders befannt als einer der Begründer, der Po- 
lygonometrie, wird angeführt pag. 193. 

* Lindenau (Bernhard von) und J. G. F. Bohnenberger Zeitfchrift für 
Aftronomie und verwandte Wiflenfchaften 3 Jahrgänge, Tü: 
bingen 1816 — 1819, 8 

Ludolf van Ceulen van den Cirkel 2de druk Leiden 1615, 4. 

— Fundamenta aritlımetica ei geometrica etc. L. B. 1615, 
4. Ludolf ftarb als Profeflor zu Leyden 1620. 

Maclaurin (Colin) Treatise of Fluxions, Edinb. 1742, 4. in das Fran: 

zöfifche überfeßt unter dem Titel: Trait& des Fluxions, Paris 
1746, 4. Der ausgezeichnete Verfaffer ftarb 1746. 

Martin (Benjamin) Young Trigonometers Guide, Lond. 1736, 2 voll. 
8. — ein fehr näßgliches Bud), . 

Mauduit ein fehr tüchtiger, durch mehrere gute Schriften bekannter, 
Mathematiker, wird angeführt pag. 373. 

Mayer (Jobann Tobias) gruͤndlicher und ausführlicher Unterricht in der 
praftifchen Geometrie 1— 3. Theil 4. Aufl. Göttingen 1814 
— 1818, 8.; 4. Theil 1815, 5. Th. 1821. 

Menechmus Bruder des Dinostratus, wird angeführt im dritten Buche 
der Aufgaben und zwar in der Anmerf. 2 zu Aufg. 9. Er 
zeigte, wie die Aufgabe, zwiſchen zwei gegebenen Geraden 
zwei mittlere Proportionalen zu finden, durch Huͤlfe der Ke: 
gelfchnitte gelöft werden könne. 

Metius (Adriaan) Geometria practica ; Franequerae 1620, 4. Diefer 
bekannte Mathem. ftarb 1635. 

* Mollweide (Carl Brandan) befannt und verdient als Herausgeber 
des Euflides (f. Euclides), des Karften’fchen Lehrbegriffs (f. 
Karsten), noch mehr aber durch feine Fortfeßung des Klü- 
gel’fhen mathematifchen Wörterbuches, deffen vierter Band 
von ihm ausgearbeitet ift, fo wie durch viele fhäßbare Ab: 
handlungen, von denen die meiften fich in der monatlichen 
Correfpondenz von Zach, in der Zeitfchrift für Aftronomie von 
v. Lindenau und Bohnenberger und in den aftronomifchen 
Nachrichten herausg. von Schumacher befinden. — Diefer 
durch feine feltenen, über alle Zweige der Mathematik mit glei: 
cher Gründlichkeit fich verbreitenden Kenntniffe wahrhaft aus: 
gezeichnete Mann ftarb 1825 im 523 3. feines Alters, 

* Schulz -Montanus Spftematifches Handbuch der gefammten Land> 
und Erdmeffung, Berlin 1819, 2 Thle, 8. 
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Montucla (J. F.) Histoire des Mathematiques Qme edit. Paris 1799 
— 1802, 4 voll., 4. Die beiden legten Bände find nad) 
dem Tode M. von Lalande herausgegeben. — Bis jekt noch 
das befte und ausführlichfte Werk über Gefchichte der Mathe: 
matif, — 

Histoire de la Quadrature du Cercle, Paris 1754, gr. 12. 

* Eine neue Ausgabe, diefer ohne des Verf. Namen ers 
fchienenen und fehr felten gewordenen nuͤtzlichen Schrift wurde 
vor ungefähr einem Jahre von Paris aus angekündigt. 

* Müller (J. H. T.) Disquisitiones de Tetraedro, Numburgi 1831, 4. 


* Müller (J. W.) Syftematifche Zufammenftellung der wichtigften bis: 
her bekannten Deweife des Pythag. Lehrfages, Nürnberg 
1819, 8. 

* Münchow (K. D. von) Grundlehren der ebenen und fphärifchen Tri: 
gonometrie, in-vechnender Entwickelungsweife, Bonn 1826, 8. 
Diefe in mehr als einer Beziehung ausgezeichnete Schrift 
wurde an mehren Stellen befonders aber bei der Entwicelung 
der trigonometrifchen Functionen in Reihen benußt. 

Nasser - Eddin- Al Tussi ein berühmter Mufelmann, der über die Ele: 
mente des Euflid, fo wie über die Sphaerica des Theodofius 
und Menelaus gefchrieben hat. Er farb 1274 oder wie an: 
dere wollen 1288 unferer Zeitrechnung. Er wird angeführt 
p- 11. 

Neper (Johannes) ein fchottifcher Edelmann, erfter Erfinder der Loga— 
rithmen, worüber er 1614, in X. 4., zu Edinburg heraus: 
gab: Logarithnorum canonis descriptio. Ein Jahr nad 

feinem 1618 erfolgten Tode gab fein Sohn zugleich mit ei: 
nem neuen Abdruck des genannten Werkes zu Edinburg in 4. 
heraus: Mirifici logarithmorum canonis constructio etc., 
una cum annotationibus Henrici Briggii. 


Newton (Isaac) (1642 — 1727) Arithinetica universalis; erfte Ausg. 
durch Whiston 1707, 8.; beffer ift die von ’s Gravesande 
L. B. 1732, 4., die befte von Castillon Amstel. 1761, 2 voll. 4. 
Principia philosophiae naturalis mathematica, 4., erfte 
Ausg. London 1686, 2te 1713, 3te 1726 kurz vor dem Tode 

des Verf. 
Nicomedes der wahrjcheinlich im 2ten oder I1ten Jahrh. vor unferer 
Zeitrechnung lebte, wird im III Buche der Aufgaben bei dem 
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Problem von dem Finden zweier mittlern Proportionalen er— 
waͤhnt. Beruͤhmt iſt er als Erfinder der Conchoide. 
Ozanam Usage du Compas de proportion, Paris, 8. — Methode de 
lever les Plans, Paris 1716, 8. — Der Berfaffer, von dem 

wir noch andere nüßliche Schriften befißen, ftarb 1717. 
Pappus aus Alerandrien, der im Sten Jahrh. unferer Zeitrechnung 
| lebte, ift der Verf. eines für uns uͤberaus fchäßbaren Werkes, 
das big jeßt, fo weit es Überhaupt ung erhalten, nur in einer 
Iateinifchen Heberfeßung vorhanden iſt, unter dem Titel: Pappi 
Alexandrini Collectiones mathematicae a Frederico Com- 
mandino in Latinum conversae elc., Bonon. 1666, Fol. 
Von Pappus befißen wir auch Hülfsfäpe zu Apollonius, 
welche Halley in feine Ausgabe aufgenommen hat. 
Pell (John) Controversia de vera circuli mensura inter Lougomon- 
tanum et Pellium, Amstel. 1647, 4. Der Bf. ftarb 1682. 

Perrault (Claude) ein gründlicher Kenner der Baukunſt, durch mehrere 
Werke bekannt, unter andern auch durch feine franzöfifche Ue: 
berfeßung des Vitruvius. Er wird bei uns angeführt pag. 24. 

Philo von Byyanz, lebte nach Hero, wahrfcheinlich 200 9. vor unfe: 
rer Zeitrechnung. Diefer namhafte griechifhe Mathematiker 
wird bei uns angeführt 256, Zuf. 4, und im dritten Buche 
der Aufgaben; in der Anmerk. 2 zu Aufg. 9. 

Pitot ein gefchickter Mathematiker, der 1774 ftarb, wird bei ung an: 
geführt pag. 173. 

Plato. Diefem berühmten griechifchen Philofophen, der 400 J. vor 
unferer Zeitrechnung lebte, werden viele Entderfungen in der 
Geometrie zugefihrieben. Er wird bei uns angeführt in der 
Anmerk. 5 zu 209, und bei den Aufgaben, IIL, 9, wegen 
feines finnveichen Verfahrens zwei mittlere Proportionalen zu 


finden. 
Proclus In primum librum Euclidis Conmmentariorum Libri IV, edente 
Francisco Barocio, Pataviae 1560, Fol. — Weber die Aus: 


gabe des griechifchen Driginals fiehe oben unter Euclides. — 
Eine Englifche Heberfegung des Proclus mit vielen Zugaben 
erfchien zu London 1792, 2 voll., 4. 
Proclus lebte um die Mitte des 5 Jahrh. unferer Zeit 
rechnung. 
Ptolemaeus (Claudius) lebte in der erften Hälfte des 2. Jahrh. unferer 
Zeitrechnung. Sein großes aftronomifches Werk: Almage- 
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stum, seu maguae compositionis mathematicae opus, et: 
fhien zuerft unter den gefammten Werken in lateinifcher Ue— 
berfeßung zu Bafel 1515, Fol. und fpäter noch einmal 1551 — 
Das griehifche Driginal erfchien mit dem Commentar des 
Theon zu Bafel 1538. Eine neue und vollftommenere Aus: 
gabe ift die von Halma beforgte, deren erfter Theil griechifch 
und franzöfifch mit vielen Anmerkungen zu Paris 1813, 4. 
erfchien. 

Puissant TraitE de Geodesie Qme ed. Paris 1819, 2 voll. 4., avec 





Traite de Topographie, d’ Arpentage et de Nivellement 
Yme ed. Paris 1820, 4. | 

Pythagoras. Diefer berühmte Philoſoph, welcher 500 J. vor unferer 
Zeitrechnung lebte, ift in der Geometrie bekannt durch den 
Lehrfaß, der feinen Namen trägt. Er wird bei uns auch noch 
angeführt in der Anmerk. 3 zu 87. 

Renaldini Profeffor zu Padua, wo er 1700 farb, ift Verf. mehrerer 
Werke, von denen bei ung nur eins angeführt wird, nämlich: 
Ars analytica Mathematum, Florentiae 1665, und ein zweiter 
Theil diefes Werkes, Venet. 1684, 

Robertson (John) A Treatise of Mathematical instruments, London 
1749, 8.— The elements of navigation 5th ed. Lond. 1806, 
2 voll., 8. 

Saurin (Joseph) + 1739, wird angeführt pag. 191. 

Schumacher (H. C.) Astronomische Nachrichten, Altona 1823 — 32, 
10 Bde, 4. 

Serenus ein gefchickter Mathematiker, im Aten oder Sten Jahrh. unfes 
ver Zeitrechnung, ift Verf. des Werkes: de sectione coni et 
de sectione cylindri, welches Halley in feine Ausgabe des 
Apollonius aufgenommen hat. 

Simpson (Thomas) Elements of Geometryy2i ed. Landon 1760, 8. 

* — Select Exercises for young proficießts in the Mathematicks 


London 1752, 8. 


* — Essays on several curious and useful — ete. London 
1740, 4. 

Simson (Robert) Sectionum conicarum Libri V, ed. 242, Edinb. 
1750, 4. 


— Opera quaedam religua post auctoris mortem in lucem edita, 


Glasguae 1776, 4. Das Buch wurde auf Koften des Lord 
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Stanhope gedrudt, und nur eine fehr geringe Anzahl von 
Eremplaren abgezogen, die Stanhiope ald Gefchente vertheilte. 
Daher die überaus große Seltenheit diefes Buches (ein Erem: 
plar befindet jich in der Bibliothek der hiefigen Landesfchule). 
Außerdem fiehe Euclides. 

Slusii (Renati Fraucisci) Mesolabum; Leodii 166%, 4. Diefer nam: 
hafte Mathematiker ftarb 1685. 

Snellius (Willebrord) Cyclometricus, Lugd. B. 1621, 4. Diefer wa: 
ckere Gelehrte ftarb noch in der Blüthe feiner Jahre 1626. 

Sporus angeführt bei den Aufgaben I, 9. 

Stedmann angeführt pag. 183. 

* Steiner (Jacob) Spftematifche Entwicelung der Abhängigkeit geome: 
trifcher Geftalten von einander Ir Th. Berlin 1832, 8. Aus 
Ber diefem ausgezeichneten Werfe befigen wir von demfelben 
Verfaffer eine größere Anzahl von zum Theil größern Abhand: 
lungen, die fich in Crelle’s Journal und in Gergonne’s Anna- 
les befinden. 

* Streblke (F.) Aufgaben über das geradlinige Dreieck, Königsberg 

| 1826, 8. 

Sturm (Job. Christoph), von den vielen Schriften diefes verdienten 
Mannes, der 1703 ftarb, wird bei ung nur angeführt feine 
Mathesis enucleata, ed. 24, Norimb. 1711, 8. 

Tacquei (Andreas) fiehe Euclides. Rerfchiedene mathematifche Ab: 
handlungen von ihm find in einem Bande in Fol. erfchienen 
unter dem Titel: A. Tacquet opera, Antverp. 1707. Tac- 
quet ftarb fchon 1660. 

* Tellkampf (Adolph) VBorfchule der Mathematik, Berlin 1829, 8. 

Thales. Diefem berühmten griechifchen Philofophen werden auch meh: 
rere Entderfungen in der Geometrie beigelegt. Er wird bei 
uns angeführt 246, Anmerf. 4. 

Theonis Smyrnaei Eorum, quae in Mathemalicis ad Platonis lectio- 
nem utilia sunt, expositio, ed. Ismael Bullialdus Gr. et Lat. 
Lutetiae 1644, 4. — Theon lebte zu Anfang des 2. Jahrh. 
unferer Zeitrechnung. 

* Thilo (Ludwig) Sammlung geometrifcher Aufgaben und Lehrfäße, 
Frankfurt a. M. 1824 — 25, 2 Thle, 8 

Vietae (Francisci) Opera Mathematica operä atque studio Fr. van 
Schooten, Lugd. B. 1646, Fol. Diefer ausgezeichnete Ma: 
thematiker ftarb 1603. 


— 
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Viviani (Vincentii) de Maximis et Minimis divinatio geometrica, Flo- 
rent. 1659, Fol. — 

De locis solidis secunda divin. geom. Flor. 1701, Fol. 
Diefer gefchickte Mathematiker ftarb 1703. 

Wallis De Algebra Tractatus. Diefe Schrift erfchien zuerft 1685 in 
engl. Sprache; eine lateinifche Heberfegung davon wurde in 
den 2ten Theil der Opera Mathematica, die 1693 zu Orford 
in drei Theilen Fol. erfchienen, aufgenommen. Wallis ftarb 
1703 im 88. 5. feines überaus thätigen und näßlichen Lebens. 

Wolfii (Christiani) Elementa Matheseos universae, Halae 1742, 
3 voll., 4. 

* Zach (Fr. von) Monatliche Correspondenz zur Beförderung der 


Erd- und Himmelskunde, Gotha 1800— 13, 93 Bde, 8. 
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Nadhmweifung: 


derjenigen Säte unferes Lehrbuches, welche den einzelnen Sägen in 
Euklid's Elementen entfprechen. 
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26 IX. 309 
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Vorliies van Swinden. | Euclides. 
i . Bub. x. Buch. 
Lehnſ. nad 39 44, 33 
34 | 89 40 1454, Anm. 1 
74 :214u. 291, 3.2 — 
117 |126, Anm. Zu. 3] xır. Buch. 
XI. Buch. | 1 1278 
— — 2 322 
1 414, Anm. 1 3 459 
2 420 nebft 3. 1 4 460 
3 415, Anm. 5 1462 » 
+ 421 6 463 
5 422 7 464 
6 423 8 465, 3. 6 
7 Iſt ein Axiom 9 465, 3.4 
8 423 10 504 
9 424 11 492, 3.2 
10 425 12 495 u. 505, 3.3 
11 42, 2 13— 14 1792, 33 
12 +23, Anm. 1505, 3.1 
13 421, 3. 2 15 492, 3uſ. 4 
14 1426 Diefe beiden Auf— 
15 | gaben fehlen in 
16 ‚426, 3. 2 16dieſem Lehrbuche 
17 1427 17 Hals zu deffen Plan 
18 1421, 3. 4 weniger erforder: 
19 — ‚36 lich. 
20 18 528 
21 — — — 
22 42, 3.2, Anm.Xtl1. u. 
23 432, Anm. —' 
24 (441, 3.1 l 1213 
25 1445 2 1215 
26 434, uf. 1 3 216 
27 Al, Zul. 3 4 1217 
28 444 5 [218 
23 — 30 446 6 214 
31 1447 7 Iſt nicht in dieſes 
32 448 Lehrbee aufgenom— 
33 41 men. 
34 1450, 3. 1 8 1227 
35 1434, 3. 2 9 1290, Zuſ. 3 
36 451t, 3. 4 10 291 
37 1451, 3. 2 11 1291, 3. 4 
38 1421, 8.5 12 |287 
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Einleitung. 


I. 

Die Geometrie ift derjenige Theil der Mathematik, welcher die 
Eigenfchaften der Raumgrößen unterfucht, und fie durch fichere 
und überzeugende Schlüffe beweiſt. 

if. 
Sowohl der Raum ſelbſt mit feinen drei Dimenfionen, Länge, 
Breite und Höhe (Dide), als die in ihm denkbaren Figuren mas 
chen alfo den Gegenftand der Geometrie aus. 


ILL 
Nur durch das Abftractionsvermögen unferes Verftandes wird es 
ung möglidy, diefe drei Dimenfionen von den Körpern felbft zu trens 
nen, um fie für fich befonders betrachten zu können. 


IV. 
Das Object der Geometrie beruht daher auf abftracten aber den⸗ 
noch fehr einfachen Vorftellungen. 
d’Alembert, Melanges, T. IV. p. 158 — 63. 


V. 

Dieſer Einſachheit des Gegenſtandes, der Natur der Grundbe— 
griffe, von denen die Geometer ausgehen, und der Art und Weiſe, 
wie ſie darauf weiter bauen, verdankt die Geometrie die einleuchtende 
— und unbeſtreitbare Gewißheit, deren ſich ihre Lehren er⸗ 
reuen. 

d'Alembert, Melanges, T. IV. p. 164. 


VI. 

Den Grund, auf welchen die Geometer ihre Beweiſe ſtuͤtzen, bil— 
den theils die eignen Erklärungen von dem, was fie betrachten, theils 
einige allgemeine Säße, die von fo einleuchtender Richtigkeit find, 
daß Niemand bei gefunden BVerftande daran zweifeln kann. Sie heis 
ben Grundfäße oder Ariome; z. BD. 

1. Zwei Größen, welche derfelben dritten Größe gleich find, find 
unter einander gleich. | 

v. Swinden Geometrie. 1 


2 Einleitung. 


2. Der Theil ift Eleiner als das Ganze. 

3. Alle Theile zufammengenommen machen dag Sanıe aus. 

4. Wenn man gleiche Größen zu gleichen addirt oder von ihnen 
abzieht, fo find aud) diefe Summen oder Unterfchiede gleich, 


VII. 

Die Geometer bedienen fich zwei verfchiedener Arten von Beweis 
fen, der directen und der indirecten (Apagogifchen). 

Ein directer Beweis befteht darinn, daf man das, was bewie: 
fen werden foll, mittelft einer Kette von Schlüffen herleitet aus den 
fruͤhern Erkiärungen, aus Grundfägen und bereits erwiefenen Lehr; 
fägen. 


VIII. 

Bei den indirecten Beweiſen dagegen zeigt man, daß eine Bes 
hauptung darum wahr fein muß, weil fie nicht unwahr fein fann, 
indem man nämlich darthut, wie man durch die Annahme, fie fei 
falſch, alfo das Gegentheil davon richtig, im eine Ungereimtheit 
verfällt. 

d’Alembert, Melanges, Tom. IV 

Ein Beifpiel eines folchen Beweiſes at. 8 in 19. 


IX. 

Bei beiden Arten von Beweiſen macht man häufig von dem Mit» 
tel des Aufeinanderlegens oder Lebereinanderlegens Gebrauch. Man 
denkt fü ſich naͤmlich die eine von zwei Figuren ſo auf die andere gelegt, 
daß einige Stuͤcke der erſtern mit einigen Stuͤcken der andern zufams 
menfallen, und unterfuht nun, ob unter diefen Umftänden auch alle 
übrigen Stüce der erfteren Figur mit denen der andern zufammens 
fallen, alfo beide Figuren ganz zufammenfallen und folglich an Größe 
und Seftalt ganz unter einander en (congruiren) oder nicht. 

d’Alembert, Melanges, T. IV. p. 165 , 166. 
Diefer Begriff von der ———— Gleichheit zweier Ziguren ift der natürlichfte 
und einfachſte. ſ. 16, Anm. 3. 


Elemente der Geometrie, 


Erftes Bud. 


Bon den allgemeinen Eigenfchaften der geraden Linien, ſowohl 
an fic) betrachtet, als auch in fo fern ſie die Winkel von 
Dreiecken und Vierecken bilden, oder deren Seiten find, 


Einleitung. 


1. Erklärung Wenn man an dem Raume blos eine Dimen» 
fion, die Länge, betrachtet, ohne auf die beiden andern, Breite und 
Dicke (oder Höhe) Rückjidyt zu nehmen, fo gelangt man zu der Bors 
ffellung einer Linie. 

Eucl. I, Erkl. 2. — L. G. I, Erkl. 1. 
Anmerkung. Daher pflegt man zu ſagen: eine Linie ſei eine Länge ohne Breite 
und Dicke. AB Fig. 1 und 2. 

2. Erklärung. Die Gränzen der Linien und deren gegenfeis 
tige Durchfchnitte heißen Puncte; z. B. A, B Fig. 1 und A, B, 
C,E,D $ig. 3. | 

Eucl. I, Erkl. 1 und 3. — L. 6. I, Erfi. 1: 
6 — 1. Daher die Behauptung der Mathematiker: daß ein Punct Feine 
eile babe, 
Anmerkung 2. Nicht felten betradytet man eine Linie, als durch fortſchreitende 
Bewegung eines Punctes entitanden. AB Fig. 1 und ADB Fig. 2. 
Anmerfung 3. Die in der Geometrie betradpteten Linien find entweder gerade, 
oder frumme. 

3. Erklärung. Eine gerade Linie ift eine folche, die durchaus 
diefelbe Lage zwifchen ihren Endpuncten hat. Fig. 1 AB*). 

Eucl, I, Erkl. 4. 

Zuſ. Sind daher zwei Puncte gegeben, ſo wird ihr Abſtand 
von einander durch die Gerade gemeſſen, die man von dem einen zum 
andern zieht. 

Anmerfung 1. Andere fagen: die gerade Linie ift der Fürzefte Weg zwifchen zwei 
Puncten. Inzwifchen feheint dieje Erklärung mehr eine Folgerung aus unferer Erflärung, 
als ein Grundbegriff zu fein, Aber wie dem auch fein möge, fo wird, wenn man dieje 





*) Bielleicht noch richtiger Fönnte man fagen : eine gerade Linle ift diejenige, welche 
zwiſchen je zweiten ihrer Puncte durchaus diefelbe Lage hat. Denn es gest auch Erums 
me Linien, weiche wenigftens in fo fern eine vollig gleiche Lage zwiſchen ihren End 
Bon haben, als diefelbe fich nicht Andert, wenn man die beiden Endpuncte ihre 

teen unter einander wechfeln läßt; 3. ®. ein halber Umkreis u. m. a, Anm. d. Il. 
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Gretärung annimmt, unfer Lehrfag (43) ein Grundfag , während unfer Grundfag (4) 
fih in einen Zebhrfag verwandelt, der eines Beweiſes bedarf. 

Anmerkung 2. Es verhält fi) mit diefer Erflärung, wie mit allen Erflärungen 
von Dingen, die zu einfad find, als daß fie noch einer Erläuterung durch Worte fähig 
wären — fie find alle ungenügend und mehr oder weniger dunfel. Man lefe befonders, 
was hierüber gefagt ift von d’Alembert, in feinen Melanges etc. IV, 163, und V, 203 
— 206. 

Anmerfung 3. Aus unferer Erflärung von gerader Linie ergeben ſich folgende drei 
Grundfäge und eben fo viel Foderungsfäge : 

4. Srundfaß. Gerade Linien, bei denen zwei Puncte der 
einen mit zwei Puncten der andern zufammenfallen, fallen in ihrer 
Nichtung ganz zufammen. 

Anmerkung. Für diejenigen , weldye die gerade Linie ald den Fürzeften Weg zwi— 
ſchen zwei Puncten erflären,, hört diefer Sat auf, Grundfag zu fein; er wird vielmehr 
Lehrſatz, der bewiefen werden muß, wie dieß unter andern aud gethan bat Le Gen- 


dre I, 3. 

5. Srundfaß. Gerade Linien (AB, CE Fig. 3), die einander 
fchneiden, oder aus demfelben Puncte nach verfchiedener Richtung 
gezogen werden (wie BC, BE Fig. 8), haben außer dem Puncte, in 
welchem fie fid fchneiden, oder von dem fie auslaufen, gar nichte 
gemeinfchaftlich; diefer Punct ift alfo das Einzige, was allen Linien 
zugleich angehört. 

6. Grundſatz. Gerade Linien, deren Endpuncte zufammens 
fallen, und die mithin (4) in ihrer Richtung ganz yufammenfallen, 
find einander aleih; und umgekehrt, find gerade Linien von gleicher 
Länge, fo decken fie fih, wenn man fie in eine folche Lage bringt, 
daß ihre Endpuncte zufammenfallen. 

Anmerfung. Diefer einfahe Sag ift es, der urfprünglid allen Beweiſen, weldye 
die Gleichheit gerader Linien betreffen, zum Grunde liegt. 

7. Foderungsſatz. Man kann, als etwas unter allen Ums 
fänden Mögliches fordern, von irgend einemgegebenen Puncte entwes 
der beliebig, oder nad) einem andern gegebenen Puncte eine gerade Lis 
nie zu ziehen. 

Eucl. 1%. ©. 1. 

; ———— Zur Ausführung wird nichts weiter als ein Lineal und eine Ziehfeder 
erfordert, 

8. Foderungsfaß. Man kann als ftets möglich fordern, eine 
gegebene gerade Linie zu verlängern, entweder ganz beliebig, oder fo, 
daß fie einer andern gegebenen gleich, oder daß fie größer als diefe 
werde. 

Eucl. 1%. ©. 2. 

Anmerfung. Wie man es anzufangen habe, um eine gerade Linie zu ziehen, die 
einer gegebenen gleich, ift Gegenftand der erften Aufgabe im erjten Buche der (am Ende 
des ganzen Werfes angehängten) Aufgaben. — 

9. Foderungsſatz. Man kann ſtets fordern, von einer ge— 
raden Linie ein Stuͤck abzuſchneiden, das gleich iſt, einer andern ges 
gebenen (kleinern) Geraden. 

Anmerkung. Es ift dieß Gegenſtand der zweiten Aufgabe im erſten Buche derfel- 
ben; die Auflöfung ftüst ſich auf den Grundſatz (13). 

10. Erklärung. Eine frumme Linie iſt eine folhe, welche 
(wie ADB Fig. 2) eine durchaus ungleiche Lage zwifchen ihren End» 
puncten hat. 

Anmerfung 1. Die obige Anmerkung 2 in (3) findet aud bier ihre Anwendung. 
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Andere, wie Le Gendre I, 4 Erft., nennen frumme Linie jede, die weder cine Ges 
rade, noch eine Verbindung mehrerer Geraden ift, 

Anmerkung 2. Bon der unendlien Menge frummer Linien, die man fid bilden 
kann, wird in den Elementen — dieß Wort im ftrengften Sinne der Alten genommen 
2 der Geometrie nur eine einzige näher betradptet, nämlich die Kreiölinie und ihre 

ic, 

11. Erklärung. Kreis ift diejenige ebene Figur, welche 
von einer einzigen (frummen) Linie (ABDEF Fig. 4), Kreislinie, oder 
Umfreis, oder Kreisumfang, oder Peripherie genannt, un 
begränyt wird, daß alle Geraden (AC, BC, DC, EC, FC), die man 
von beliebigen "Puncten der leßtern nach einem innerhalb des Kreifes 
gelegenen Puncte (C) zieht — wo alfo alle diefe Linien zufammentref: 
fen — von gleicher Länge find, Diefer Punct (C) heiße Mirtels 
punct des Kreifes; die Linien (CA, CB, CD, CE, CF), welde 
man von ihm nad) dem Umfange (ABDEF) zieht, führen den Nas 
men Radien oder Halbmeffer. Durchmeſſer heißt jede Li» 
“nie, welche durch den Mittelpunct geht und deren Endpuncte im Ums 
freife liegen: Theile des Umkreiſes, (wie BD, DEF etc.) werden 
Kreisbogen genannt. 

Eucl. I, &, 15, 16, 17”. — L. 6. II, 

Zuf. Seder Halbmeffer ift die Hälfte ac Durchmeſſers. 


12. Foderungsſatz. Man kann als etwas ſtets Ausführbas 
res verlangen, von einem gegebenen Puncte als Mittelpunct aus, mit 
einem beftimmten Halbmeſſer einen Kreis zu befchreiben. 

Eucl. I, F. S. 3. 

Anmerkung. So wie man zum Ziehen einer Geraden nichts weiter als Lineal 
und Bichfeder gebraudt, eben fo bedarf es zum Beſchreiben eines Kreifes Feines an 
dern Werfzeuges ald des Zirfels. Da man nun, wie fhon bemerkt worden, in der 
Elementargeometrie nur gerade Linien, die aus ihnen gebildeten Figuren, und Kreiſe 
betradtet, jo Fann man fagen, daß Niemand zur Ausführung aller in diefem Gebiete 
nur möglihen Gonjtructionen an nöthigen Werkzeugen mehr als Lineal, Zirkel und Zich« 
feder gebraudt, 


13. Grundſatz. Befchreibt man aus den Endpuncten (A und 
B $ig. 11) einer Geraden, als Mittelpuncten, mit demfelben Halb— 
mefler (AB, BA), welcher gleich ift diefer Geraden, oder auch grös 
Ber als fie, zwei Kreife, fo muͤſſen diefelben fich ftete Cin C und G) 
fchneiden. 


Anmerfung 1. Die beiden erften Aufgaben des erften Buches werden durch Hülfe 
diefes unferes Satzes gelöft. 

Anmerkung 2. Euclided bat zwar diefen Say nicht fo ausdrücklich und mit ſo vie⸗ 
len Worten angeführt, aber er bedarf feiner Hülfe offenbar in ven drei erften Sägen 
feines erjten Budes. 

Anmerkung 3. Wir ftellen diefen Sag unter die Grundfäge, weil feine Richtigkeit 
von ſelbſt einleuchtet. 

Andere, wie Wolf, (Elementa Matheseos I, $. 197) haben einen Beweis des 
Sates gegeben. 

Anmerkung 4. Nimmt man zum Halbmeffer unferer Kreife eine Linie, melde 
fürzer iſt als AB, fo werden ſich diefelben zwar noch ſchneiden, aber nur fo lange, alö 
diefer Halbmeffer größer als die Hälfte von AB iftz wenn er gerade halb fo groß als 
AB, fo werden ſich beide Kreife auf AB berühren; und ift er endlich Fleiner als bie 
Hälfte von AB, fo werben fie fi ganz von einander entfernen, 


14. Erklärung Fläche heißt diejenige Raumgröße, zu 
deren Vorftellung man gelangt, indem man an dem Raum blos die 
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Dimenfionen der Länge und Breite betrachtet, und von der Dicke oder 
Höhe ganz abfieht. 
Anmerkung 1. Daher die Behauptung der Geometer, daß eine Fläche Länge und 
Breite, aber Feine Dide habe, 
Eucl. I, Erkl. 5. — L. 6G. Erft. 5. 
Zuf. Die Graͤnzen einer Flaͤche find Linien, gerade oder krumme. 
Anmerfung 2. Man kann die Flächen, als durch fortfhreitende Bewegung von 
Linien entftanden betradten, als die Spur, die eine bewegte Linie zurüdgelaffen hat. 
15. Erklärung. Eine ebene Fläche oder Ebene iſt dies 


jenige Fläche, welde durchaus diefelbe Lage zwifchen ihren. Gräns 
zen hat. 

Eucl. I, Erkl. 7. — L.6.T, Erfl. 6. 

Anmerkung 1. Andere erflären Ebene als diejenige Fläche, welche eine gerade Li— 
nie in allen ihren Theilen berühren kann (in welder fih nah allen Richtungen 
gerade Linien ziehen laffen. 3.). 

S. Clavius über die Tte Erkl. im erften Buche des Euclides. 

Anmerfung 2. Es gilt auch bier die oben (3, Anm. 2) gemadte Bemerkung. 

Anmerkung 3. Man merfe ein für allemal, daß alle in den 9 erften Büchern vor» 
fommenden Figuren und Figurenverbindungen ald mit allen ihren einzelnen heilen in 
derfelben Ebene liegend betradptet werden, daß alfo alle dafelbft vorkommenden Figuren 
ebene Figuren find. 

16. Erklärung. Die gegenfeitige Neigung zweier Linien 
(DB, EB $ig. 5), die in derfelben Ebene liegen und (nöthigenfalls 
verlängert) in einem Puncte (B) fich fehneiden oder begegnen, wird 
ebener Winkel genannt *). 

Der Punct (B), in welchem fih die Linien fchneiden, heißt Spis 
ße, oder Scheitel des Winkels; die Linien felbft (BD, BE) feine 
Schentel. 

Eucl, I, Erkl. 8 und 9, — L.G.T, Erkl. 9. 

Anmerkung 1. Um einen Winkel mitteljt Buchſtaben zu bezeihnen, gebraucht man 
entiweder einen, oder dreiz im erftern Falle nimmt man immer den am Scheitel 
ftebenden 3 im letztern wird der am Scheitel ftehende jtets in die Mitte geſetzt. So 
wird z. B. der Winfel in Fig. 5 entweder Winkel B, oder Winkel DBE genannt. 
Steht ein Winkel, wie der eben genannte, ganz allein, fo braudt man meijtens nur 
den einen Buchſtaben, am Scheitel; aber wenn, wie in Fig. 7, mehrere Linien AB, 
EB, DB, FB, CB in einem Puncte zufammenlaufen und dafelbft mehrere Winkel bilden, 
muß man nothwendig drei Buchſtaben gebrauchen und fagen: Winfel ABE, EBD etc. 
Im legtern Falle pflegt man wohl auch Fleinere Buchſtaben m, n, p, q in die Winkel 
nahe beim Scheitel zu fegen und fie nach diefen zu benennen, Winfel m, Winkeln 1% 

Anmerfung 2. Aus der Erklärung von Winkel folgt, daß auf die Länge feiner 
Schenkel gar nichts ankommt. Ein Winkel bleibt daher ganz ungeändert, wenn man 
meiter nichts thut, als daß man feine Schenkel beliebig weit verlängert. In Fig. 5 ift 
MWinfel DBE verfelbe wie Winkel JBK, 

Anmerfung 3. Die Gleichheit zweier Winkel erkennt man daran, daß fie fidh des 
den. Sie find nämlid glei, wenn in dem Falle, wo man ihre Scheitel (F u. B Fig.5 
u.6) auf einander und einen Schenkel (TN) des einen auf einen Schenfel (EB) des ans 
dern fo legt, daß die beiden andern auf derfelben Seite des nun gemeinſchaftlichen liegen, 
aud) der andere Schenfel (CF) de3 erftern mit dem andern Schenfel (DB) des legtern 


—. 


Daß diefe Erfiärung von Winkel Manches zu wünfchen übrig Taffe, ift zwar 
fchon früber und öfters bemerkt worden, aber erſt v. Muenchow in feinen ‚„‚Srundfehren 
der ebenen und fphärifchen Trigonometrie, in rechnender Entwidlungsweife dargeitellt. 
Bonn 1826 Hat eine genügendere Erklärung an die Stelle der mängelhaften gefept, 
indem er $. 11 fagt: Wintel BueiE Sesadın an einem Buncte zufammengeftellten, 
und einerfeits von diefem Pıumncte begr niten Linien, iſt Me Größe derjenigen vehung, 
zur welche eine vom — in begranate, andererfeits aber unbegrangte gerade 

inie In der Ebene des Winkels von der Lage des einen Schenkels zur Lage des_anı 
dern ſtets vorfchreitend gelangen kann.’ — Das Buch enthält überhaupt des Bor 
tzefflichen fo viel, daf es unfern Aueeaturzeitumgen in der That nicht zum Ruhme ges 
reicht, demfelben bisher fo wenig Aufmerkſamkeit gewidmet zu haben. 9 
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zufammenfällt. Findet died Letztere nit Statt, fo ift derjenige Winfel der Fleinere, 
deffen zweiter Schenkel zwifhen die Schenkel des andern Winkels fällt; wie 3. B. in 
Fig. 8 DB Feiner als DBE, und CBF größer als EBF. 

Diep ift der eigentliche Begriff und die natürlide Beltimmung der Gleihheit und 
Ungleichheit der Winkel; darauf ftügen die Geometer Alles, was fie von der Gleich— 
beit oder Ungleichheit verſchiedener Winfel bemeifen. 

Anmerfung 4 Manche wollen, man jolle bei der Bergleihung zweier Winkel fo zu 
Werke geben, daß man auf den Schenfeln gleihe Stüde (BJ, BK, LF, MF Fig. 5 u. 6) 
abfhneide, mit ihnen als Halbmeffern Kreisbogen (JK, LM) beſchreibe, und aus der Gleich— 
beit oder Ungleidheit der Flächenräume JBK, LFM auf dic Gleichheit oder Ungleichheit 
der Winkel fhließe; f. d’Alembert Melanges V, p. 207 u. p. 38. Allein man darf 
den Begriff von Winfel, der in der gegenfeitigen Neigung der Schenkel bejteht, nicht 
mit dem eines von drei Linien begränzten Flächenraumes vermifhen ; und eben fo wenig 
mit dem Bogen (JK), den man als das Maaß für den Winkel annimmt. Wir wer: 
den allerdings in den beiden erften Sägen des achten Buches beweifen, daß Kreisbogen 
ein natürliches Maa$ für Winfel abgeben 5 aber gleihwohl muß man es bejftreiten, daß 
diefe Art, die Winkel zu betrachten und zu beftimmen, die einfadhite fei. 


— — — — — 


Erſter Abſchnitt. 
Von den geraden Linien an ſich betrachtet. 





17. Erktaͤrung. Trifft eine Gerade (EB) mit einer andern 
(DF) in einem Puncte (B) zufammen, fo bildet fie an diefem Puncte 
mit ihr zwei Winkel, die entweder gleich find (Fig. 9) oder ungleich) 
(Fig. 8). Im erfiern Falle heit jeder der Winkel ein Rechter, und 
die einfallende Linie (EB) heißt Loth, oder Perpendikel, oder 
Sentredhte Ein Winkel, der (wie EBD Fig. 8) größer ift als 
ein rechter (DBC), wird ein ſtumpfer; und jeder, der (wie EBF) 
Heiner als ein rechter (CBF) iſt, ein fpiger genannt. 

Eucl. I, Erfl. 10, 11, 1. — L.G. I, Erkl. 10, 11. 
u — Aus dieſer Erklärung eines rechten Winkels ergiebt ſich folgender 
run 

18. Srundfag. Wenn außerhalb einer Linie (ID Fig. 18) 
und ihrer Verlängerung ein Punct (A) gegeben ift, fo befindet fich uns 
ter den verfchiedenen ©eraden, die man von dem Puncte nady der ges 
gebenen (ID) ziehen kann, ftets eine (AB), welche auf diefer ſenkrecht 
ſteht; eben fo ift unter den verfchiedenen Linien (BC, BE ıc. Fig. 8), 
welche fih aus einem Puncte (B) einer gegebenen Geraden (DF) yies 
henlaffen, jederzeit eine (BC), welche auf der gegebenen fenkrecht ftehr. 

Anmerkung. Daß weder im erftern, ned im legtern Falle mehr ald eine Senf 
rechte möglich iſt, wird fpäter noch befonders bewiefen werden; jenes in 19, Zuſ. 2, 
diefes in 29. 

19. Lehrfag. Alle rechten Winkel find einander gleih. — 

dig. 9 — 


6. 1, 1. 

Erlaͤuterung. Die Frage, um welche es ſich hier handelt, iſt 
nicht, ob, wenn die Linie EB (Fig. 10) ſenkrecht auf AJ ſteht, ABE 
— EBJ? und ob, wenn EB fenfredt aufDF, DBEZZEBF? denn die 
Gleichheit diefer Winkel folgt aus der Erklärung der fenkrechten Linien: 
fondern die Frage ift vielmehr, ob Winkel ABE (Fig. 10), welder 
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durch die Senkrechte BE gebildet und ein Rechter genannt wird, 
gleich ift dem Winfel EBD (Fig.9), welcher durd die Senkrechte EB 
gebildet wird und gleichfalls ein Rechter heißt? 

Beweis. Denkt man fid) die Figur 9 fo auf die Fig. 10 gelegt, 
daß der Punct B auf B, und die Gerade BE mit BE zufammenfällt, 
fo muß auch nothwendig und unter allen Umſtaͤnden DF auf AJ fallen. 
Denn könnte es jemals anders fein, und DE eine von AJ verfchiedene 
Lage haben, 3. D. die in Fig. 10 dargeftellte, fo wäre alsdann nothe 
wendig; EBD > EBA 

EBA — EBJ (17) 
EBD > EBJ 
EBD — EBF (17) 

EBF > EBJ, was offenbar unmöglich ift, 
und auf das beftimmtefte zeigt, daß Niemand die Nichtigkeit unfers 
Satzes läugnen könne, ohne in eine Ungereimtheit zu verfallen, 

Anmerfung. Guclives bat die Gleihheit der rechten Winkel als etwas, das ſich 
von felbit verfteht, ohne Beweis angenommen ; allein fein Gommentator Proctus bat mit 
Recht bemerkt, daß ein Beweis dafür nöthig iſt. Man fehe diefen ſelbſt, fo wie auf 
Clavius in feinen Anmerkungen zum 12ten Grundfage des erften Buches des Guclides. 

Zuf. 1. Wegen diefer gleichen und unveränderlichen Größe aller 
rechten Winkel find fie aanz geeignet ald Maaß bei Beftimmung der 
Größe aller übrigen Winkel zu dienen. 

Zuf. 2. In einem Puncte B (Fig. 8) einer geraden Linie DEF 
läßt fih nur ein einziges Perpendikel auf diefer errichten. 

20. Lehrfag. Wenn eine gerade Linie (BE Fig. 9 u. 10) ei» 
ner andern (DF) begegnet und fie in einem Puncte (B) fehneider, fo 
bildet fie an diefem Puncte entweder zwei rechte Winkel (DBE und 
DBF Fig. 9) oder zwei Winkel (CDBE und DBF $ig. 8), welche zus 
fammen fo groß als zwei Nechte find. 

Eucl. 1,13. — L.G.I, 2 


Dew. Sm erften Falle, wenn nämlich die Linie EB (Fig. 9) 
zwei gleiche Winkel bilder, leuchtet die Richtigkeit unferer Behauptung 
fofort ein wegen (17). Im zweiten Falle, wenn EB fchief auf DF 
fieht (Fig. 8), und daher ungleiche Wintel (EBD, EBF) bildet, dente 
man fi die Senkrechte BC gezogen (18), und zeige, daß die beiden 
ungleihen Winkel (EBN, EBF) zufammen fo groß find, als die beis 
den gleichen (CBD, CBF). 

auf. Alle Winfel (ABE, EBD, DBF, FBC Sig. 7), welche an 
einem und demfelben Puncte (B) auf derfelben Seite einer Geraden 
(AC) dur) eine beliebige Menge von Linien (EB, DB, FB) gebildet 
werden, find zufammen fp groß als zwei Rechte. 

L. G. L, 2 Zuſ. 2. 

21. Lehrfaß. Zwei Gerade (AB und BC), die einer dritten 
(DB) in demfelben Puncte (B) begegnen, und zwar fp, daß fie mit 
derfelben zwei Winkel (ABD, DBC) bilden, deren Summe gleich zwei 
Rechten ift, machen ftets nur Eine Gerade (AC) aus. (Fig. 12 u. 13.) 

Eucl. I, 1, — L. G. l, 4, 

Der Beweis ift ein indirecter; man zeigt, wie man burch Ans 
nahme des Gegentheils, daß nämlich von ben beiden Linien AB und 
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BC die eine nicht mit der Verlängerung ber andern zufammenfiele, 
nothiwendig in eine Ungereimtheit verfallen würde. 

Anmerkung. Diefer Sap ift dad Umgefehrte des vorhergehenden. Nicht alle 
Sätze laffen ſich umkehren, oder find, wie man zu fagen pflegt, umgekehrt wahr. Es 
fol in dem Folgenden überall, wo eine Umkehrung zuläffig ift, ausdrücklich bemerkt 
werden, 
22. Lehrfag. Wenn zwei Linien (AB, CE Fig. 3) ſich in eis 
nem Puncte (D) fehneiden, fo find je zwei zufammengehörige © ch eis 
tel: oder Vertical: Winkel d. h. die gegenüberftehenden Wins 
kel (ADE und CDB, fo wie ADC und EDB), die an dem Puncte 
(D) entftehen, fiets von gleicher Größe und alle vier Winkel zufammen 
fo groß ale vier Rechte. 

Eucl. I, 1. — L. 6.1, 5. 

Deweis. Aus ©. 20. 

Anmerfung, Der erfte Theil unſeres Sages feheint gar Feines Beweiſes zu bedbür- 
fen, da AD und DE als die Berlängerungen von BD nur CD natürlich diefelbe Richtung 
. wie diefe haben, alfo audy dieſelbe gegenfeitige Neigung, und mithin einen eben fo gros 
fen Winkel als letztere bilden. 

Zuf. Alle Winkel, welche in beliebiger Anzahl um einen und 
denfelben Punct herumliegen, betragen zufammen vier Rechte. 


23. Lehrſatz. Wenn eine Gerade (CK Fig. 14) zwei andere 
(AD u, GE) fo fchneidet, daß der Außenwintel (CBA) an der einen 
Seite der Schneidenden gleich ift dem nicht anliegenden innern 
(CFG) auf eben diefer Seite der Schneidenden, fo ift aud) ftets der 
andere äußere Winfel (GFK) auf diefer Seite, gleich dem andern ins 
nern Winfel (ABK), und auch auf der andern Seite der fehneidenden 
Linie find die äußern Winkel (CBD und EFK) einzeln ihren innern 
Gegenwinkeln (CFE und DBK) gleich. 

Beweis. Aus ©. 20. 


24. Erklärung. Gerade Linien (AD, GE Fig. 14) heißen 
parallel, wenn fie gegen eine dritte Linie (CK), die fie ſchneidet, 
diefelbe Neigung haben d. 5. mit diefer an der einen Seite einen Aus 
fern Winkel (CBA) bilden, der fo groß als der innere Gegenwintel 
(CFG) an eben diefer Seite ift. 

Anmerkung 1. Der vorige Sag (23) ehrt, daß es gleihgültig ift, auf welder 
Seite der ſchneidenden Linie man die beiden Winfel nimmt, die gleich fein follen z ent= 
weder CBA und CFG, oder GFK und ABK, oder CBD und CFE, oder EFK und DBK. 


Zuf. Sind zwei oder mehrere gerade Linien unter einander pas 
rallel, fo muß jede (nöthigenfalld verlängerte) Gerade, welche eine 
derfelben fchneidet, auch ſtets die andern (nöthigenfalls verlängerten) 
fhneiden, 

Anmerfung 2. Euclides hat diefen Zufag zwar nicht ausdrücklich vorgetragen, macht 
aber nichts defto weniger ſtillſchweigend von ihm an mehrern Stellen Gebraud) 3. B. beim 
30ten und Ziten Sage feines erften Buches. Vielleicht moͤchte auch unfer Satz nicht fo 
unmittelbar aus der Erklärung von Parallelismus folgen, welde Euclides gegeben bat, 

Anmerfung 3. Cs ift nicht leicht, das Weſen des Parallelismus einfah und er⸗ 
fhöpfend zu beftimmen. In früherer fowohl als neuerer Zeit bat man viel, ja ganze 
Bücher über diefen Gegenftand geſchrieben, die alle bier. anzuführen nuglos fein würde, 
Man ann ſich beanügen mit dem was d’Alembert Melanges etc. V, p. 202 fo wie 
Tacquet und Clavius in ihren Erläuterungen zu der 34ten Erklärung des erſten Buches 
von Euclives über diefen Gegenftand beibringen, Die oben aufgejtelite Erftärung von 
parallel, ſcheint die einfachſte zu fein, die gleihwohl auöreiht, um alle Eigenjhafs 
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ten paralleler ‚Linien zu erweifen, und. zwar ohne, wie Euclides gethan hat, Eigenſchaf⸗ 
ten der Dreicde zu Hülfe zu nehmen, 

Anmerkung 4. Euclides erflärt (I, Erkl. 35) Parallel = Linien, als folde, „die 
in derfelben Ebene liegen und, wenn aud nad beiden Seiten bin unendlich weit verläns 
gert, doch einander niemals ſchneiden.“ Uber es ift zu bezweifeln, ob die Begriffe 
„unendliche Verlängerung”, und „niemals ſich ſchneiden““ deutlid) genug find, um als 
einfache Grundbegriffe zu dienen. Es foll unten (23, 3. 1) nachgewieſen werden, daß 
die Eigenſchaft des „ſich niemals ſchneiden““ aud aus unferer Erklärung von Parallellis 
nien folgt. L. G. I, Erfl, 12. 

Anmerkung 5. Andere geben folgende Erklärung : Parallel= Linien find folde, die 
überall gleihweit von einander entfernt d. h. fo beihaffen find, daß alle Senkrechten 
(BL, CK, DJ Fig. 15), die man zwifchen ihnen zieht, von gleiher Größe find. Es 
fou in dem Folgenden (31) gezeigt werden, daß das eben Gefagte auch aus unferer Er— 
klärung folgt, aber es ſelbſt als Erflärung von parallel zu gebrauchen, ift wenigftens 
fo lange nicht zuläffig, als nicht bewiefen ift, daß die Entfernung eines Punctes (B) 
* einer geraden Linie (MG) durch das aus jenem auf dieſe gefällte Perpendikel gemeſ— 
en wird. 


Zuf. 2. Iſt eine gerade Linie (GE Fig. 14) und ein Punct (B) 
gegeben, fo läßt ſich durch diefen ftets eine zweite Linie (BD) ziehen, 
die mit der erflern parallei ift. Ä 

Bew. Zieht man durch den Punct B eine beliebige Gerade, CBK; 
welhe GE fchneidet und folglich mit ihr einen Winkel CFE bildet, fo 
muß offenbar unter allen den Linien, die fi von B aus ziehen laffen, 
nothivendig eine fein, welche mit CBK einen Wintel CBD bildet, gleich 
dem Winkel CFE. | 


Wie man es anzufangen habe, um eine folhe Parallele wirklich 
zu ziehen, wird fpäter in den (am Ende beigefügten) Aufgaben (I, 6) 
gelehrt werden. 

Anmerkung. Auf unfere Erklärung gründet fi aud das befannte und übliche Ver— 
fahren , vermittelft zweier Lincale Parallel = Linien zu ziehen. Die Kante des bewegten 
Lineal bildet mit der des andern nad) derfelben Seite hin fortwährend gleihe Winkel 
d. h. es bemegt ſich mit ſich felbjt parallel fort, 

25. Lehrfaß. Wenn eine gerade Linie (CK) zwei andere pas 
rallele (AD, GL Fig. 14) fehneidet, fo find ftets 
1) je zwei Wechfelswinfel (ABF u. BFL, oder DBF u. BFG) von 
gleicher Größe. 


2) zwei innere an derfelben Seite der fchneidenden Linie liegende | 


Winkel (ABF u. GER oder DBF und BEL) find zufammen fo groß 
als zwei Rechte. 
Eucl. 1, 29. — L. G. I, 23. 
Beweis des erfien Theild aus 24 und 22; des andern aus 24 
‚und 20. | 

Zuf. Gerade Linien (BL, CK, DJ Fig. 15), welche auf einer 
(AF) von zwei parallelen Linien (AF, MG) ſenkrecht ftehen, ftehen 
‚auch auf der andern (MG) ſenkrecht. 

26. Lehrſatz. Wenn eine gerade Linie (CK) zwei andere (AD, 
GL Fig. 14) fo fehneidet, dag zwei innere, oder zwei aͤußere Wech— 
ſelswinkel (ABF u. BEL oder CBD u. GFK) von gleicher Größe find, 
oder daf die Summe zweier innern Winkel an derfelben Seite der 
ſchneidenden Linie (ABF u. GFB oder BFL u. FBD) gleich zwei Rech— 
ten iſt, fo. find diefe Linien (AD, GL) parallel. 

Eucl. I, '27 und 28. 


’ 
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Beweis des erfien Theils aus 22 und 245 des zweiten aus 20 
und 24. 

Anmerkung. Diefer Sag ift das Umgekehrte des vorigen; und kann auch, wie dieß 
bei den meiften umgefehrten Sägen der Fall ift, indirect bewiefen werden. Wäre 
nämlich AD nidt parallel mit GL, fo müßte eö (24 3uf.2) eine andere durch den Punct 
B gebende wie z. B. HJ fein; aber dann verfiele man in die Ungereimtheit, daß HBF 
=— ABF fein müßte, 

Zuf. Gerade Linien (BL, CK, DJ Fig. 15), welche auf derfelben 
Geraden (AF) ſenkrecht ftehen, find unter einander parallel. 

27. Lehrſatz. Sind zwei oder mehrere gerade Linien (CD, 
EF $ig. 16) einer und derfelben Geraden (AB) parallel, fo find fie 
aud) ſtets unter einander parallel. 

Eucl. I, 30. — L. 6.1, 24. 

Vorbereitung. Man zieht willtührlich die Gerade GL, wels 
che die andern AB, CD, EF in den Puncten H, J, K fchneibet. 

Deweis aus 24 Zuf. 1. 

28. Lehrfag. Wenn eine gerade Linie (CK Fig. 14) zwei ans 
dere (HJ u. GL) fo fchneidet, daß ein Paar der innern, an derfelben 
Seite der fchneidenden Linie liegenden Winkel (JBF u. BFL) zuſam— 
men Heiner als zwei Rechte ift, fo find 

1) diefe beiden Linien (HJ u. GL) niemals einander parallel und 

9) muͤſſen fie auf eben diefer Seite der fchneidenden Linie bei bins 
reichender Verlängerung in einem Puncte (CE) zufammentreffen 
oder fich fchneiden. 

L. G. I, 22. 

Beweis. Erfter Theil, Wäre es nicht wahr, daß HJ und 
GL einander nicht parallel liefen, fo müßte es wahr fein, daß fie 
parallel, und mithin JBF-+ BFL—_ IR. wären, was offenbar in 
geraden Widerfpruc mit unferer Vorausfeßung ftcht. 

Zweiter Theil. Da alfo HJ nicht parallel mit GE ift, fo 
täßt fi (24 Zuf. 2) durd) B eine andere Linie AD ziehen, weldye der 
GE parallel läuft; HJ fchneidet aber dann offenbar die Linie AD, und 
folglich auch ftets die mit diefer parallele GL (24 Zuf. 1)d.5. HJ und 
GL begegnen fih in irgend einem Puncte wie E. 

Anmerkung. Bei Euclides findet fih diefer Sag unter den Grundfägen, und zwar 
ift er der eilfte in der Reihe; allein er gehört nicht hieher; f. König über diefe Stelle 
und über den 27ten Sag des erjten Buches, desgl. Tacguet über den Zlten Sap. 
Montucla (Histoire des Mathem. I, p. 209) vermuthet, nit ohne Grund, daß der— 
felbe durch Nadläffigkeit früherer Abſchreiber aus feiner Stelle gerüdt worden, und daß 
er urfprünglid ein Zuſatz des 28ten Lehrfages im erften Buche geweſen ſei. Nassa- 
reddin - Al- Tussi bat in feiner, zu Rom erfdienenen, arabiſchen Ueberfegung des Eu- 
clides einen Beweis diefes Satzes gegeben, welchen Wallis in lateinifher Ueberfehung 
in feine Opera Mathematica II, 667 u. 672 aufgenommen, und demjelben einen eig» 
nen fo wie viele Bemerkungen über diefen Gegenftand beigefügt hat. Man vergleidye 
auch noch über diefen Beweis, und über die gefammte Lehre von den Parallel» Linien 
die Abhandlungen von Castillon , die fi} in den Memoires de l’Academie de Berlin 
für die Jahre 1786 und 1788 befinden. 

Zuf. 1. Parallei » Linien fchneiden oder begegnen einander nies 
mals und nirgends. 

Beweis. Wäre dem nicht fo, könnten mithin die Linien HJ, 
GL, obfihon parallel, fih im Puncte E begegnen, fo bildete HJE mit 
GLE in E den Winkel HEG. Man nehme auf HE einen belichigen 
Punct B; unter allen Linien, die ſich aus diefem ziehen laflen, muß 
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nothwendig auch eine fein, welche mit BE einen Winkel bildet, der 
— BEF; diefe Linie ſei ABD, fo daß alfo DBE — BEF; dann wäs 
ven (26) AD || GE, und darum 1) DBF+-BFEZ2IN.; aber weil 
nad) Vorausſetzung auch HE||GE, foift auh 2)EBF-+-BFE—-IN.; 
und deshalb 3) DBF--BFE = EBF-+-BFE, und mithin DBFEBF, 
was offenbar unrichtig ift. Es ift alfo nicht wahr, daß Linien, die 
parallel find, fich jemals fchneiden können, es ift mithin erwiefen, daß 
fie fi nie und nirgends fchneiden, 

Anmerkung. Man fieht daraus, daß die Euclidifche Definition der Parallel > Linien 
eine Folgerung aus der unjerigen iſt. 

Zuf. 2. Zwei Linien (AD, GL $ig.24), die fich nie begeanen 
oder fchneiden, find parallel. s 

Beweis. Wäre AD nit || GL, fo wäre aud nicht DBF-+ 
BFL—2I NR. (25), fondern entweder größer oder Heiner ald IR. 
Im erftern Falle wäre dann (20) ABF+-BFG <2INR., und müßten 
daher AD und GL nad) eben diefer Seite hin hinreichend verlängert 
zufammensreffen und fich fchneiden, was der ausdräcdlichen Vorauss 
fegung zuwider ift. Sm zweiten Falle, wenn DBF+BFL <2R., 
müßten die Linien AD u. GL nad) der Seite von L hin fich fchneiden, 
was eben fo wenig möglich ift. 

Anmerkung. Hieraus ſieht man, daß unfere Erflärung der Parallel = Linien als 
eine Folgerung aus der Euclidiſchen hergeleitet werden kann. 

Zuſ. 3. Zieht man aus zwei beliebigen Puncten (F und B Fig. 14) 
einer und derfelben Linie BF zwei andere (FE u.BE), die fich einans 
der begegnen (in E), fo ift die Summe der beiden innern Wintel 
(EFB, EBF), welde diefe legtern Linien mit der erftern bilden, ftets 
kleiner als IR. 

Bew. Indirect. 

Anmerkung. Diefer Sag ift die Umkehrung des Hauptfages. 

29. Lehrfag. Wenn mehrere gerade Linien (AB, AC, AD :c. Fig. 
17) von einem Puncte (A) nad) einer Geraden (EF) gezogen werden, fo 

1) kann unter allen diefen Linien niemals mehr als eine einzige 

(AB) fein, welche auf EF ſenkrecht fteht. 

I) bilden die übrigen in Beziehung auf die Senkrechte innere 
Winkel (ACB, ADB :c.), die defto ſpitzer und Äußere (ACF, 
ADF), die defto ftumpfer find, je weiter fie fih von der Senks 
rechten entfernen. 

3) ift die Senkrechte die fürzefte unter allen, und die Übrigen wers 
den defto länger, je weiter fie fih von ihr entfernen. 

L. G. I, 15,16 | 

Beweis. Erfter Theil. Wenn ABC oder ABD=R, fo 
muß (28 Zuf. 3) nothwendig ACB oder ADB<ZR, alfo (17) ein ſpi⸗ 
Ger fein, und darum (20) ACF oder ADF gröjer als ein Rechter, oder 
ein fLumpfer. 

Zweiter Theil. Es fei IN || AC, alsdann ift IDB=ACB 
(24) EN ADB, weil er << JIDC, aud) < ACB, und mithin ADF > 
ACF (0). 
ritter Theil. ZieheCG | auf AC und CH | auf AC;, fo 
muß, weil, wie wir wiffen, ACB fpiß ift, die Linie CG unter CB 
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fallen, und daher die Verlängerung von AB fchneiden. Dagegen 
muß der Punct H, weil ACD ftumpf ift, zwifchen A und D fallen. 

AC ift nun entweder — AB, oder — AB; oder > AB. 

Wäre AC — AB, fo müßte offenbar, aus gleichem Grunde, 
ACZAG, alfo au ABZAG fein, was unmöglid ift; wäre AC 
< AB, fo müßte aus gleichem Grunde AC<ZAG, alfo um fo mehr 
AG <ZAB, fein, was unmöglid) ift; es muß alſo AC AB; aber eben 
darum AHT>AC und um fo mehr ADT>AGC fein. 

Zuf. 1. Die Senkrechte (AB), die aus einem Puncte (A) auf 
eine gerade Linie (EF) gefällt wird, ift das Maaß für die Entfernung 
diefes Punctes von der Geraden. ö 

Denn, eben als die kürzefte Linie hat die Senkrechte eine bes 
ſtimmte Größe, während alle übrigen Linien, nah Maafgabe des 
Winkele, unter welchem fie der gegebenen begegnen, bald länger, bald 
fürzer fein können. 

Zuf. 2. Aus einem Puncte (A) nad) einer Geraden (EF Fig. 18) 
laffen fid) auf derfelben Seite der Senkrechten (AB) niemals zwei vers 
ſchiedene Linien von gleicher Länge ziehen; aber wohl zwei gleich 
lange Linien (AC u. AJ), von denen die eine auf der einen und bie 
andere auf der andern Seite der Senkrechten liegt; folche Linien bilden 
gleiche Winkel fowohl mit der Senkrechten, als auch mit der Geras 
den, nad) welcher fie gezogen find. 

Bew. Befchreibt man aus A mit AC als Radius einen Kreis, 
der die EF in J fchneidet, und zieht AJ, fo ift immer AI AC. 

Denkt man ſich nun BC auf die andere Seite der Senkrechten fo 
gelegt, daß B in B bliebe und BA auf BA fiele, fo müßte nothwen: 
dig der Punct C auf J fallen; denn fiele er zwifchen B und J, fo 
wäre AC fürzer als AJ und fiele er über J hinaus, fo müßte AC 
AJ fein (Hauptfaß), während doch (nad Conftruction) AJ—AC ift. 
Fällt alfo C auf J, fo ift BE BJ, und muß AC auf AJ fallen; und 
ift mithin ACB—AJB und BAC—=BA]. 

Anmerkung 1. Man ift nun im Stande, die dritte und vierte Aufgabe des erften 
Buches aufzulöfen. 

Anmerfung 2. Unſer Hauptfag in feinen drei Theilen und die beiden Zufäge kön— 
nen auch durch Hülfe der Lehre von den Dreieden erwiefen werden, und werben wirflid 
faft durdhgängig fo erwiefen ; f. unten 41, Anmerfung, und 51 3uf. 4, Anm. 3. 

30. Lehrſatz. Wenn zwei gerade Linien (AC, AB $ig. 19) 
fih in einem Puncte (A) fchneiden, fo erlangen die verfchiedenen 
Puncte (H, F, D, C) der einen Linie (AC) eine defto größere Ent: 
fernung von der andern (AB), je weiter fie fih vom Durdfchnittss 
puncte (A) entfernen. 

Erläuterung. Da wir bereits wiffen (29 Zuf. 1), daß die 
Entfernung eines Punctes von einer Geraden gemeffen wird durch 
das aus jenem auf diefe gefällte Perpendikel, fo ift zu erweifen, daß 
die Länge der Senkrechten (HJ, FG, DE, CB) zunimmt mit der Ents 
fernung der Puncte H, F, D, C vom Durdfchnittspuncte A. 

Clavius zu Euclid. I, 283. — L.G.I, 20. e 

Deweid. Aus 29. 

31. Lehrfag. Zwei gerade Linien (AF, MG Fig. 15), welde 
parallei find, haben überall gleiche Entfernung von einander; d. 5. 
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die Senkrechten, die man von beliebigen Puncten der einen auf die 
andere faͤllt, ſind alle von gleicher Laͤnge. 

L. G. I, 25. 

Erläuterung. Der Grund der Worte ,,d. h.“ ift in 29 Zuf. 1 
enthalten. | 

Bew. Wären die Senfrehten BL und CK nicht gleich, fondern 
eine von ihnen 3. B. CK länger als BL, fo fchneide man auf ihr ein 
Stuͤck wie KO ab, welches glei BL, und ziehe BO; offenbar ift 
dann immer LBO CR, alfo müflen die BO und LK in irgend einem 
Puncte, wie Q ſich fchneiden (25) und mithin ift OK < BL (30), 
was der Votausſetzung, daß OK — BL, geradezu widerfpricht; alfo 
ift es nicht wahr, daß irgend ein Paar der Senfrechten zwifchen Pas 
rallelen ungleich find, fie find daher alle von gleicher Länge. 

Anmerkung 1. Durd Hülfe diefes Satzes kann man vie zweite Auflöfung der feche 
ften Aufgabe im erjten Buche zu Stande bringen. 

Anmerfung 2. Man fieht, wie aus unferer Art, die Parallel = Linien zu betrach— 
ten, aud dieſe Eigenſchaft folgt, die mande als Erflärung folder Linien aufgeftellt 
haben. ſ. 24 Anmerk. 5. 

32. Lehrſatz. Wenn auf einer Geraden (MG Fig. 15) zwei 
Senkrechte (LB, CK) von gleicher. Länge ftehen, und man zieht durch 
deren Endpuncte (B, C) eine gerade Linie, fo ift diefe fiets mit der 
erjigenannten (MG) parallel. 

L. 6. I, 19 


Beweis. Indirect. 
Anmerkung. Diefer Sag ift die Umkehrung des vorhergehenden. — 
Allgemeine Anmerkung zu der Lehre von den Pa; 
rallel:Linien. Wir haben alle Eigenfchaften der Parallel: Lis 
nien unmittelbar aus der aufgejtellten Erklärung ohne alle Hülfe der 
Dreiecke hergeleitet. Manche, und unter ihnen Castillon, behaups 
ten, dal; Euclides diefe Eigenfchaften gleichfalls aus feiner Erklärung 
hergeleitet habe. Aber ift dem wohl in der That alfo? Dffenbar 
hätte alsdann der erfie Satz (der 27te), der von den Parallelen hans 
delt, der Art fein müffen, daß das fih niemals fchneiden 
oder begegnen zur Grundlage gemacht und daraus die Gleichheit 
der Wechfelswinfel hergeleitet worden wäre, diefer Satz hätte alfo 
ungefähr fo lauten müffen: „Zwei gerade Linien, die fich niemals 
treffen, bilden ſtets mit jeder beliebigen dritten, von der fie gefchnits 
ten werden, gleiche Wechfelswinfel.” Dann wäre in der That die 
Eigenfchaft der Parallelen unmittelbar aus ihrer Erklärung hergeleis 
tet. Allein Euclid’s 27ter Lehrſatz enthält das völlig Umgekehrte uns 
feres erwähnten Satzes, nämlih: „Wenn zwei gerade Linien von 
einer dritten unter gleichen Wechfelswinkeln gefchnitten werden, fo 
find fie parallel’ d. 5. fie begegnen fich nirgends, fo daß alfo das 
Nichtzufammentreffen hier nicht als Grundbegriff, fondern als Folge: 
rung aus der Öleichheit der Wechfelswinfel erfcheint. Im folgenden 
(I8ten) Sage wird der Parallelismus aus der Gleichheit der corre: 
fpondirenden Winkel hergeleitet, (alfo aus unferer Erklärung) aber 
mit Huͤlfe des vorhergehenden. 
Es ift zwar wahr, der 29te Sag ift das Umgekehrte des 27ten, 
und fcheinbar ohne Huͤlfe der beiden vorhergehenden erwiefen worden, 
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fo daß ja Euclides denfelben auch vor diefe beiden hätte fiellen kön: 
nen; allein es ift dieß auch nur ein Schein, da er beim Beweis feis 
nen eilften Srundfag d. i. unfern Lehrſatz (28) (fiehe die Anmerkung 
Dazu) anwendet, der dod) weit davon entfernt üft, ein Grundſatz zu 
fein; und der, wenn man von der Euclidifchen Definition des Parals 
lelismus ausgeht, nicht anders erwiefen werden kann ale durch Hülfe 
des 27ten Satzes, aus dem er eine Folgerung if. S. König über 
Diefen Satz. 

Euclides hat wohl die Sache ſich fo gedacht: Zwei gerade Linien 
Haben entweder eine folche gegenfeitige Lage, daß fie fich irgendwo 
treffen und mithin einen Winkel bilden, oder daß fie fich niemals be: 
gegnen, und in dieſem leßtern Falle heißen fie parallel. Aber man muf 
billig zweifeln, ob der Begriff des Nichtzufammentreffeng deutlich ges 
nug iſt, um als Grundbegriff zu gelten; Euclides felbft ſcheint dieß 
gefühlt zu haben, da er, wie vorher bemerkt worden, anftatt diefes 
Nichtzuſammentreffens, ſich der Sleihheitder Wechfelswinkel bediente. 


Zweiter Abſchnitt. 


Bon den Seiten und Winkeln der Dreiecke und Paralle 
logramme. 





33. Erklärung. Figur heißt jeder Flächenraum, der zwi⸗ 
fhen geraden oder frummen Linien enthalten und durch diefelben bes 
graͤnzt ift. 

Eucl. I, Erkl. 14. — L. G. I, &ft. 13. 

Zuf. Zwei gerade Linien können nie eine Figur bilden; es 
werden dazu wenigftene drei erfordert, 

Eucl. I, Grundſatz 12. 

Anmerkung, Wir wiederholen nochmals, was ſchon oben (15, Anmerkung 3) ber 
merft worden ift, daß alle Figuren und folglich auch alle einzelne Theile derfelben als in 
derfelben, Ebene liegend betrachtet werden, 

34. Erklärung. Geradlinig heißt jede Figur, welche nur 
von geraden Linien gebildet und begränzt wird. 

Euch, Erf. 20. — L. G. I, Grit. 13. 

Anmerkung. Der Kreis (11) ift feine Linie, fondern eine Figur, da er von dem 
Umfreife ganz begränzt wird. Der Kreis ift die einzige frummlinige Figur im 

Gebiete der fogenannten Elementargeometrie, 
35. Erklärung. Geradlinige Figuren heißen dreifeitige 
oder Dreiede, vierfeitige oder Vierecke, fünffeitige 
oder Fuͤnfecke ꝛtc. je nachdem fie von drei, vier, fünfıe. Sei— 
ten begrängt werden, und mithin drei, vier, fünf ıc. Eden has 
ben. Unter dem Namen der Bielecke begreift man gewöhnlich alle 
diejenigen geradlinigen Figuren, welche mehr als vier Öeiten haben. 

Eucl. I, Erkl. 21, 22, 23.— L.G.T, Erkl. 14. 

36. Erklärung. Nimmt man eine der Seiten eines Dreiecks 
(ABC $ig. 20), gleihviel welche (AC), zur Grundlinie, oder das 
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fis, fo führen alsdann die beiden andern (BA, AC) den Namen. 
Schenkel, der Scheitel (B) des Winkels, der über der Grundlinie 
fieht, heißt die Spiße des Dreiede. 

37. Erklärung. Ein Dreiecd (ABC Fig. 20) heißt gleich- 
feitig, wenn die Drei daffelbe bildenden Linien oder Seiten von 
gleicher Länge find; gleihfhentelig heißt ein Dreied (Fig. 34) 
wenn zwei Seiten einander gleih, und endlih ungleichfeitig, 
wenn feine Seite der andern gleich ift (Fig. 21). 

Eucl. I, Erkl. 24, 25, 26. — 1L.G. J, Erkl. 15. 

Zuſ. Alle gleichſeitigen Dreiecke ſind auch gleichſchenkelig. 

Anmerkung 1. Wie man verfahren müſſe, um ein gleichſeitiges oder gleichſchenke- 
liges Dreied zu conftruiren, wird in der zweiten und dritten Aufgabe des zweiten Bu» 
ches reg gelehrt z und man ift bereits durch den Grundfag (13) in den Stand gefegt, 
fie zu löſen. 

F nmerkung 2. Man. Fann au nun ſchon ein ungleichfeitiges Dreied beſchreiben 
(CAB Fig. 21). Aber um foldes in allen Fällen thun zu Fönnen, muß man im Stande 
fein, aus drei gegebenen Linien, von ungleidher Länge, ein ſolches Dreied zu conftruiren. 
Es ift dieß der Gegenftand der erften Aufgabe des zmeiten Buches, wird aber die Kennt» 
niß eines fpätern Sages (43) dazu erfordert, 

38. Lehrſatz. In jedem Dreie (ABC Fig. 21) ift 
1) der Außenwinkel (BCE), den eine der Seiten (BC) mit der Vers 
längerung der anliegenden (AC) bildet, fo groß als die beider 
innern gegenüberftehenden Winkel zufammengenommen (4 4 B), 
d 


un 
2) die drei Winkel jedes Dreiecks zufammen (A+-B-+-C) find fo 

groß als zwei Rechte. 

Eucl. I, 32. — L. G. I, 77. 

Vorbereitung zum erften Theil des Beweifes. Da AB und CB 
einander begegnen, und daher (28, Zuf. 1) nicht parallel find, fo fet 
eine andere CD mit AB parallel. 

Beweis. Erfter Theil aus (24) und (25). 

Zweiter Theil aus dem eriten Theile und aus (20). 

Zuf. 1. In jedem Dreiecke (ABC) ift jeder Außenwintel (BCE) 
größer ne einer der innern Gegenwinkel (A oder B). 

Euc], I, 16. 

Zuf. 2. Iſt in einem Dreiecke (ABD Fig. 30) die Summe 
zweier Winkel CA und B) gleidy der Summe zweier Winfel (FEJ und 
F) eines andern Dreiecks (EFJ), fo ift auch fiets der dritte Winkel (D) 
des erjtern Dreiecks gleich dem dritten Winkel (EJF) des leßtern, und 
umgekehrt. Ä 

L. G. I, 27 3uf. 2. | 

Zuf. 3. Iſt in einem Dreieck (ABC Fig. 22) einer der Winkel 
(B) ein Rechter, fo find die beiden andern (BAC und AGB) zufammen 
gleich einem Rechten. 

Zuf. 4. Ein Dreieck kann nicht mehr als Einen Rechten, und 
noch weniger mehr als Einen ftumpfen Winkel haben, in beiden 
Fällen find die beiden andern ſpitze Winkel, 

39. Erklärung. Rehtwinfelig heißt ein Dreieck (ABC 

Fig. 22), in welchem einer der Winkel ein Rechter iſt. Die diefem 
gegenüberliegende Seite (AC) heißt Hypotenufe, die beiden ans 
dern Catheten. 
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Stumpfwinfelig nennt man ein Dreieck (ACD Fig. 29), 
wenn einer feiner Winkel CACD) ftumpf ift. 

Sind in einem Dreiecke (CAB Fig. 20) alle Winkel fpige, 
fo heißt daffelbe ſpitzwinkelig. 

Eucl. I, Erfl. 277, 38, 29. — L. G. I, Erkl. 16. 

40. Lehrfag. Wird in einem Dreiecke aus der Spige (A 
Fig. 22 u. 23) eine Linie (AB) fenkrecht auf die Richtung der Grund» 
finie gezoaen, fo fällt diefelbe mit einem der Schenkel (36) zufammen, 
wenn das Dreieck (BAC Fig. 22) an der Grundlinie rechtwinfelig ; 
dagegen außerhalb des Dreiecks, wenn daflelbe (CAD Fig. 22) an der 
Grundlinie ftumpfwinfelig, und zwar nach der Seite des ftumpfen 
Winkels (ACD) hin, und endlich innerhalb des Dreiecks (CAD Fig. 23), 
wenn beide Winkel an der Grundlinie fpiß find. 

Bew. Indirect, durch Hülfe des frühern Satzes (29). 

41. Lehrſatz. Sin jedem Dreiecke ift diejenige Seite die-größte, 
welche den größten Gegenwinkel hat. 

Eucl. I, 19. — L. G.I, 14. 

Beweis, Iſt ABAC (Fig. 22) rehtwinfelig, fo folgt aus (29), 
dag AC>AB; ift A CAD ($ig. 22) ftumpfwinfelig, fo ift, wenn 
AB | aufCD, AC>AB, AD>AC (29). Wenn ACAD (Fig. 23) 
fpigwintelig, und W. ACD ADC, fo fei AB Lauf CD, und AE— 
AC. Da nun fowohl A ABC als au) A ABD rechtwinkelig, fo ift 
(38, Zuf. 2) ®. CAB+ ACB — BAD + ADB, mithin, weil W. 
ACB > ADB (Borausf.) W.CAB BAD, und darum, da W. BAE 
"—=CAB (29 Zuf. 2), aud) W. BAE<BAD, folglich fällt der Punct 
E zwiſchen B und D, und deshalb ADT>AE oder AC (29). 

Anmerkung. Aus diefem Satze werden in allen Lehrbüchern die Säge hergeleitet, 
weldye bei uns Sat 29 und feine beiden Zufäge ausmachen. 

42. Lehrfas. Sn jedem Dreiecke ift derjenige Winkel der größte, 
welcher die größte Gegenfeite hat. 

Eucl. 1,18. — L.G.I, 14. 

Beweis. Es fei AD (Fig. 22 und 23) größer ald CD, und AB 
auf die (nöthigenfalls verlängerte) CD; alsdanı zeigt man, daß, 
wegen (41), W. ACD nicht Kleiner als ADC, und eben fo wenig, we— 
gen 38, Zuf. 2 W. ACD—ADC fein fann. 

Anmerkung. Diefer Sag, das Umgekehrte des vorigen, wird meiſt indirect bewie- 
fen; doch muß dann ein Satz, der bei uns fpäter folgt (51), vorausgchen, 
43. Lehrſatz. In jedem Dreiecke find zwei Seiten zuſammen 
größer als die dritte, 

Eucl. 1, 20. — L.G.I,8. 

Vorbereitung. Ziehe CH (Fig. 22 und 23) fenkrecht auf AD. 

Beweis aus S. 29, welcher fowohl auf AACH, als auf ACHD 
angewandt wird. 

Anmerkung 1. Man Fann nun die erfte Aufgabe des zweiten Buches auflöfen. 
Anmerkung 2. Für alle diejenigen, welche die gerade Linie als den Fürzeften Weg 
zwiſchen zwei Puncten erklären , ift diefer Say ein Yriom, f. oben3, Anmerkung 1. 

44. Lehrfag. Zieht man ausden Endpuncten (A und Fig. 24) 
einer Seite (AC) eines Dreiecfs (ABC) zwei Gerade (AD, CD) nach 
einem innerhalb des Dreiecks gelegenen Puncte (D), fo find diefe Li— 
nien zufammen (AD-HCD) ftets kleiner als die beiden übrigen Dreiecks— 

v. Swinden Geometrie. 2 
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feiten zufammen (AB-+CB), aber fie bilden einen größern Winkel (ADC) 
als dieſe. 

Eucl. I, .— L. G. 1,9. 

Vorbereitung. PBerlängere AD big nad) E. 

Beweis. Erfter Theil. Aus ©. 43, angewandt auf die Dreiecke 
ABE und DEC. 

Zweiter Theil. Aus Satz 38, Zuf. 1. 


Anmerkung. Man fieht leicht, daß unfer Sag gültig bliche, wenn der Punet D auf 
eine 7 —— AB oder AG fiele. 


Lehrfag. Wenn zwei Dreiede (BAC und GAC Fig. 25) 
fo 4 ſind, daß einer der Winkel (A) des einen gleich ift einem 
der Winfel (A) des andern, und beide Schenkel (AB, AC) diefes Wins 
fels in dem erjten Dreiecke, einzeln gleich find den Schenkeln diefes 
Winkels im andern Dreiecke, (namentli BA=GA, AC=AC), fo 
find ſtets 

1) die dritten Seiten (BC, GC) von gleicher Länge, und | 

2) die Winkel in beiden Dreieden, die gleichen Seiten gegenübers 

fiehen, von gleicher Größe (namentlib B=G, und W. ACB 

—ACG). 

Eucl. I, 4. — L. G.I, 

Bew. Man dent ig das eine der Dreiecke z. B. GAC fo äber 
das andere BAC gelegt, day nicht nur A auf A, fondern auch die Seite 
AC auf AC fowie Seite AG auf AB falle (16, Anmerkung 3) und zeigt, 
dag dann auch alle die übrigen Stücke einzeln fich decken und mithin 
gleich fein muͤſſen. 

Zuf. Die Flächenräume beider Dreiecke find auch gleih, und 
daher find dieſe Dreiecke in jeder Beziehung gleih; d. h. fie find cons 
gruent. 

Anmerkung 1. Man Fann diefen Zufag nicht umfehren und fagen, daß Dreicde, 
die gleichflächig find, auch ftet3 gleiche Seiten und gleihe Winkel haben. Im zweiten 
Buche fo bewiefen werden, daß Dreiecke an Zlähenraum glei fein Fönnen, ohne es in 
Abfiht auf ihre Seiten und Winfel zu fein d. h. ohne congruent zu fein. 

Anmerkung 2. Die VBorausfegungen, welche unferm Sage zum Grunde liegen, find : 

1) die Gleichheit zweier Seiten» Paare; nämlich die beiden Seiten des einen Dreieds 
einzeln gleich denen des andern und 

2) die Gleichheit eines Winfelpaares (in jedem Dreied einer) aber nicht eines beliebis 
gen, fondern gerade der beiden Winfel, welche von den Seiten, deren gegenjeitige 

Sleidjheit man kennt, eingeſchloſſen werden. Man muß hierauf gebührend achten. 

Setzte man die Gleihheit zweier folden Winfel voraus, die nicht die eingeſchloſſe⸗ 

nen wären, ſondern einem Paare der gleichen Seiten gegenüberlägen , fo wäre die 

Gongruenz "ver Dreiecke nicht unbedingt nothwendig, fondern würde ohne Ausnahme 

nur bei rechtwinfeligen Dreieden, bei den übrigen aber nur in befondern Fällen 

Statt finden, weldye der weiter unten folgende Sa (49) näher beftimmen wird. 

46. Lehrſatz. Wenn zwei Dreiecke (ABC und AGC $ig. 25) 
fo befchaffen find, daß eine Seite (AC) des einen gleich ift einer Seite 
(AC) des andern, und zwei Winkel des erftern einzeln gleich find 
zweien gleichgelegenen Winkeln des andern (j. ®. BAC—=GAC, und 
ACB=GCA), fo ift nothwendig 

1) der dritte Winkel B gleich dem dritten Winkel G und 
2) die Übrigen Seiten find gleich, namentlich je zwei folde, die 
gleihen Winkeln segenüberkehen (alfo AB=AG, und BE=GC). 

Eucl. 1, 6.— L. G. l, 7. 

Beweis. Erfter Theil aus 38, Zuf: 2. 
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. Zweiter Theil, Man denke ih A GAC fo auf A BAC gelegt, 
daß die Seite AC des erftern die Seite AC des leßtern deckt, und bes 
weife, das alsdann, weil W. GAC—=BAC If, AG in ihrer Richtung mit 
AB, undeben fo, weil W. ACG—ACB if, CG in ihrer Richtung mit 
CB zufammenfallen, und eben darum AG=AB fein muß, indem man 
zeigt, daß die Annahme des Gegentheils, wie z. B. AI—AG auf 
die Ungereimtheit führen würde, nah welcher AC) = ACB fein 
müßte ıc. 

Zufag. Die Dreiecke haben auch gleiche Flähenräume, und find 
daher in jeder Beziehung gleih, d. h. fie find congruent. 

47. Lehrſatz. Wenn in zwei Dreiecken (CAB, CAG Fig. 26, 
97 und 28) zwei Seiten (AC, AB) des einen, einzeln gleich find zweien 
Seiten (AC, AG) des andern, aber einen größern Winfel (CAB) bıls 
den, als die ihnen gleichen Seiten des andern Dreieds, fo it ſtets 
die dritte Seite (BE) des erften Dreiecks größer als die dritte Seite (UG) 
des ‚weiten. 

Eucl. I, 24. — L.G.T, 10. 

Vorbereitung zum Beweife. Man nehme an, dafi die Ede A 
des A GAC mit der Ecke von A BAG, und AC mit AC yulammen» 
falle, dann muß nothwendig AG zwifchen die Schenkel des Wintels 
CAB fallen (16, Anmerkung 3), und ber Endpunct G der Seite AG 
liegt entweder auf der Seite BC wie in Fig. 26, oder unterhalb ders 
felben wie in Fig. 27, oder endlich uberhalb wie in Fig. 28. 


Beweis. Im erften Falle leuchtet die Richtigkeit unſeres Satzes 
von felbft ein. Für den zweiten (Fig. 27) hat man aus (43) GCE< 
GI3 + JC, und ABZAJ-H-JIB, woraus man leicht GC <BC herleitet; 
für den dritten Fall ninnmt man Sag (44) zu Hülfe, 

Arnmerkung. Der umgefehrte Sup: „Wenn zwei Seiten AB und AC des Dreicds 
BAC einzeln gleich find zweien Seiten AG, AG des Dreiecks GAC aber die dritte Seite 
BC in dem einen größer als die dritte GC in dem andern, foift auch ſtets W. BAC>GAC“ 
wird leicht indirect bewieſen. 

Eucl. I, 25. — L. G. TI, 10 Anmerfung, 

48. Lehrfag. Wenn zwei Seiten (AB, BD) eines Dreiecks 
(ABD Fig. 29 und 30) einen Winkel (ABD) einfchließen, welcher gleich 
it dom Winfel (EFG), der in einem andern Dreiecke (FIG) von zwei 
©eiten (EF und FG) gebildet wird, von denen die eine (EF) gleich 
ift einer der genannten Seiten (AB) des erften Dreiecks (ABD), aber 
die zweite (FG) länger ift, als die zweite (BD), fo ijt ſtets die dritte 
Seite (EG) des zweiten Dreiecks größer als die dritte (AD) des erjten, 
wenn der Winfel (D), der an diefer dritten Seite und der gleichen 
Seite (AB) gegenüberliegt, entweder ein Rechter, oder ſpitz iſt; iſt 
dagegen diefer Winkel ſtumpf, fo kann die dritte Seite CEG) des jweis 
ten Dreiecks, eben fo wohl Eleiner, als größer, als eben fo groß wie 
die Seite (AD) des erjten Dreiecks fein, 

Vorbereitung jum Beweiſe. Nimm FI=BD, und ziehe EJ, 
welche dann gleich ift AD (45), fo wie W. FIF ADB. 

Beweis. Erfter Theil. Iſt ADB (Fig. 29) ein Nechter oder 
fpig, fo iſt EJF auch ein Rechter, oder fiumpf, mithin > EGJ ic. 

Zweiter Theil. Iſt ADB ($ig.30) und daher — ſtumpf, 
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fo ift EJG fpiß, und kann daher entweder > oder — oder << EGF 
fein, und daher ꝛc. 

49. Lehrfag. Wenn zwei Seiten (AB, AC) eines Dreieds 
(ABC Fig. 31 und 32) einzeln gleich find zweien Seiten (GA, AC) 
eines andern Dreiecks (GAC) und überdieg ein Winkel (ACB), der 
aber nicht von den in Rede fiehenden Seiten eingefchloffen ift, fondern 
einer derfelben (AB) gegenübcrliegt, gleich ift dem gleichgelegenen 
Winkel (ACG) des andern Dreiecks, fo find die beiden Dreiecke cons 
gruent, wenn die den gleichen Seiten (AC und AC) gegenüberftehens 
den Winkel (ABC, AGC) beide zugleich entweder rechte, oder ftumpfe, 
oder fpiße find. 

Beweis. Wenn man beide Dreiecke fo übereinander legt, daß 
die Eike A des A CAG aufdie Ecke Ades A CAB und AC mit AC 
zufammenfällt; wegen der Gleichheit der Winkel wird dann auch im: 
mer CG in die Richtung von CB fallen; aber ich behaupte, es müffe 
dann ſtets auch G auf B fallen. Die Richtigkeit diefer Behauptung 
leuchtet von felbft ein, wenn AGC und ABC Rechte find; und nicht 
minder wahr ift fie, wenn beide Winkel fpis, oder ſtumpf find. Denn 
gefeßt, es könnte anders fein, es fiele alfo der Punct G zwar auf 
CB, aber entweder zwifchen C und B, oder über B hinaus; fo müßs - 
ten, wenn man auf CB die Senkrechte AJ zieht, die Puncte G und 
B der Linie CB auf derfelben Seite diefes Perpendikels liegen, da 
die Winkel ABC und AGC beide entweder fpig, oder ftumpf fein fols 
fen (40); aber, da auch AG AB ift, fo würden alfo dann auf ders 
felben Seite der Senkrechten zwei verfhiedene Linien von gleicher 
Länge fidy befinden, was (29, Zuſ. 2) unmöglich ij. Es fällt alfo 
nothwendig G auf C ıc. | 

Zuf. Zwei rechts oder ſtumpfwinkelige Dreiecke find congruent, 
wenn außer den techten oder ſtumpfen Winkeln, auch noch zwei eis 
ten des einen den beiden gleichgelegenen Seiten des andern einzeln 
gleich find. , 

L. G. I, 18. 

Anmerkung 1. Die Verſchiedenheit der Fälle hat darinn ihren Grund, daß fid aus 
dem Puncte A (Fig. 31) jederzeit zwei gleihe Linien AG, Ag ziehen laffen, die aber 
an verfhiedenen Seiten der Senfredten liegen, wodurd zwei fehr verfhiedent Dreies 
de CAg und CAG entſtehen, obfhhon in ihnen AC=AC, Ag=AG = AB und W, ACB 

Anmerkung 2. Manche drüden unfern Sat alfo aus: ‚Wenn in zwei Dreieden 
zwei Seiten des einen einzeln gleich find zweien Seiten des andern, und der der größern 
diefer Seiten in dem einen Dreiede gegenüberliegende Winfel eben jo groß ift ald der 
gleihgelegene Winfel des andern, fo find diefe Dreiede ftets congruent.” Dann find 
nämlich die beiden dem andern Paare der gleihen Seiten gegenüberftehenden Winkel in 
jedem Falle ſpitze. 

Karsten Mathesis Theoretica. Geom. $. 87. 

50. Lehrfaß. Wenn in zwei Dreiecken (ABC und GAC Fig. 25) 
die drei Seiten des einen einzeln gleich find den drei Seiten des ans 
dern (AB=AG, AC=AC, BC=GC), fo find auch fiets je zwei 
ſolche Winkel von gleicher Größe, die entweder von gleichen Seiten 
eingefchloffen werden, oder gleichen Seiten gegenüberliegen (nämlich 
BAC=GAC, ABC=AGC, ACB=ACG). 

Eucl. I, 8 — L.G.1, 11. 
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Beweis. Man weift die Sleichheit für eines der drei Winkels 
paare nach) 3.®.BAC und GAC, und zwar indirect, weil man nämlich 
wegen Satz 47 durd) die Annahme der Ungleichheit diefer Winkel in 
eine Ungereimtheit verfallen würde. 


Zuf. 1. Unſere Dreiecke find auch gleichflähig und darum con: 
gruent. 

Zuf. 2. Zieht man aus zwei Puncten (B, C) einer beliebigen 
Geraden (BC) zwei andere (BA, CA) die fich in irgend einem Puncte 
A) begegnen, fo laflen fih auf derfelben Seite und aus denfelben 

uncten diefer Geraden nicht zwei Linien ziehen, die einzeln den erfts 
genannten gleich find, und fich in einem andern Puncte als diefe bes 
gegnen. 

Eucl. I, 7. 

Anmerkung 1. Man ift nun im Stande, folgende Aufgaben zu Iöfen: dic 6te, 12te, 
und- 13te des erjten Buchs, und die 4te des zweiten, 

Anmerkung 2. Man kann unfern Sag nit umkehren und fagen: „Wenn in 
zwei Dreicden, die Winfel des einen einzeln den Winkeln des andern gleich find, fo find 
auch nothwendig je zwei ſolche Seiten gleich, die gleichen Winkeln gegenüberliegen.“ 
Denn Dreiecke können in ihren Winkeln ubereinftimmen , und dabei dennoch an Flächen— 
raum fehr verfähieden fein. Zöge man z. B. im Dreied BEF (Fig. 33) die Linie AC |] 
EF, fo wäre A BAC gleidwinfelig mit A BEF (24). Es foll unten in dem vierten 
Buche gezeigt werden, daß die Gleihheit zweier Dreiede in ihren Winfeln nicht ihre 
vollendete Gleichheit oder Gongruenz, fondern blos die Gleihheit ihrer Geftalt, oder ihre 
Aehnlichkeit zur Folge hat, 

51. Lehrſatz. Sn jedem gleihfhenkfeligen Dreiede 
(ABC Fig. 33 und 34) find die Winkel über der Grundlinie (BAC 
und BCA) von gleicher Größe, und eben fo auch die durch Verlänges 
rung der Schenkel entftehenden Winkel unter der Grundlinie (EAC 
und ACF). 

Eucl. I,5.— L.G.I, 12. 

Erfter Beweis. (Euktidifher) Fig. 33._ Man verlängert die 
Scenfel, nimmt BF = BE, zieht AF, CE, und zeigt (45), daß 
AF=CE, ®. AFC — AEC, W.BAF — BCE, und daraus (45) W. 
EAC —= ACF etc. 

Zweiter Beweis. Fig. 34. Man nimmt an, daß BK den Win: 
kel an der Spige halbire, und gebraucht dann Satz 45. 

Dritter Beweis. Fig. 34. Das Einfachſte, woraus fid außer: 
dem noch mehrere Folgerungen herleiten laffen, ift, da man ein zwei— 
tes gleichfchenkeliges Dreieck AJIC entweder auf derfelben Seite der 
Grundlinie AC, oder. auf der entgegengefeßten, und BJ zieht, welche 
die AC inK ſchneide. Auf A ABJ und A JBC wendet man nun 
Sag 50, und darauf Satz 45 auf A ABK und A BCK. 

Anmerkung 1. Man Fann nun die 14te Aufgabe des erften Buches auflöfen. 

Zuſ. 1. Kennt man den Winkel an der Spige eines gleichichen: 
feligen Dreiecks, fo find auch die Winkel über der Grundlinie bes 
fannt. Jeder von ihnen ift gleich dem Ueberſchuß eines Rechten über 
die Hälfte des Winkels an der Spiße. 

Zuf. 2. In einem gleichfchenteligen Dreiecke kann kein anderer 
Mintel ein Rechter fein als der an der Spige, und in dieſem Falle 
ift jeder der beiden andern gleich der Hälfte eines Rechten. 

Wegen ©. 38, und ©. 38, Zuf. 3. 
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Zuf. 3. Jedes gleichjeitige Dreieck ift auch ein gleichwinkeliges, 
und jeder Winkel enthält zwei Drittheile eines Rechten, — : 

Anmerkungg. Man ift nun im Stande, die 16te Aufgabe des erften Buches zu Iöfen. 

Zuf. 4. Eine Senkrechte (BK Fig. 34), die man aus der Spiße 
eines gleihfchenkfeligen oder gleichfeitigen. Dreiecks (ABC) auf die 
Grundlinie CAC) fällt, halbirt ſowohl die Grundlinie, als auch den. 
Winkel an der Spiße, 

Umgekehrt ift eine Gerade, die man aus der Spiße eines gleich« 
ſchenkeligen oder gleichfeitigen Dreiecks fo zieht, daß fie entweder den 
Winfel an der Spige oder die Grundlinie halbirt auf legterer ſtets 
ſenkrecht. 

Tacquet über den Mten Sag im erſten Buche des Euclides, 

Beweis. Aus dem Hauptſatze verbunden mit Saß 46, 

Anmerfung 2, Man Fann nun die Xuflöfung der vierten und die erfte Auflöfung 
der driften Aufgabe des eriten Buches zu Stande bringen. 

Anmerfung 3. Durd Hülfe diefes Zufases wird meift der Say bewiefen, den wir 
oben als zweiten Bufag aus S. 29 hergeleitet haben. 

zuf. 5, Wenn man über derfelben Grundlinte CAC Fig. 34) 
zwei verfchiedene gleichfchenfelige Dreiecke (ABC und AJC Fig. 34) 
befchreibt, und ihre beiden Spitzen (B und J) verbinder, fo ſteht 
dieſe (nöthigenfalls verlängerte) Gerade (BJ) ſtets fenkrecht auf der 
Srundlinie und halbirt diefelbe, 

Der Beweis liegt im dritten Beweiſe des Hauptfaßes, 

Anmerkung 4. Dieß fegt uns in den Stand, aus dem erften Buche der Aufgaben, 
die Ate, Tte und 15te zu lojen. 

Anmerfung 5. Daß dieſelbe Linie, welche den Winfel an der Spitze halbirt, auch 
die Grundlinie in zwei gleiche Theile theilt, ift eine Eigenſchaft, die Feiner andern Glaffe 
von Dreieden, als den gleichſchenkeligen und gleidhfeitigen zufommt. In allen andern 
Dreiecken wird durd eine folde Linie die Grundlinie in ungleihe Stüde zertbeilt, und 
zwar ijt dasjenige das größere, welches an der größern der beiven Dreiedsfeiten anliegt. 

Denn es feiim A ABC (Fig. 35), AB > BC, aber W. ABD—= DBC. Nimm 
BJ = BC, ziehe DJ, fo it DIJ= DC (45), W. BDC=BDJ, und W. AJD=ABD 
+-BDJ (37) ABD-+ BDC = ABD--ABD-+-A (37), alfo AJD> A, und deshalb 
AD > DJ oder DE. — Diefe Bemerkung ift ſchon von Proclus gemadıt, und von Olaviug 
zu Eucl. I, 49 vorgetragen worden, 

Zuſatz 6, Schneider man auf den Schenfeln CAB, BC $ig. 33) 
eines gleichfchenkeligen Dreiecks, oder deren Verlängerungen, von der 
Spitze B aus gleiche Stuͤcke (BE, BF) ab, fo bilder die Linie (EF) 
welche die Endpuncte der Stücke verbindet, mit diefen ein aleichfchens 
feliges Dreieck (BEF), welches mit dem gegebenen (ABC) gleihwins 
felig, und deffen Grundlinie CEF) parallel ift der Srundlinie (AR 
des erftern, i 

Beweis. Aus dem Rauptfage in Verbindung mit (24). 

52. Lehrfag, Alle Dreiecke, in denen zwei Winkel von gleis 
her Größe, find gleichichenfelig, 

Eucl. 1, 6. — L. G. T, 13. 

Beweis, Indirect; man zeigt, daß man dem vorigen Sage 
zufolge durch Annahme des Gegentheils in eine Ungereimtheir verfals 
len würbe. 

Zufaß. Jedes gleichwinkelige Dreieck ift auch ein gleichfeitigeg, 

53. Lehrſatz. Wenn man aus einem der Endpuncte (C) der 
Srundlinie (AC) eines gleichſchenkeligen Dreiecks CAGC Fig. 37, 38 
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und 39) nach dem (nmöthigenfalld verlängerten) Gegenſchenkel (AG) 
eine gerade Linie (Ci)) fo zieht, daß fie an Länge gleid dem Schens 
fel ift, fo bildet diefelbe mir der verlängerten Grundlinie in dem ges 
nannten Puncte C einen Winkel (DCE), welcher dreimal fo groß ift, 
als jeder Winkel (A und GCA) über der Grundlinie des in Rede fte: 
henden Dreiecks. 


Erläuterung. Es find drei Fälle zu unterfcheiden, indem 
CD außerhalb des Dreiecks AGC und zwar über G hinaus, (Fig. 37) 
oder innerhalb deffelben, (Fig. 38) oder wiederum außerhalb aber 
über A hinaus (Fig. 39) fallen kann. 


Beweis. Erfter Fall. DCE=DAC-+H ADC (38) 
—DAC-HDGC (51) 
—=DAC-+2.GAC (38) 
==3.A. 

Zweiter Fall. 

DCE=DCG + GCE —DCG E= GAC--AGC (38 
—=DCG +GAC-—+ GDC 51 
—=DCG + DCA +DAC-+ GAC (38) 
—3.A. 
Dritter Kal. Der auferfiumpfe Wintel 

DCE—=GCE+GCA+ ACD=GAC+HAGC-+HGCA ACD 
—GAC+GCA+ GDC-L- ACD 
—GAC+HGCA+ GAC 
=—3.GAC 

Anmerkung 1. Die Linie GD trifft die Verlängerung des Gegenſchenkels und zwar 
den über die Spige hinaus gehenden Theil derfelben, fo lange AGC (Fig. 37) ftumpf, 
und DGC fpis ift. Wäre AGC ein Redter, fo würde CD mit CG zufammenfallen, und 
A=34R6t, Zuſ. B, afo GCGE=AGCHA=R HJ R = 3A fein, 

Iſt AGC fpis (Fig. 38) fo fällt D fo Lange zwiſchen A und G bis daß GA — 
AC=GC; oder das Dreied gleichfeitig wird. Dann iftA — FR (51, Zuf. 3), und, 
mweil CD mit CA zufammenfält, DEE = 2R Q 1) 

= 3,2R—=3.A. 

Wird AGC noch fpiger (Fig. 39), fo fänt CD unterhalb A, und, weil G Eleiner, 
fo wird A größer, ald im vorigen Zalle, oder > 3 R, und deshalb 3A > 7ER, 
alfo muß Winkel DCE nun ein außerftumpfer werden, wie er in Fig. 39 durch den 
Kreisbogen angedeutet ift. 

Anmerkung 2. Könnte man, wenn ein Winfel DCE gegeben, aus einem Puncte 
D feines Schenkels die Linien DGA und CG geometrifd d. h. mit Sicherheit und 
Genauigkeit fo ziehen, daß GC = AG — CD wäre, fo würde A = 4 DCE fein; und 
die berühmte Aufgabe, einen gegebenen Winfel in drei gleihe Theile zu theilen, wäre 
dadurch gelöſt. Allein dieß läßt ſich nicht bewerfftelligen. Wir werden in dem fünften 
und achten Buche weiter Über dieſen Gegenftand handeln, 

Anmerkung 3. Es gicht noch verfchiedene andere nicht unwichtige die Seiten und 
Winkel von Dreieden betreffende Eigenschaften, für die ed aber entweder paffender ift, 
ihnen einen fpätern Play anzuweifen, oder fogar nothwendig , indem die bisher bewie— 
fenen Säge zu ihrer Begründung nicht hinreihen. Zu der erften Glaffe gehören der zweite 
Sad des fünften Buchs (241) und der dritte des fechften (272) 5 zu der zweiten, der 
13te, Alte xc. Say im vierten Bude (207 — 208). 

54. Lehrfaß. Sind zwei gerade Linien (AB, CD Fig. 40) 
nicht nur unter einander parallel, fondern auch von gleiher Größe, 
fo find auch ftet3 die beiden Verbindungslinien (BD, AC) unter eins 
ander gleidy und parallel. 

Eucl. I, 53. — L. G. I, 31. 
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Vorbereitung zum Beweife. Man zieht aus einer der Ecken z. B. 
C nady der gegenüberftehenden eine gerade Linie. 
Deweis. Aus (24) und (45). 


Anmerkung, Die Figur ABDC ift alfo dergeftalt aus vier Linien gebildet, daß 
die gegenüberliegenden Seiten unter einander parallel find, 

55. Erklärung. Eine vierfeitige Figur, (Fig. 40) in wel: 
her die Gegenfeiten parallel find, führt den Namen eines Paralle: 
(ogramms. Die Linien, welche zwei gegenüberliegende Ecken vers 
binden, heißen Diagonalen. 

L. G. I, Erkl. 17, 18. 

Anmerkung 1. Parallelogramm bezeichnet, feiner Abftammung nad, eine Figur, 
deren Seiten parallel laufen; und ift nichts anders als was Euclides in der Z3ten Ers 
flärung zu feinem erften Bude unter dem Namen Rhomboid begreift. In diefem 
Sinne würden — wie man im zweiten und vierten Buche noch näher fehen wird — 
alle regelmäßigen Bielede von gerader Seitenzahl zu den Parallelogrammen gehören, 
wenn nicht der Gebraud diefe Benennung auf die vierfeitigen Figuren beſchränkt hätte, 

Anmerfung 2. Man kann ein Parallelogramm als durd) eine gerade Linie erzeugt _ 
betrachten, weldye ſich mit ſich felbft parallel fortbewegtz; wobei die Endpuncte C und D 
diefer Linie offenbar die Seiten GA und DB (Fig. 40) befhreiben würden, f. oben 2, 
‚Anm. 2. Das Parallelogramm beißt [hiefwinfelig wenn CD fidy nicht allein in 
der Richtung von E nad A, jondern au zugleih von D nad F bewegt, und mithin 
eine zufammengejegte Bewegung bat. Zolgte dagegen die CD blos der einfachen Bere» 
gung von E nah A, fo würde CA fenfreht auf CD ftehen, und das fo entftandene . 
Parallelogramm würde wie in (58) Rech teck beißen, 

Anmerkung 3. Hierauf beruht das artige Parallel Lineal, eine fhon vor Jahren 
gemachte Erfindung des Niederländer Eckhardt, Es befteht aus einem einfadhen Lineal, 
das fid) auf zwei Fleinen Nollen, von vollfommen gleiher Größe, und darum mit ſich 
ſelbſt jtetö parallel bewegt. Die vollkommene Gleichheit der Größe beider Röllchen ift 
unerläßlich, denn ohne fie würde das Lineal einen Kreis. beſchreiben, deffen Halbmeffer 
defto größer wäre, je Fleiner der Unterſchied zwifhen den Durchmeſſern der Rollen und 
je größer ihre Entfernung von einander fein würde, Dieß hat fon Hero aus Alerans 
drien benust, um allerlei Kunftgebilden Freisförmige Bewegungen zu ertheilen. Man fehe 
feine Avtöonara in Mathem. Veter. p. 249. — Perrault hat von diefer Erfindung 
eine Anwendung gemacht, um fehr große Kreife mit Fleinen Werkzeugen zu beſchreiben. 
Man findet die dahin gehörigen Abbildungen und Befhreibungen in feiner franzöfifchen 
Ueberfegung des Vitruvius p. 82; woraus fie entlehnt find von Leupold Theatr. Mach. I, 
Tab. XX, b, ig. 7. - 

56. Alte Parallelogramme haben folgende Eigenfchaften : 

1) Die gegenüberftehenden Seiten (AB und CD; AC und BD Fig. 

40) find gleich. 

2) Die gegenüberftehenden Winkel CACDund ABD; CAB und CDB) 
find gleich. 

3) Zwei an derfelben Seite liegende Winkel find zufammen fo groß 
als zwei Rechte. 

4) Jede Diagonale theilt das Parallelogramm in zwei congruente 

Dreiede. 

Eucl. I, 34. — L. G. I, 29, 32. 

Beweis. ter, 2ter und Ater Theil aus (24) und (45) ange 
wandte auf die Dreiecfe ABC und ACD. 

3ter Theil aus (25). 


Zufaß 1. Der Flähenraum des Parallelogramms (ABCD) ift 
doppelt fo groß als der Innhalt jedes der Dreiecke, in welche es durch 
jede der Diagonalen getheilt wird. 


. Anmerfung. Ueber die Flächeninnhalte von Parallelogrammen und Dreieden werden 
wir noch näher handeln im 2ten Buche (83 — 84). 
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Zufaß 2. Iſt einer der Winkel ein Rechter, fo find fie es alle; 
und find zwei an einander grängende Seiten gleich, fo find alle vier 
von gleicher Größe. 


57. Erklärung. Raute (oder Rhombus) heißt diejenige 
vierfeitige Figur, in welcher alle Seiten gleich find. 
Eucl. I, Erkl. 32, — L. G. I, Erfl. 17. 
Zuf. Die Gegenfeiten einer Raute find einander parallel. 


58. Erklärung. Rechteck heißt ein Parallelogramm, deffen 
Winkel Rechte find. (Fig. 41). 

Eucl. I, Erkl. 31. — L. G. I, Erft. 17. 

59. Erklärung. Quadrat heißtein Biere, in welchem alle 
vier Winkel rechte und alle Seiten unter einander gleich find. Fig. 46. 

Eucl. L; Erfl, 30. — L. G. 1, Erkl. 17. 

Anmerkung 1. Wie man verfahren müſſe, um über einer gegebenen geraden Linie 
ein Auadrat zu conſtruiren, wird in der 5ten Aufgabe des Aten Buches gelehrt, welche zu 
löfen man bereits in den Stand gefegt iſt. 

‚_ Anmerkung 2. Jedes Viereck, wie ADCB %ig. 47, das Fein Parallelogramm ift, 
beißt Trapezium (und Paralleltrapezium, wenn ein Paar der Gegenfeiten 
parallel. J.). 

60. Lehrfas. In jedem Biere CABDC Fig. 40), worinn je 
zwei Segenfeiten gleich find, find diefelben auch parallel. 

L. G. 1, 3 


Vorbereitung. Man ziehe die Diagonale CB. 

Beweis. Aus (50) und (24). 

Anmerfung 1. Diefer Sag ift das Umgekehrte von &. 56. 

Anmerfung 2. Auf diefem Sage beruht die Gonftruction der Parallel » Lineale, die 
man nicht felten in den Reißzeugen antrifft. 

61. Lehrſatz. Sm allen Parallelogrammen wird jede Diagonale 
durch die andere Halbirt. 

Eucl. I, 30. — L. G. I, 23. 

Beweis. Durch Hülfe des ©. 46. 

Zuf. In gleichwinkeligen Parallelogrammen find die beiden Dia» 
gonalen, und folglich auch ihre Hälften von gleicher Größe; in gleich» 
er Parallelogrammen fchneiden fich die Diagonalen unter rechten 

inkeln. 

62. Lehrſatz. Wenn man auf der Diagonale (BC) eines Qua⸗ 
drates (ABLC Fig. 85) von einem ihrer Endpuncte (B) aus ein Stuͤck 
(BD) abfchneider, gleich der Seite (BA) des Quadrates, in diefern 
Puncte (D) ein Perpenditel (DE) auf der Diagonale errichtet, und 
daffelbe bis zum Durchſchnit (E) mit der Seite (AC) verlängert, fo 
ift diefe Linie (DE) gleich dem Ueberſchuß der Diagonale über diefe 
Seite, und eben diefe Linie hat das auf der Seite (AC) abgefchnittene 
Stuͤck (AE). - 

Vorbereitung. Ziehe DA. 

Beweis. Erfter Theil. Da EDC=AR; DCEE=ZR, fo 
it DEC =} R (38) etc. 

Zweiter Theil. Da AABD gleichfchenkelig und BAD= |} R, fo 
it BAD=3R (51, Zuf. 1), alfo DAE =} Reetc. 

Anmerkung 1. Pieraus ergiebt fih, wie man verfahren müffe, um die achte Auf— 
gabe des zweiten Buches zu löſen. j 

Anmerkung 2. Wir werden uns dieſes Satzes bedienen, um fpäter zu beweiſen, 
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daß die Seite und Diagonale eines Quadrates zu einander incommenſurabel ſind. 
ſ. 126, Anm, 2 z 

63. Lehrfas. Wenn man auf einemder Schenkel (DA Fig. 45) 
eines beliebigen Winkels (DAE), drei Puncte J, B, F fo nimmt, daß 
JB=BF, und durch diefelben drei unter einander parallele Linien 
(JN, BC, FL) giebt, fo find auch die zwifchen diefen Parallelen ent— 
haltenen Stuͤcke (NC, CL) des andern Schenfels (AE) ftets von gleis 
cher Groͤße. Umgekehrt, wenn zwei Parallelen (FL, BC) die Schens 
fel eines Winkels fhneiden, und man zieht eine dritte (IN), fo daß 
fie auf jedem der Schenkel ein Stück abſchneidet, welches gleich ift 
dem zwifchen den beiden Parallelen liegenden (nämlih FB=BJ, und 
LC=CN), fo ift auch diefe dritte Linie mit den beiden erften parallel. 

Simpson I, 27. 

Vorbereitung. Man nehme an, daß durch C eine Parallele mit 
AD gegogen fei, welde der FL in O, fo wie der verlängerten IN in P 
begegne. 

Beweis. Man zeigt, daß PC=CO (56) und daher NC—=CL 
(46) fei. Der zweite Theil, oder das Umgefehrte des erfien, wird 
durch Hülfe diefes erften indirect erwiefen; denn in eine Ungereimts 
heit würde man verfallen durch die Annahme, daß nicht IN, fondern 
eine andere wie Jh || BC fein könnte. 

Zufag. Sit eine Seite CAD) eines Dreiecks DAE in eine ber 
liebige Anzahl gleicher Theile gerheilt, und man zieht aus diefen Theil: 
puncten mit einer der beiden andern Seiten (DE) Parallelen nady der 
dritten (AE), fo wird diefe in diefelbe Anzahl gleicher Theile getheilt. 

Anmerkung. Dadurd kann man die Ste und Ite Aufgabe des erften Buches löfen. 

64. Lehrſatz. Wenn man jede der Seiten eines Trapeziums 
(DCBA Fig. 47) halbirt, fo bilden die vier diefe Halbirungspuncte 
verbindenden Geraden (HG, GF, FE, EH) ein Parallelogramm. 

Simpson I, 29. 
Vorbereitung. Man ziehe die Diagonalen DB, AC. 

Beweis. HG und EF find || AC (63) x. 

Anmerkung 1. Es fol fpäter gezeigt werden, daß der Flächenraum des Paralle« 
logramms die Hälfte von dem des Trapeziums ift. 

Zuſatz 1. Iſt dag gegebene Viereck ein Rechteck oder Quadrat, 
fo ift das erhaltene Parallelogramm gleichfeitig. 

Zufag 2. Wenn DEBA Fig. 46 ein Quadrat ift, fo müffen bie 
Puncte, E, F, G, H nicht nothwendig die Kalbirungspuncte feiner 
Seiten fein, damit EFGH ein Quadrat werde, fondern es ift dazu 
hinreichend, daß AEU—= BF—=CG=—=DH d. h. daß beliebige, aber 
gleiche Stücke auf den Seiten von den Winkelſpitzen aus gleihmä: 
Big abgefchnitten werden. 

Simpson 1,2 


3. 
Anmerkung 2. Diefer Sag fol fpäter auf alle Bicleste ausgedehnt werden. — 
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Anhang zum erften Buche. 
(vom Ueberfeßer.) 


Bemerfung. Die unmittelbar hinter den meiften Sägen dieſes und der fulgen- 
den Anhänge befindliden Zahlen, weiſen auf die frübern, und daher als befannt anzu: 
fehenden Säge bin, die man zum Beweife des zugehörigen Sages zu Hülfe nehmen muf, 
oder doch mwenigftens Fann. Gehört der frühere Sah, auf den verwieſen wird, einem 
der Anhänge felbft an, fo foll dieß durd ein neben die Zahl gefeptes A. bemerklich ge= 
macht werden. Sind es mehrere Säge, deren man zu einem Beweiſe bedarf, fo follen 
fie in der Reihenfolge citirt werden, in welder fie zur Anwendung Fommen, — 


schrfäße 


1. Die aus den Enbpuncten der Grundlinie eines gleichſchenkeligen Dreied3 auf die 
Schenkel oder deren Berlängerungen gefällten Perpendifel find von gleiher Länge, 

5 #0 6. 

Zrage 1. Wovon hängt es ab, ob die Perpendifel die Schenkel felbft oder deren 
—— treffen ſollen? Giebt es nicht Fälle, wo Schenkel und Perpendikel zuſam— 
menfallen? 

Frage 2. Wie ändert ſich unſer Sat, wenn das Dreieck nicht blos gleichſchenkelig, 
ſondern gleichſeitig iſt? 

» Wenn die aus zwei Ecken eines Dreiecks auf die Gegenſeiten oder deren Ber- 
längerungen gefällten Perpendifel von gleiher Länge find, fo find auch die beiden Dreiecks— 
ai ai ‚ auf welde die Senkrechte gezogen worden. 

— 52. : 

Frage 1. In welcher Beziehung ftcht diefer Say zum vorigen ? 

Frage 2. Wie müßten fi in unferm Sase die Bedingungen ändern, um aus ih⸗ 
nen folgern zu können, daß das in Mede ſtehende Dreieck gleichfeitig fei? 

3. Wenn man auf den Seiten eines gleihfeitigen Dreieds von den Winfelfpigen aus 
beliebige, aber gleiche Stüde gleihmäßig abſchneidet, und diefe Durchſchnittspuncte unter 
en. — ſo iſt das ſo erhaltene Dreieck ebenfalls gleichſeitig. 

Frage 4. Kann die Länge der abgeſchnittenen Stücke in der That völlig be 
liebig, namentlih aud größer als die Länge der Seiten des Urdreiecks fein ? 

Zrage 2. Bleibt der Sag noch wahr, wenn man die Abfchnitte anftatt auf den Sei« 
ten felbft auf ihren Berlängerungen nimmt? 

Zrage 3. Wird, wenn man mit einem gleihfhenkeligen Dreiede auf ähnliche Weife 
verfährt, das nun entitandene Dreieck noch ftets gleichſchenkelig fein? 

4. Zwei Winkel find glei), wenn die Schenkel des einen einzeln den Schenkeln des 
andern parallel find, und beide Paare diefer parallelen Schenkel zugleich entiweder nad 
er oder nach entgegengefesten Richtungen vom Scheitel aus fortgehen. 


Frage: Was wird von den Winkeln gelten, wenn das eine Paar der parallelen 
Schenkel nach derfelben Richtung vom Scheitel aus fortiäuft, dad andere dagegen nad 
entgegengefegten ? 

5. Wenn man einen der Schenkel eines gleichſchenkeligen Dreiccks über die Spige hin⸗ 
aus verlängert und den fo entftandenen Außenwinkel halbirt, fo ift diefe Halbirende der 
Grundlinie des Dreiecks parallel, 
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38. — 24. 

6. Iſt die einen der Außenwinkel eines Dreiecks halbirende Gerade parallel mit 
einer der Dreiedöfeiten, fo find die beiden andern Dreiedöfeiten von gleiher Größe. 

24 und 25. — 52. 

7. Bieht man durd die Spitze eines gleichſchenkeligen Dreieds eine Gerade parallel 
mit der Grundlinie , fo balbirt diefelbe die an der Spige liegenden Außenwinfel. 

24 und 25. — 5l. 

Frage: In weldyer gegenfeitigen Beziehung ftehen die drei legten Säge? 

8 Halbirt man fowohl einen der Außenwinkel eines Dreiecks als aud den ihm 
anliegenden innern, fo ſtehen diefe beiden Halbirenden ftets ſenkrecht auf einander. 


Frage 1. Gilt der Sas aud für andere als dreifeitige Figuren ? 

Frage 2. Läßt fih unfer Sag umkehren? 

9, Zwei gleichſeitige Dreiede find congruent, wenn ein Höhenperpendifel des einen 
dem des andern gleich ift, 

46. — 50. 

10. Wenn man auf einem der Schenkel (AN Fig. 1) eines beliebigen Winkels 
MAN einen beliebigen Punct (C) nimmt, in demſelben auf AN eine Senkrechte (CL) 
errichtet, zugleih and aus ibm auf den andern Schenfel (AM) ein Perpendifel (CK) 
fällt, und den Winfel (KCL), welden diefe beiden Linien bilden, durch CB halbirt, fo 
ift Dreick ABC gleichſchenkelig. 

38 


” 3. 

Frage: Erleidet unfer Satz eine wefentlihe Beränderung, je nachdem der gegebene 
Winkel ein ſpitzer, rechter oder ftumpfer iſt? 

11. Zwei Parallelogramme find congruent, wenn zwei an einander anliegende Sei« 
ten und der von ihnen eingeſchloſſene Winkel einzeln in beiden gleich find, 

12. Wenn man je zwei von den Halbirungspuncten der Seiten eines Dreiecks durch 
gerade Linien verbindet, fo wird durch diefelben das Dreieck in vier unter einander con» 
gruente Dreicde zertheilt. 


13. Wenn in einem gleichſchenkeligen Dreiecke irgend einer der drei Winkel 2 N. 
beträgt, fo ift das Dreieck gleichſeitig. 

14. Theilt man jede der Seiten eines gleidhfeitigen Dreieds in drei gleihe Theile 
und verbindet von diefen Theilpuncten je zwei foldye, die einer und derfelben Winfelfpige 
zunächſt liegen, fo entfteht ein Sechseck, welches regelmäßig ift d. h. in welchem alle Sei— 
ten fowohl als alle Winfel unter einander gleich find, 

Frage: Den wievielten Theil vom Innhalt des Dreiecks macht der Flädhenraum des 
Sechsecks aus? 

15. mei Quadrate find congruent, wenn eine Diagonale des einen einer Diagonale 
des andern gleich ift. | 
16. In jedem ſchiefwinkeligen Parallelogramm ift die Diagonale, melde die Scheis 

tel ae fpigen Winkel verbindet, größer als die andere, 


Zuſatz. Umkehrung diefes Satzes. 

17. Wenn man jede von zwei Seiten eined Dreieds über ihren gemeinfhaftlichen 
Endpunct hinaus um die Größe der andern verlängert, und die Endpuncte diefer Berlän« 
gerungen mit den Endpuncten der dritten Dreiedöfeite verbindet, fo find diefe beiden vers 
bindenden Geraden ftetö einander parallel. 

22. — 38. — 51. — 26. 

Frage 1. Kann es in einzelnen Fällen auch geſchehen, daß die Gerade, welche die 
Se der Berlängerungen unter ſich verbindet, parallel mit der dritten Dreicdös 
cite ift? 

Frage 2. Könnte man nicht unfern Berlängerungen ſolche Größe geben, daß in 
jedem Falle nicht blos die im Hauptfage, fondern auch die in der vorigen Frage gez 
nannten Linien einander parallel wären ? 

18. Zwei gerade Linien, welche von einem Yuncte aus nad entgegengefegten Sei- 
ten auslaufen und beide einer dritten Linie parallel find, bilden eine einzige gerade Linie, 
— 24 oder 25. — 20.— 21. Nachdem man zuvor von dem gemeinſchaftlichen Püncte 
der beiden erften Linien nad) der dritten eine beliebige Gerade als Hülfslinie gezogen bat. 


‚19. Wenn man auf jeder von zwei oder mehrern geraden Linien eine Senkrechte 
errichtet und diefe Perpendikel alle unter einander parallel find, fo bilden jene Geraden 
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entweder (bei binreihender.Berlängerung) eine einzige gerade Linie, oder fie find auch un» 
ter einander parallel. 

Frage: Läßt fi diefer Satz umkehren ? 

20. Errichtet man auf jeder von zwei Dreiedöfeiten oder deren Berlängerungen ein 
Perpendikel, fo müffen diefe beiden bei hinreichender Berlängerung ftets einander ſchnei⸗ 
den. —— 

Indirecter Beweis. 

21. Die drei auf den Seiten eines Dreiecks in ihren Halbirungspuncten errichteten 
Perpendikel haben bei binreihender Verlängerung ftets einen gemeinſchaftlichen Durch— 
ſchnittspunct. 

Vorbereitung zum Beweiſe. Man errichte zwei ſolcher Perpendikel, fälle aus ihrem 
Durchſchnittspuncte (A. 20) auf die dritte Dreiecksſeite eine Senkrechte und beweiſe, daß 
jene durch Aa wird, E 


Frage: Der in Nede ftehende gemeinfhaftlihe Durchſchnittspunct unferer drei Per: 
pendifel, Fann innerhalb, im Umfange, und außerhalb des Dreieds liegen. Wovon 
hängt es ab, ob das eine, oder das andere, oder das dritte Statt haben foll? 

Zuſatz. Diefer gemeinfhaftlihe Durchſchnittspunct der drei Perpendifel hat gleiche 
Entfernung von den drei Winfelfpigen des Dreiecks. 

22. Die drei Höhenperpendifel jedes Dreieds d. h. die aus den Winfelfpigen auf 
die Gegenfeiten (oder deren Berlängerungen) eines Dreieds (ABC Fig. 2) gefällten Pers 
— haben (nöthigenfalls verlängert) einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct. 

21. 

23. Wenn man eine von zwei ungleichen Dreiecksſeiten über ihren gemeinſchaftli⸗ 
en Endpunct hinaus verlängert und den jo entftandenen Außenwinkel halbirt, jo ift dieſe 
Linie niemals mit der dritten Dreiedöfeite parallel, fondern ſchneidet ftet5 die über die 
Fleinere der beiden eriten hinausgehende Verlängerung derfelben. 

38. en 42. un 20. —— 28. 

24. Wenn man auf den Seiten eines beliebigen Parallelogramms von den Win— 
Felfpisen aus gleihmäßig Stüde von beliebiger aber gleicher Länge abfchneidet, fo ift 
das dur Berbindung diefer Durchſchnittspuncte entftandene Biere gleihfalls ein Paral- 
lelogramm. 

45. — 60. 

Frage: Kann die Länge der abgeſchnittenen Stücke auch größer als die eine oder 
die andere der Seiten des Urparallelogramms werben ? 

25. Alle auf die im vorigen Sage angegebene Weife entftandenen Parallelogramme 
haben mit dem Urparallelogramm einen gemeinſchaftlichen Diagonalen-Durchſchnittspunct. — 


26. Wenn man die Halbirungspuncte der Seiten eines beliebigen Rhombus unter 
einander verbindet, fo ift das fo entjtandene Parallelogramm ftets rechtwinkelig. 


27. Die drei geraden Linien, melde die Winkel eines beliebigen Dreieds halbiren, 
baben einen gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunct. - 

Borbereitung zum Beweife. Man halbire zwei von den Dreiecks-Winkeln, ver: 
längere diefe Halbirenden biz fte ſich ſchneiden (28) , verbinde diefen Durchſchnittspunct 
mit der Spitze des dritten Winfels und zeige durd Hülfe der Senfredten GH, GJ, GK 
(Fig. 3), daß — durch dieſe Linie halbirt wird. 

4 — — 9. 

ne Der Punct G ift gleid) weit von den drei Seiten des Dreiecks entfernt. 

29, 1. 

28. Wenn man eine der Seiten eines Dreiecks über beide Endpuncte hinaus verlän- 
gert, und nicht nur beide fo entitandene Außenwinfel, fondern auch den der verlängerten 
Seite gegenüberliegenden innern Winkel des Dreiecks, harbirt, fo haben diefe drei Halbiren- 
den bei hinreichender Verlängerung gleichfalls einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct. 

Der Beweis dem des vorigen Sages ganz ähnlich. 

if Zuſatz 1. Auch dieſer Durchſchnittspunct iſt von allen Dreiecksſeiten gleich weit 
entfernt, 

. Frage: Wie viel laffen ſich für jedes Dreieck folder Puncte finden, von denen jeder 
gleihe Entfernung von allen drei Seiten hat? , 

Bufag 2. Fällt man aus allen Puncten der Art, die es für ein Dreied giebt, auf 
alle feine Seiten, oder deren Berlängerungen Perpendikel, und verbindet eben diefe Puncte 
mit feinen Eden, fo entftchen zwölf Paare congruenter Dreicde, 
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29. Fällt man aus dem gemeinfhaftlihen Durchſchnittspuncte (G Fig. 3) der 
die Winkel eines Dreicds balbirenden Linien (AD, BE, CF) auf die Dreiedsfeite Senf 
rechte, fo ift von den Winkeln, weldye diefelben mit den nad derfeiben Dreiedsfeite ge— 
art Halbirenden bilden, einer (EGJ) jo groß als die beiden andern zufammen (FGK 

HGD). 

Frage 1. Wie würde man denjenigen der drei genannten Winkel, weldher fo groß 
als die beiden andern zufammen ift, unabhängig von einer Figur mit Worten bezeihnen ? 

grage 2. Bleibt unfer Sag auch nod richtig für gleichſchenkelige und gleichfeitige 
Dreiede 

Frage 3. Findet vielleicht für die Winfelyalbirungen, von denen im vorigen Satze 

(28) die Rede war, etwas Aehnliches Statt? 
: 29 Wenn man von einem der Endpuncte (B Fig.4) der Grundlinie (BC) eines 
gleichſchenkeligen Dreieds (ABC) nad einem beliebigen Puncte (D) des Gegeuſchenkels 
(AC) eine gerade Linie (BD) zieht, auf diefem (verlängerten) Schenfel von diefem Puncte 
(D) aus nad der Grundlinie hin ein Stüc (DE) abſchneidet, weldhes glei ift der vor— 
hergenannten Linie (BD) und endlidy den fo erhaltenen Durchſchnittspunct (E) mit eben 
jenem Endpuncte (B) der Grundlinie verbindet, jo .ift der Winfel (EBC), welchen diefe 
legtere Linie mit der Grundlinie bildet, ftetö halb fo groß als derjenige (ABD), weldyen 
die zuerjt gezogene Linie mit dem Schenkel (BA) bildet, der mit ihr von demfelben End“ 
punct der Grundlinie ausläuft. 

38. — 51. or dl» s 

30. Wenn man auf der größern (AE) von zwei tungleihen Dreiedöfriten (AF, AR 
Zig.4) von ihrem gemeinſchaftlichen Endpuncte (A) aus ein Stüd (AC) abjdneidet, wel- 
des gleich ift der Fleinern (AB) und dieſen Durchſchnittspunct (C) mit der Spige Des 
Gegenwinfelö (B) verbindet, fo ift der Winfel (EBC), welden diefe Linie mit der drit« 
tin Dreicdöfeite (BE) bildet, glei dem halben Unterfhiede der beiden Dreiecks-Winkel 
u AEB), welde unfern in Rede ftchenden Seiten gegenüber liegen, alſo [ABE 

31. Wenn man fowohl von den beiden Endpuncten ald au von dem Halbirungs« 
puncte einer beliebigen geraden Linie nad) einer beliebigen andern drei Linien zieht, die 
unter einander parallel, jo ift die mittlere derfelben halb fo groß als die beiden äußern 
zufammen. Fig. 5. 

Zuſatz. Berbindet man daher die Halbirungspuncte zweier Seitin eines Dreiecks, 
fo ift dieſe Linie halb fo groß als die dritte Seite, 

32. Zieht man eine Gerade durd den Halbirungspunct (D Fig. 6) der Grundlie 
nie eines gleichſchenkeligen Dreiecks, und verlängert fie fo weit, daß fie den einen Schen- 
fel (AC) felbft und des andern Verlängerung ſchneidet, fo ift das außerhalb des Dreiecks 
liegende Stück (DH) derfelben ſtets größer als das andere (DE). 

33. Berbindet man die Ede eines Dreiecks, von welder zwei ungleide Seiten aus— 
laufen, mit dem Halbirungspuncte der Gegenfeite, fo bilden diefe beiden Linien in diefem 
Yuncte ftets ſchiefe Winkel, und zwar ift der ftumpfe derjenige, weldyer der größern der 
beiden genannten ungleichen Dreiedsfeiten gegenüberliegt. 

47, 1 Zuſ. 

34. Umkehrung des vorigen Satzes. k 
| 35. Zu dem befannten Sage: ‚Die aus der Spise eines gleichſchenkeligen Dreiecks 

auf die Grundlinie gezogene Senfredte halbirt nicht nur diefe letztere, fondern auch den 
Winkel an der Spitze“ laffen fih nicht weniger als neun Umfehrungen bilden. 

36. Ein Viereck ijt nicht nothwendig ein Parallelogramm, wenn das eine Paar feiner 
Gegenfeiten parallel, und das andere gleich ift, 

Zrage: Welches ift wohl die einfachſte dritte Bedingung, die man den beiden genann- 
ten hinzufügen muß, damit diefe Nothwendigfeit eintrete? 

37. Erklärung, Ein Viereck, in weldem ein Paar Gegenfeiten parallel, das 
andere Paar glei, und weldyes dennoch Fein Parallelogramm ift, fol Antiparalle 
logramm beißen. | 

Anmerkung. Antiparaflet heißt eine Linie (DC Fig, 51) eine andern (AB), wenn 
W. CDE=ZABU und W. DCE=BAC. 

33. An jedem Antiparallelogramm find die an jeder der parallelen Seiten liegenden 
Winkel gleich. (nämlid BAC = DCB- und BAD=ADC Fig. 7). 

39. An jedem Antiparallelogramm find die beiden Diagonalen einander gleidy. 

40. In jedem Antiparallelogramm find diejenigen Segmente der Diagonalen, die 
zwifchen ihrem gegenfeitigen Durchſchnittspuncte und den beiden Endpuncten einer der pas 
rallelen Seiten liegen, von gleicher. Größe, 
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41. In jedem Yntiparallelogramm läuft die Gerade, mweldye die Halbirungspuncte 
der beiden nit parallelen Seiten verbindet, mit den beiden andern Seiten parallel, und 
ist Halb fo groß als diefe zufammen, 

42. Das Stück der im vorigen Sage bezeichneten Linie, welches zwifchen den beis 
den Diagonalın enthalten ift, ift halb jo groß als der Ueberſchuß der größern von den 
parallelen Seiten über. die Fleinere, 

3. 31, duf. 

43. Wenn in einem Bierede fowohl die beiden Diagonalen von gleicher Größe, als 
aud ein Paar Gegenfeiten einander glei find, jo ift das andere Paar der Gegenjeiten 
parallel. 7; 

50. — 50. — 26. 

44. Sind in einem Vierecke die Diagonalen gleich und ein Paar der Gegenſeiten 
parallel, fo jr die beiden andern Gegenfeiten von gleiher Größe, %ig. 7. 

49, —— >» 

45. Wenn in einem Vierecke ſowohl das eine, ald dad andere Paar nicht gegenüs 
berliegender Winkel einzeln gleid find, (nämlid ABC = DCB, und BAD = ADC Fig. 7) 
fo ift das Viereck ein Antiparallelogramm. 


46. Jedes Biere ijt ein Antiparallelogramm , wenn die beiden Segmentenpaare 
der Diagonalen die zwiſchen ihrem gegenfeitigen Durdfchnittöpunct und zwiſchen den Ends 
puncten ſowohl der einen als der andern von zwei Gegenfeiten liegen, einzeln gleid find 
(nämliid AG=GD, ınd BG =CG Fig. 7). 

. 26. — 49. SE 45. . 

47. Jedes Biere ift ein Parallelogramm, in welchem die Diagonalen fih gegen 
feitig halbiren. 

45. — 26. 

48. Jedes Parallelogramm, deſſen Diagonalen glei find, iſt gleichwinkelig, alſo 
ein Rechteck. 

50. use 23 

49. Jedes Parallelogramm , deffen Diagonalen fih unter Winfeln fohneiden, die 
alle unter einander gleich, d. h. Rechte find, tft gleichſeitig. 

50. Gleichſeitig ift auch jedes Parallelogramm, in welchem ein Paar Gegenwinkel 
durch die ihre Spigen verbindende Diagonale halbirt werden. 

Zuſatz. Umkehrung diefes Satzes. 

51. Wenn man alle Seiten eines Antiparallelogramms halbirt und diefe Halbirungs⸗ 
— — 2 einem Biere verbindet, fo ift dieß ftets ein Rhombus. 

6 — + 31 — 

52. Das auf die im vorigen Satze angegebene Weiſe entſtandene gleichſeitige Pas 
rallelogramm wird auch gleichwinkelig, alſo ein Quadrat, wenn das Antiparallelogramm 
fo beſchaffen iſt, daß die beiden parallelen Seiten um die halbe Summe ihrer eignen Län» 
gen von einander entfernt find. Fig. 8. 

+ 48. 

53. In zwei an einander angränzenden Seiten unferes Rhombus (X. 51) bilden 
mit der Seite des Antiparallelogrammö, von deren Halbirungöpuncte fie auslaufen, zwei 
MWinfel, deren Unterfhied eben fo groß ift, als der Unterfchied der beiden Winkel des 
Antiparallelogrammö, die an eben diefer Seite liegen. — Fig. 8. 

24, — A. 50, 3. 

54. Erflärung. Zugeordnete Seiten eines Vierecks heißen je zwei ſolche, 
die feinen gemeinfhaftlichen Endpunct haben; alfo jedes Paar der Gegenfeiten und die 
Diagonalen, 

55. Werden zwei beliebige Paare zugeorbneter Seiten eined Vierecks halbirt, fo 
bilden die diefe Halbirungspuncte verbindenden Geraden ein Parallelogramm. 

63, uf, 1. — 55. 

Frage 1» Bon welchem frühern Sag ift dieſer als Erweiterung zu betrachten? 

Brage 2. Wie ändert fih unfer Satz für Parallelogramme und Antiparalielos 
gramme 

56. Wenn man von den Endpuncten der Grundlinie eines gleichſchenkeligen Dreiecks 
(ABC #ig. 9) auf dem einen Schenkel felbft, und auf des andern Verlängerung zwei 
Stüde von beliebiger aber gleicher Länge abſchneidet, fo wird die Gerade, welche diefe 
beiden Durdfchnittspuncte verbindet, durch die Grundlinie halbirt, 

Bufag. Diefer Sag läßt fid) zweimal umkehren. 

57. Bieht man aus der Spige eines von zwei ungleihen Seiten gebildeten Dreiecks⸗ 
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winfels eine Gerade nad dem Halbirungspuncte der Gegenfeite, fo theilt dicfe den Win 
kel in zwei ungleiche Stüde und zwar ift der größere dieſer beiden Winkel derjenige, 
welcher die Heinere Dreicdsfeite zu einem feiner Schenkel hat. — Fig. 10. 

46. — 42. 

58. Zwei rechtwinkelige Dreiecke ſind congruent, wenn die Hypotenuſe und die Ga— 
thetenſumme des einen einzeln den entſprechenden Stücken des andern gleich ſind. Fig. 11. 

49. x. 

59. Wenn man auf der Hypotenuſe (BC Fig. 12) eines gleichſchenkeligen rechtwinkeligen 
Dreieds (ABC) von einem ihrer Endpuncte (C) aus ein Stüd (CD) gleidy der Schenfellänge 
abſchneidet, dieſen Punct mit der Spise des Gegenwinfels verbindet und zugleich in ibm auf 
der Hypotenuſe eine Senfredte (DE) errichtet und bis zum Durdfchnitt mit dem nähern 
Schenkel (AB) verlängert, durch diefen Punct (E) eine Parallele mit der Hypotenuſe 
zieht, welde die erftere der gezogenen Linien (DA) inH und den andern Gatheten (AG) 
in F fpneidet, endlidh aus F eine Senfredte (FG) auf die Hypotenuſe fällt und GH 
zieht, fo entſtehen aufer dem urfprünglicdyen noch acht gleichſchenkelige Dreiede. 

60. Wenn in einem redhtwinfeligen Dreick einer der fpigen Winfel doppelt fo groß 
ift als der andere, fo ift audy ftets die Hypotenuſe doppelt jo groß als die Pleinere Gas 
thete, Fig. 13. 

45. — A. 13. 

Zuſatz. Zweimalige Umkehrung dieſes Satzes. 

61. Verbindet man in einem rechtwinkeligen Dreieck den Halbirungspunct der Hy— 
rigen mit der Spise des Gegenwinfels, fo ift diefe Linie glei der halben Dypotes 
nu 7 —— 

Indirecter Beweis. Oder directer mittelſt 61, Zuſ. 

Zuſatz. Der Satz läßt ſich zweimal umkehren. 

62. Wenn in einem gleichſchenkeligen Dreiecke jeder der Winkel über der Grund» 
linie doppelt fo groß iſt, als der dritte, und man halbirt einen der erſtern, fo wird 
durch dieſe Linie das Urdreieck in zwei ebenfalls gleichſchenkelige Dreicde zertheilt. — 

Frage: Db der Sag ſich umfehren läßt? 

63. Fällt man von einem beliebigen Puncte innerhalb eines gleichfeitigen Dreiecks 
Perpendifel auf deffen Seiten, fo ift die Summe derfelben jo groß ald eines der Höhen: 
perpendifel dieſes Dreiecks. Fig. 14. 

56, 1. — A. 1. — 56, 1. — 46. ” 

Frage 1. Gilt unfer Sag felbft noch, oder ein ihm verwandter, wenn der Punct, 
von weldem die Perpendifel auf die Seiten (oder deren Berlängerungen) gefällt werden, 
nicht innerhalb, fondern außerhalb des gleidhfeitigen Dreiedö liegt? 

Frage 2. Findet nit in befondern Fällen etwas unferm Sate Aehnliches auch bei 
gleichſchenkeligen Dreieden Statt ? 

64. Berbindet man die Halbirungspuncte (E und F) zweier Gegenfeiten (AB und 
CD) eines Duadrates (ABCD Fig. 15) durd eine Gerade (EF), zieht darauf nady 
derjelben von einer Winfelfpige (B) eine zweite Gerade (BG) fo, daf fie der Seite des 
Duadrates glei ift, und endlid aus eben diefer Winkelfpige die Diagonale (BD), fo 
ift der Winfel (GBD), melden die beiden lesten der drei genannten Zinien (BG und 
BD) mit einander bilden, doppelt jo Flein ald der von den beiden erften (EF und BG) 
gebildete, und dreimal fo Flein als derjenige, welden die erjte und dritte (EF und BD) 
mit einander machen. x 

51, 3uf. 3. 

65. Schneidet man auf den Seiten eines gleidhfeitigen Dreieds von den Winfelfpir 
gen aus Stüde von beliebiger, aber gleiher Länge gleihmäfig ab, und verbindet dieſe 
Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden, fo ift das durch dieſe drei Linien gebildete Dreicd 
ebenfalls gleichſeitig. 

45. —— 46. — 52. Zuſ. 

Frage: Darf man die gleichen Stücke nicht blos auf den Seiten ſelbſt, ſondern 
auch auf ihren Verlängerungen abſchneiden? 

66. Wenn man auf der Hypotenuſe eines rechtwinkeligen Dreiecks von jedem ihrer 
Endpuncte aus ein Stüd glei der anliegenden Cathete abſchneidet, und dire Durch— 
ſchnittspuncte mit der Spige des rechten Winfelö verbindet, jo wird derfelbe in drei Stüs 
de getbeilt, = denen das mittlere fo groß ift als die beiden äußern zufammen, 

51. — Mn 

Frage: Läßt fi der Satz umkehren? 

67. Wenn man auf der größten Seite eines ungleichfeitigen Dreieds von jedem 


Lehrſade. 33 


ihrer Endpuncte aus ein Stüd abſchneidet gleich der anliegenden kleinern Seite, und 
dieſe Durchſchnittspuncte mit der Spige des Gegenwinkels verbindet, fo iſt der Winkel, 
den diefe beiden Linien mit einander bilden, fo groß,plö die halbe Summe der beiden 
kleinern Dreiedöwinfel, 

51. — 38. 

Frage 1. In welchem Zuſammenhange ſteht dieſer Sag mit dem vorhergehenden7 

Frage 2. Läßt ſich der Sath umkehren? 

68. Jede gerade durch den Durchſchnittspunct der Diagonalen eines Parallelogramms 
hindurchgehende und von den Seiten deſſelben begränzte Linie wird in jenem Durch⸗ 
ſchnittspuncte halbirt, r 

61. — 46. 

Anmerkung. Daher pflegt man wohl auch den Dlagonalendurchſchnitispunct eine® 
Varallelogramms deſſen Mittelpunct zu nennen. 

69. Wenn man über jeder Seite eines rechtwinfeligen Dreiecks (ABC Fig. 16), 
abwärts von den beiden andern ein Quadrat beſchreibt, und die nicht gemeinſchaftlichen 
Endpuncte (E und-F) zweier folden Duadraffeiten, die von demfelben Endpuncte (C) 
der Hupotenufe auslaufen, mit den Spisen derjenigen Dreiecks-Winkel (A und B) vers» 
bindet, welche den Seiten, über denen diefe Quadrate beſchrieben, gegenüberliegen , fo 
ſchneiden ſich diefe beiden Linien (EA und BF) ſtets unter rechten Winkeln. 

45. — 38, uf, 2 

70. Bleibt Alles wie im vorigen Sage umd verbindet man die Endpuncte (J und 
F) der von den Endpuncten der Hypotenuſe auslaufenden Seiten der Gathetenquadrate 
mit den Spigen (C und B) ver diefen Gatbeten gegenüberliegenden Dreieckswinkel, fo 
fhneiden fi) diefe Linien in einem Puncte (L), welder auf dem Perpendikel (AR) liegt, 
das man aus der Spite des rechten Winkel auf die Hypotenuſe fällt, 

A. 22 angewandt auf A BMC (Fig. 16), wo AM =RK. 

71. Die drei geraden Linien, welde die Halbirungspuncte von je zwei zugeordnes 
ten Seiten (A. 54) eines Vierecks verbinden, haben einen gemeinfhaftliden Durchſchnitts⸗ 
punct. Fig. 17. ö 

%. 55. — 61. . 

72. Wenn man in einem fpiswinfeligen Dreicde (ABC Fig. 13) ſowohl die drei 
Höbenperpendifel (X, 22) als auch gerade Linien von dem Puncte (M), der glei weit 
von den Winfelfpigen entfernt ift (A. 21, Zuf.) nad diefen Eden zieht, fo j 

4) find je zwei ſolche Winkel (BAD und CAE oder BAE und CAD), welche zwei von 
derfelben Winkelſpitze auslaufende Linien (AD und AE ıc.) mit den beiden Seiten 
(AB und AC) des Dreiecks bilden, von gleiher Größe; 

2) der Winfel (DAE), welcher von einem der genannten Tinienpaare gebildet wir, 
ift fo groß alö die von den beiden andern Paaren gebüdeten zufammen genommen 
(GAF-H-HCJ). 6 
51. — 38. 

Frage 1. Welchem frühern Sage dieſes Anhanges kömmt der vorſtehende, befons 
ders in ſeinem zweiten Theile nahe? 

Frage 2. Könnte man dieſe Verwandtſchaft nicht zu einer Verallgemeinerung bei⸗ 
der Süße benutzen? 

Frage 3. Gilt unfer Say auch noch für recht- und ſtumpfwinkelige, für gleich⸗ 
fhenfelige und gleichſeitige Dreiede ? 

73. Zwei Dreiede (ABC und DEF Fig. 19) find congruent, wenn ihre Umfänge 
(Summen aller drei Seiten) und alle ihre Winkel einzeln glei find. — 

74. Berbindet man in einem Parallelogramm die Halbirungspuncte (E und F 

i9.20) zweier Gegenfeiten (AB und CD) mit den Endpuncten einer Diagonale (A und 

), Y wird durd dieje Linien die andere Diagonale (BD) in drei gleihe Theile gethei 
5 une 63. 

75. Wenn man eine der Seiten (BC) eines Quadrates (ABCD Fig. 21) um ihre 
eigne Größe verlängert, über der ganzen fo entitantenen Linie (BE) ein gleidfeitiges 
Dreieck (BHE) beſchreibt, und von einer Ede (C) des Quadrates aus, auf den von ihr 
auslaufenden Seiten Stüde (CH und CG) abſchneidet glei dem Ueberſchuß der Höhe 
des gleichjeitigen Dreieds über die Duadratfeite, fo ift das Dreicd (AGH), wildes durch 
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Verbindung dieſer beiden Puncte unter einander und mit der Gegenede des Quadrates 
entftcht, gleichſeitig. — 
35. — 46. — 51. 8 — A. 13. 
76. Fällt man in einem re Dreiede aus eimem der Enbpuncte der 
Grundlinie ein Perpendifel auf den Gegenſchenkel, fo ift der Winkel, welden daffelbe 
mit der Grundlinie bildet, halb fo groß als der Winkel an der Spige. 


77. Wenn man entweder alle innere oder alle äußere Winkel eines Rechtecks hal 
birt, fo, bien die vier Halbirenden, bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt verlängert, ein 
QDuadra 

78. Schneidet man auf den Seiten eines Quadrates (ABCD Fig. 22) von den 
Winkelſpitzen aus Stüde (AH, BE, CF, DG) von beliebiger aber gleicher Länge gleich⸗ 
mäßig ab, und verbindet dieſe Durchhaittopimei⸗ ſämmtlich entweder mit den nähern, 
oder den entferntern Gegeneden des Duadrates, fo ift das von dieſen Berbindenden (AC, 
BF, CG, DH) gebildete Biered (JKLM) gleichfalls ein Quadrat. 

4. 46. — 38, uf. 2. 

rage: Iſt die Größe der abgefhnittenen Stüde ohne alle Einfhränfung beliebig, 
darf fie namentlid die Länge der Seiten des Urquadrates überfteigen ? 

79. Wenn in einem Antiparallelogramm (ABCD Fig. 23) eine der parallelen Seis 
ten (BC) gleich ift jeder der beiden Diagonalen (X. 39) und man errichtet auf einer der 
nicht parallelen Seiten (AB) in dem an der genannten von den parallelen Seiten anlics 
genden Endpuncte (B) ein Perpendifel, fo ift der Winkel, weldyen diefe Senkrechte mit 
der parallelen Seite bildet (EBC), halb fo groß ald der Winkel, welchen eben diefe Seite 
(BC) mit der Diagonale in dem erwähnten Endpuncte bildet (DBC). 

80. Zwei rechtwinkelige Dreiecke find congruent, wenn eine Gathete und die Summe 
der beiden * Seiten in ihnen einzeln gleich ſind. Fig. 24. — 

45. — 

81. Zwei ſpitzwinkelige Dreicde find congruent, wenn eine Seite, die Summe der 
beiden andern, und ein der erftern anliegender Winkel des einen Dreiecks den entjprechens 
den Stüden > andern einzeln glei find. Fig. 25. — 

46. — A. 80. 

82. Zwei Quadrate find congruent, wenn die Summe der Seiten und Diagonale 
in dem einen eben fo groß ift ald in dem andern. Fig. 26. — 


46. — 
83. 3wei Quadrate find congruent, wenn der Ucberfhuß der Diagonale über die 


Seite in dem einen eben fo groß ift als in dem andern. Fig. 26 — 


84 Zwei gleichſchenkelige Dreicde find congruent, wenn die Summe des Schenkels 
und der Grundlinie, fo wie der Winkel an der Spitze in beiden einzeln gleich ſind. Fig. 27. — 


46. N . 
85. Zwei gleichſchenkelige Dreeicke find congruent, wenn der. Unterfäied zwiſchen 
Schenkel und Grundlinie, ſo wie der Winkel an der Spige einzeln gleich find. Fig. 27. — 


&6. ” Zwei gleichſchenkelige Dreicde find congruent, wenn die beiden Höhenperpen= 
dikel d. h. das Perpendifel aus der Spitze duf die Grundlinie und eines der Perpendikel 
aus dem Endpuncte der Grundlinie auf den Gegenſchenkel oder deſſen Verlängerung (%.1) 
in dem . einen Dreicd den entſprechenden Senkrechten des andern einzeln gleih find. 
Fig. 28. — 
. 50, — 46. 
87. Zwei gleichſchenkelige Dreiecke ſind congruent, wenn die Summe des Schen—⸗ 
feld und des aus der Spitze auf die Grundlinie gefällten Perpendikels, ſo wie der Wins 
tel an der Spige in ihnen einzeln gleih find. — Fig. 28. 


’ Zwei gleichſchenkelige Dreiede find congruent (ABC und DEF %ig. 29), wenn 
re me der Grundlinie und ihres Höhenperpendifels in dem einen Dreie eben fo 


groß als die Summe dieſer Stüde des andern, und außerdem die Winkel an der Spipe 
iqsbeiden gleich find. | 

‚ Andirecter Beweis, 
59. nei Dreiede find congruent, wenn eine Seite und die auf die beiden — 
— Höhenperpendikel in ihnen einzeln gleich find. 

6. 
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90. Bmei Dreiede ſind congruent, wenn zwei Seiten und das Höhenperpendifel 
der dritten in ihnen einzeln gleich ſind, und die beiden Seiten in beiden Dreiecken zu« 
gleih entweder auf verfhiedenen oder auf derfelben Seite des genannten Höhenperpendi- 
fels liegen, 

4% 

91. Zwei gleihfhenkelige Dreiede find congruent, wenn ihre Umfänge (Summen 
aller drei Seiten) und die aus den Spigen auf die Grundlinien gefällten Höhenperpendikel 
in — einzeln gleich ſind. Fig. 30. — 


* + 





92. Zwei Dreiede find congruent, wenn eine Seite, die Summe der beiden andern 

und der von den legtern eingeſchloſſene Winkel in ihnen einzeln glei find. Fig.3t. — 

93. Zwei Dreiede find congruent, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden 

andern und der von den legtern eingejhloffene Winkel in ihnen einzeln gleidy find. Fig. 32. — 

94. Zwei Dreiede find congruent, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden am 

Ein und der Fleinere der beiden Gegenwinfel diefer legtern einzeln in ihnen gleich find. 
ig. 32. — 

45. a 46. 

95. Halbirt man alle Winkel eines Dreieds und fällt aus dem gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspuncte der Halbirenden Senkrechte auf die Seiten, fo werden legtere in folde 
Stücke getheilt, daß 

1) je zwei von derfelben Ede des Dreiecks auslaufende von gleicher Länge find und 
2) jedes derfeiben halb jo groß it ald der Meberfhuß der Summe ver beiden Seiten, 
von denen fie Stüde find, über die dritte Seite. 

96. Zwei Dreiede find congruent, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden an« 
dern und der größere ihrer Gegenmwinfel einzeln in ihnen glei find. Fig. 33. 

Vorbereitung zum Beweife. Man halbire in beiden Dreicden die beiden an der 
einen und andern der gleihen Seiten liegenden Winfel und fälle aus den Durchſchnitts— 
puncten der Halbirenden Senkrechte auf eben diefe gleihen Seiten. — 

A. 95. —— 46. — 45. — 46. 

97. Zwei Dreiede find congrucnt, wenn eine Seite, der Unterfäpied der beiden an« 
dern und der Unterſchied der Gegenwinfel diefer legtern einzeln in ihnen gleih find. — 
Fig. 32. 

A. öl, — 49. — 

98. Zwei Dreiecke ſind congruent, wenn eine Seite, die Summe der beiden andern, 
und der Unterſchied der Gegenwinkel der letztern einzeln in ihnen gleich find. Fig. 34. 

51. — 51. — A. 31. — 49. 

99. Zwei Dreiecke ſind congruent, wenn eine Seite, die Summe der beiden an— 
dern, und das zu der größern oder kleinern dieſer legtern in beiden Dreiecken gehörige 
Höbhenperpendifel einzeln glei find. — 

49. — Und entweder A. 81, oder A. 96 je nahdem das Höhenperpenditel innerhalb 
oder außerhalb des Dreiecks fällt. 

100. Zwei Dreiede find congruent, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden 
andern, und das zur größern oder Fleinern diefer legtern in beiden Dreicden gehörige Hö— 
benperpendifel einzeln gleih find. —: 

49. —— A. 94 oder A. 96. J 

101. 3wei Dreiecke find congruent, wenn der Umfang, ein Winkel, und das zu 
einer von den diefen Winkel einfhliependen Seiten gehörige Höbenperpenbdifel des einen 
Dreiecks einzeln den entfpredhenden Stüden des andern Dreiecks glei find. — Fig. 30. 

Frage: Macht es einen weſentlichen Unterſchied, ob die Höhenperpendifel innerhalb 
oder außerhalb ihrer Dreiede liegen ? 

102. Zwei Paralleltrapezia find congruent, wenn die wier Seiten des einen einzeln: 
denen des andern glei find. 

103, Zwei Vierecke find congruent, wenn drei Seiten umd die beiden zwiſchen den⸗ 
felben livgenden Winkel einzeln in ihnen glei find, 0. 
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104. Zwei Bierede find congruent, wenn alle Seiten und der dem größern Paare 
gegenüberliegende Winkel einzeln in beiden gleich find. 
Anmerkung 1. Man könnte auch den Sab fo ausfprechen: Zwei Vierecke find rons 


ruent, wenn alte Seiten und cin Paar gleichgelegener Winkel einzeln gleich, und die 
beten gleichen Winkeln gegenüberlicgenden zugleich Eleiner oder größer ald zwei echte 
l 


nd. 
i Anmerkung 2. Wird ftitfchweigend oder ausdrüdlich vorausgefcht, daß alte Winkel 
der in Rede ſiehenden Vierecke ausfpringende fein ſollen, fo reicht Die Gleichheit aller 
Seiten und eincs beliebigen — natürlich in beiden Figuren gleichgelegenen — Winkels 
zur unbedingten Congruenz der Vierecke hin. 


© ———— 3. Man vergleiche mit unferm Sage den frühern Sag 49 im erſten 
uche. 
105. Brei Vierecke find congruent,, wenn diejenigen Segmente eines Paares zu—⸗ 
me. Seiten, welde zwiſchen ihren eignen Durchſchnittspuncten und den mit den 
eiden andern zugeordneten Seitenpaaren liegen, in derfelben Reihenfolge genommen eine 
zeln glei und außerdem die Winkel gleich find, welde von je zwei gleihen Segmenten» 
paaren gebildet werden, 


Anmerkung. Man muß beim Beweife zwei Fälle unterfcheiden, je nachdem das 
Paar zugeordneter Seiten, welches in Betracht kommt, die beiden Diagonalen, oder 


zwei Gegenfeiten find, 

106. Zwei Bierede find congruent, wenn drei Seiten und die beiden nicht einge⸗ 
ſchloſſenen Winfel in ihnen einzeln gleich find, und außerdem die Summe diefer beiden 
Winkel größer ift als die Summe der beiden andern. 

Anmerkuna. Iſt die Summe der beiden nicht eingefchloffenen Winkel Eleiner als die 
Summe der beiden andern, fo finder die Congruenz Der, Vierecke zwar oft, aber nicht 
immer und unbedingt Statt; und es mag dem fchon geübteren Schüler überlaffen blei— 


ben, das Nähere darüber felbft zu erforfhen. 

107. Zwei Bierede find congruent, wenn drei Seiten, einer von den eingefchloffes 
nen Winfeln und fein Gegenwinfel in dem einen den entfprechenden Stüden des andern eins 
zeln gleich find. 

108. Zwei Bierede find congruent, wenn drei Seiten, einer der eingefähloffenen 
Winkel und der mit diefem an derfelben Seite liegende nicht eingeſchloſſene des einen Vierecks 
einzeln den entfpreddenden Stüden des andern glei, und auferdem die beiden Gegenwins 
kel des erftern Paares zugleich Fleiner oder größer ald ein Rechter find. 

109. Zwei Vierecke find congruent, wenn zwei Seiten und alle Winkel einzeln 

lei find, \ 
u 110. Zwei Rauten find congruent, wenn ihre Umfänge und ihre Diagonalfummen 
einzeln glei find, u 

111. Jedes Parallelogramm wird durch jede gerade Linie, welche man durch feinen 
Mittelpunct (X. 68, Anm.) zieht und bis zum Durchſchnitt mit den Seiten beiderfeits 
verlängert , in zwei congruente Hälften getheilt, . 

112. Erklärung. Hat man ein Paar beliebiger congruenter Figuren und 
nimmt innerhalb oder außerhalb berfelben zwei Puncte jo, daß der eine derfele 
ben von jeder Seite fowohl ald Ede der einen Figur eben fo weit entfernt ijt als der 
andere Punct von der entfpredyenden Seite oder Ede der andern Figur, fo follen diefe 
Puncte den Namen von Eongruenzpuncten in Beziehung auf diefe geradlinigen 
Figuren führen. 

113 Wenn zwei Puncte eine folde Lage gegen zwei congruente Dreiecke haben, daß 
die Entfernungen des einen von den Eden des einen Dreicds einzeln gleich find den Ente 
fernungen des andern Punctes von den entfpredyenden Eden des andern Dreiecks, fo find 
diefe Puncte Gongruenzpuncte für diefe Dreiede, d. h. fie find aud von jedem Paare 
entſprechender Seiten gleich weit entfernt. 

114. Umkehrung des vorigen Satzes. 

Für congruente Dreiede find Gongruenzpuncte 

115. Die gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte der Perpendikel, die man auf den 
Seiten in ihren Halbirungspuncten errichtet 5 

116. Die gemeinſchaftlichen Durdfänittöpuntte der Höhenperpendikel; 

117. Die gemeinfhaftlihen Durchſchnittspuncte ſowohl der Linien, weldye die in- 
nern Winfel halbiren, als auch derjenigen, welche zwei äußere und einen innern — die in 
beiden Dreieden einander entſprechen — halbiren. 


118. Hat man zwei Paare von Gongruenzpuncten, die auf zwei Seiten oder deren 
Berlängerungen der zugehörigen Dreiecke liegen und verbindet diefelben mit den Gegen« 
ecken, jo find die Durchſchnittspuncte diefer Geraden gleichfalls Gongruenzpuncte. 
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119. Hat man zwei Paare von Gongruenzpuncten und verbindet die zu jedem Dreiecke 
gehörigen, fo find je zwei entipredende Durdfchnittspuncte diefer Geraden mit den 
Dreiedöfeiten oder deren Berlängerungen ebenfalls Gongruenzpuncte, 

120. Die Durchſchnittspuncte gerader Linien, melde Gongruenzpuncte verbinden, 
find gleichfalls Gongruenzpuncte, 

121. In jedem rechtwinkeligen Dreiede ift die Gathetenfumme um die Doppelte Länge 
des Perpendikels, weldes man aus dem gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte der die 
innern Winkel halbirenden Linien auf eine der Seiten fällt, größer ald die Hypotenuſe. 

122. Wenn man in einem rechtwinkeligen Dreiede aus den vier Puncten, von Der 
nen jeder gleidhweit von allen drei Seiten entfernt ift (X. 28 und 29) auf die Seiten 
Perpendifel, und zwar aus dem innern diefer Puncte ein Perpendifel auf eine belicbige 
Seite, von jedem der drei Außern aber auf diejenige Seite, welche von diefer Senkrech— 
ten felbft (nidyt ihrer Verlängerung) getroffen wird, fo ift jtets 

1) de Cathete um die Länge des innern Perpendikels größer als das auf fie gefällte 

ußere 5 

2) die Hupotenufe dagegen, um die Länge eben diefes innern Perpendifels Fürzer als 
das auf fie gefällte äußere Perpendifel und daher 

3) diefes äußere Hypotenufenperpendifel eben fo groß, ald die beiden Außern Gathetens 
perpendifel und das innere Perpendifel zufammen genommen, 


Yufgaben 


123. Ein glelchſchenkeliges rechtwinkeliges Dreied zu conftrutren, wenn deſſen Hypo« 
tenufe gegeben ijt. 

124. Ein gleichfhenfeliges redytwinfeliges Dreied zu conftruiren, wenn die Summe 
der Hnpotenufe und des zu ihr gehörigen Höhenperpendifels gegeben ift. 

125. Ein rechtwinkeliges Dreieck zu conftruiren, in weldem der eine der fpigen 
Winkel doppelt fo groß als der andere ift, wenn gegeben ijt 

a) die Hypotenuſe, oder 

b) die größere Gathete, oder 

c) die Fleinere, 

126. Ein Dreied zu conftruiren, in welchem die Winkel diefelbe Beſchaffenheit has 
ee bei der vorhergehenden Aufgabe, und deffen Umfang eine vorgefhriebene Grös 

e bat, 

127. Ein Dreied zu conftruiren, wenn zwei feiner Seiten gegeben find, und in 
welchem die dritte Seite um eben fo viel Fleiner als die größere der beiden gegebenen 
Seiten ift als fie felbft die Fleinere übertrifft. 

Zrage: Darf jede der beiden gegebenen Seiten eine völlig beliebige Länge haben % 

128. Eine gerade Linie fo zu ziehen, daß fie mit einer gegebenen Geraden parallel 
und das zwiſchen den Schenfeln eines gegebenen Winkels enthaltene Stück derfelben eine 
vorgefehriebene Länge hat, 

129, Wenn ein Winkel und ein beliebiger Punct gegeben iſt, durch letztern eine 
Gerade fo zu ziehen, daß die Stüde, melde durch fie von den Schenfeln (vom Schei« 
tel aus geredhnet) abgefönitten werden, von gleicher Größe find, 

130. Wenn zweit Puncte und eine gerade Linie gegeben find, auf Iesterer den Punct 
zu finden, weldyer gleich weit von den beiden gegebenen entfernt iſt. 

Frage : Ift die Auflöfung diefer Aufgabe unter allen Umftänden möglich ? 

131. Ein gleichſchenkeliges Dreied zu conftruiren, wenn eine Seite und ein Hoͤhen⸗ 
perpendifel gegeben find. 

Anmerkung. Es find vier Fälle zu unterfcheiben, 

132. Ein gleichſchenkeliges Dreieck zu conftruiren, wenn fein Umfang und einer feis 
ner Winfel gegeben find. 

133. Ein gleichſchenkeliges Dreieck zu conftruiren, wenn fein Umfang und dad Hoͤ—⸗ 
benperpendifel aus der Spige auf die Grundlinie gegeben find. 

134. Ein gleichſchenkeliges Dreie zu conftruiren, wenn eines der Höhenperpendikel, 
die fid) aus den Endpuncten der Grundlinie auf die Gegenſchenkel fällen laffen, und einer 
feiner Winkel gegeben find. 
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135. Ein Duadrat zu conftruiren, wenn die Summe feiner Seite und Diagonale 
egeben ift. 
ki 136. Ginen Rhombus zu conftruiren, wenn feine beiden Diagonalen gegeben find. 

137. Gin Parallelogramm zu conftruiren, wenn die beiden Diagonalen und eine 
Seite gegeben find. 

138. Gin gleicfeitiged Dreieck zu conftruiren, wenn eines feiner Höhenperpendifel 

eben ift. 

= 139. Ein Dreieck zu conftruiren, wenn zwei Seiten und das zur dritten gehörige 
Höbenperpendifel gegeben find. 

Zrage: Rt nicht vielleiht mehr als ein Dreieck für dicfe Bedingungen möglid) ? 

140. Ein rechtwinkeliges Dreied zu conftruiren, wenn die Hypotenuſe und die 
Summe der Gatheten gegeben find. 

141. Ein ſolches Dreieck zu bef&reiben, wenn die Hypotenuſe und der Unterſchied 
der Gatheten gegeben find.- 

142. Ein gleichſchenkeliges rechtwinkeliges Dreied zu conftruiren, wenn fein Umfang 
(BC Fig. 12) gegeben find, 

Ein rehtwinfeliges Dreieck zu conjtruiren , wenn, gegeben finds 

143. Die Gathetenfumme und einer der fpigen Winkel ; 

144. Der Gatbetenunterfhied und einer der fpigen Winkel; 

145. Die Hypotenuſe und der Unterſchied der beiden fpisen Winfel 5 

146. Die Cathetenſumme und der Unterfchied der fpisen Winkel; 

147. Der Unterſchied ſowohl der Gatheten, alö ihrer Gegenmwinfel ; 

148. Der Umfang und einer der fpigen Winkel; 

149. Der Umfang und der Unterfhied der beiden fpisen Winkel. 

150. Einen Rhombus zu conjtruiren, wenn eine Seite und die Summe der beiden 
Diagonalen gegeben find. 

151. Ein gleichſchenkeliges Dreieck zu conftruiren, in welchem jeder Winkel unter 
der Grundlinie anderthalbmal fo groß ift als der Winfel an der Spise. 


152. Durch einen von drei gegebenen Puncten eine Gerade fo zu ziehen, daß die 
Perpendifel, die auf fie aus den beiden andern gefällt werden, gleihe Stüde auf ihr 
(vom erftern Puncte aus geredpnet) abſchneiden. 

153. Durch einen innerhalb eines Winkels gegebenen Punct eine Gerade fo zu zie— 
ben, daf das zwiſchen den Schenfeln enthaltene Stüd derfelben in dem genannten Puncte 
balbirt wird. 

154. Ein gleichſchenkeliges Dreieck zu conſtruiren, wenn feine beiden Höhenperpen— 
dikel gegeben ſind. Fig. 28. 

155. Ein rechtwinkeliges Dreieck zu conſtruiren, wenn der Ueberſchuß der Cathe— 
tenfumme über die Hnpotenufe und einer der fpisen Winkel gegeben find. 

156. Ein redhtwinfeliges Dreieck zu conftruiren, wenn die Summe einer Gathete 
er des zur Hypotenuſe gehörigen Höhenperpendifels nebſt einem der ſpitzen Winkel ge: 
geben ift. 

157. Ein foldes Dreieck zu befhreiben,, wenn der Ueberfhuß einer Gathete über 
das zur Hnpotenufe gehörige Höbenperpendikel "nebft einem der fpiseh Winfel gegeben ift. 

158. Ein Dreieck zu conftruiren, wenn ein Höbenperpendikel, der Unterſchied der 
von ibm auf der zugehörigen Seite gebildeten Segmente und der größere von den an 
diefer Seite liegenden Winkeln gegeben find. 

Zrage: Welchen Unterſchied würde es machen, wenn anftatt des größern der beiden 
anliegenden Winfel der Eleinere gegeben wäre? 

159. Ein gleichſchenkeliges Dreieck zu conſtruiren, wenn die Summe der Grundlinie 
und des Schenkels nebſt einem ſeiner Winkel gegeben iſt. 


160. Einen Rhombus zu conſtruiren, wenn die Summe der Seite und einer Dia— 
gonale nebft einem der Winkel gegeben it. 

161. Einen Rhombus zu conjtruiren, wenn die Summe feiner Diagonglen nebjt 
einem der Winkel gegeben ift. 

162. Ein Dreieck zu conftruiren, wenn ein Höbenperpendifel und fowohl Summe 
als Unterfchied der beiden Scamente der zu ihm gehörigen Seite gegeben find, welde 
zwifchen dem Zußpuncte des Perpendifeld und den Endpuncten der Seite enthalten find. 

Frage 1: Iſt nicht vielleicht mehr als ein Dreieck für diefe Bedingungen möglich ? 

Frage 2: Welder Unterſchied wäre dadurch in unſerer Aufgabe herbeigeführt wor— 
den, wenn es anſtatt „Summe der Segmente“ geheißen hätte: „Seite des Dreiecks, 
auf welche das Perpendikel gefällt wird‘? 
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163. Ein gleichſchenkeliges Dreieck zu conftruiren,, wenn die Summe feiner beiden 
Höhenperpendifel nebit einem feiner Winkel gegeben ift. 

164. Ein gleichfeitiges Dreie zu conjtruiren, wenn die Summe der Seite und des 
Höhenperpendifels gegeben iſt. 

165. Ein ſolches Dreieck zu befehreiben, wenn der Ueberfhuß der Seite über das 
Höhenperpendifel gegeben iſt. 

166. Ein gleichſchenkeliges Dreied zu conftruiren, wenn die Summe eines Scyen- 
feld und des zu ihm gehörigen Höbenperpendifels nebft einem der Winfel gegeben iſt. 

167. Ein Dreied zu conftruiren, wenn eine Seite, die Summe der beiden andern, 
und der von letztern eingeſchloſſene Winkel gegeben find. 

168. Ein Dreied zu conftruiren, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden an- 
dern und der von letztern eingefloffene Winkel gegeben find. 

169. Ein Dreie zu conftruiren, wenn eine Seite, die Summe der beiden andern, 
und einer der Gegenwinfel diefer legtern gegeben find. 

Frage: Macht es Feinen Unterſchied, ob der größere oder Fleinere diefer Gegenwin 
kel gegeben ift. 

170. Ein Dreied zu conftruiren, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden ane 
dern, und der Fleinere von den Gegenwinfeln diefer legtern gegeben find. 

171. Ein Dreieck zu conftruiren, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden an- 
dern und der größere von den Gegenwinfeln diefer letztern gegeben find. 

172. Ein Dreieck zu conſtruiren, wenn eine Seite, die Summe der beiden andern, 
und der Unterfdied der Gegenwinfel diefer legtern gegeben find, 

173. Ein Dreied zu conftruiren, wenn eine Seite, der Unterſchied der beiden an⸗ 
dern, und der Unterſchied ihrer Gegenwinkel gegeben ſind. 

174. In ein gleichſeitiges Dreieck ein anderes ebenfalls gleichſeitiges zu beſchreiben, 
deffen Seiten einzeln ſenkreht auf den Seiten des erſtern ftehen. 


Zweites Bud). 
Bon dem Inhalte geradliniger Figuren. 


Einleitung. 


65. Erklaͤrung. Der Raum, der zwiſchen den eine ebene 
Figur bildenden geraden Linien begriffen iſt, heißt der Innhalt 
oder Flähenraum der Figur. 

L. 6. II, Erkl. 7. 

66. Erklärung. Figuren, welche gleichen Inhalt oder Fläs 
henraum haben, werden gleihfläcig genannt, 

Anmerkung 1. Es ift fait allgemein üblich, anftatt „gleihflädig’ das ein- 
fache „gleich‘ zu gebrauden, fo wie man ſich zur Bezeihnung der Gleichflächigkeit des 
einfahen Gleihheitszeihens (=) bedient. 

Anmerfung 2. Nicht felten gebraudyt man die Namen; Dreied, Bieredıc. anjtatt 
Flächenraum des Dreieds, Flähenraum des Vierecks ꝛc. wie z. B. wenn man fagt 2 
diefes Dreieck, oder Viereck iſt doppelt, oder halb fo groß als dieſes oder jenes; und in 
ähnlichen Fällen. 

67. Erklärung. Wenn man in einer geradlinigen Figur eine 
der Seiten zur Grundlinie oder Bafis nimmt, fo heißt das 
Perpendikel, welches aus der Spiße auf fiegefällt wird, die Höhe der 
Figur. Im Dreieck CAD (Fig. 22) ift AB die Höhe, wenn CD als 
Srundlinie, und CH die Höhe, wenn AD als Grundlinie betrachs 


“tet wird. 


Euel. VI, Erfl. 4. — L. G. III, Erkl. 5. 
Anmertung. Der Grund, warum ein foldes Perpendifel den Namen Höhe führt, 
ift in 29, Zuſ. 1 zu ſuchen. 

Zuſ. Wenn eine Figur fo befchaffen ift, daf über der Grunds 
linie (CD) feine Spitze, fondern eine ihr parallele Seite (AB Fig. 40) 
fi) befindet, fo wird die Höhe der Figur beftimmt durch die Sen 
rechte (AE), welche zwifchen der Srundlinie und der ihr parallelen 
Seite gezogen wird. 

L. G. III, Erkl. 4 und 6. 

68. Erklärung. SParallelogramme (MBCL, MDEL, JDEH 
Fig. 50) heißen zwifchen denfelben Parallelen ftehend, wenn fie eine 
derfelben (GN) oder beliebige Theile (ML, JH) von ihr zu Grundlis 
nien und die andere (AF) oder Theile (BC, DE) von ihr zu den den 
Srundlinien gegenüberftehenden Seiten haben, 

Bon Dreiecfen (ADJ, AEJ, HKL Fig. 51) fagt man, daß fie 
zwifchen denfelben Parallelen ftehen, wenn eine diefer Parallelen (AL) 
oder beliebige Theile derfelben CAJ, HL) ihnen zu rundlinien dienen, 
und die Spigen (D, E, K) aller auf der andern Parallele liegen. 


Sweites Bud. Bon dem Inhalte geradliniger Figuren. 41 


Anmerkung. Diefelbe Erflärung , wie für Parallelogramme , findet für alle dieje« 
nigen geradlinigen Figuren Statt, in denen ein Paar paralleler Seiten vorbanden, und 
eine davon die Grundlinie iftz und eben jo verhält es fid) mit dem, was über Dreiede 
gefagt worden ift. 


Zuf. Figuren, welche zwifchen denfelben Parallelen ftehen, has 
ben gleihe Höhe, und umgekehrt, haben fie gleiche Höhe, fo können 
fie immer zwifchen diefelben Paralleten geftellt werden. 


69. Erklärung. Ein Rechteck heißt das Rechteck zweier Li— 
nien, wenn von zwei am einander grängenden Seiten deffelben die 


eine gleich der einen und die andere gleich der andern diefer Linien ift. 
Eucl. II, Erkl. 1. 


Anmerfung 1. Sind die beiden Linien des Rechtecks (AC, CD Fig. 41) beftimmt, 
fo ift das ganze Rechteck vollkommen beftimmt. Da die Winkel alle Rechte find (58), 
fo haben fie eine beftimmte, für alle gleihe, Größe (19) 5 ferner läßt ſich in demfelben 
Puncte (GC oder D) nur ein einziges Perpendifel errichten (29, Zuſ. 2), fo das fih aus 
zwei gegebenen Linien nur ein einziges Rechteck conftruiren laßt, Hieraus folgt: 

Zuf. 1. Alle Rechtecke, aus denfelben, oder gleichen Linien cons 
ſtruirt, find in jeder Beziehung nleich d. h. conaruent. 

Anmerkung 2. Diefer Zufag wird mit Recht in die Neibe der Grumdfäse geitelit, 
da wir genöthigt find, Dinge als vollfommen glei zu betrachten, bei denen aud für 
fein einziges Paar entiprehender Theile irgend ein Unterfhied Statt findet. 

Anmerkung 3. Unfer Zuſatz gilt nidt für Parallelogramme überhaupt , darum 
weil bier außer der Größe der Seiten aud die Größe der von ihnen gebildeten Winkel 
in Betradt fommt. Der Innhalt zweier in ihren Seiten gleichen Parallelogramme ift 
nad) der größern oder geringern Schiefe ihrer Winkel verſchieden, und zwar wird ders 
feibe deſto Fleiner, je mehr die Schiefe zunimmt; fo it 3. 3. in Fig. 44 CABD> 
CabD > Ca3D (wie im Zufage des folgenden Lehrfages gezeigt werden fol), obſchon 
die Seiten CA, Ca, und Ca von gleicher Größe find. 

Anmerfung 4. Schr häufig bezeidhnet man ein Rechteck (ABDC Fig. 41) mit den 
drei Buchſtaben, die einen feiner Winkel beftimmen 5; indem man 3. B. fagt: Rechteck 
ACD. Der Grund davon liegt darinn, daß bei vielen, namentlich den alten Mathema— 
tifern und denen, welde ihrer Methode treu folgen, drei an einer Linie jtehende Bud» 
ftaben (Fig. |) das Rechteck aus den durch die Buchftaben angegebenen Linien bezeichnen 
wie z. B. Rechteck ACB, anftatt zu jagen Rechteck aus AC und CB. Der mittlere von 
diefen drei Buchſtaben ift derjenige, der mit jedem der äußern verbunden werden muf, 
um die beiden Seiten des Rechtecks zu bezeichnen. Daher aud der Spradgebraud der 
ten, nad weldem man jagt Rechteck aus zwei Linien, oder begriffen unter zwei Li— 
nien, anftatt Flähenrgum des aus diefen Linien conftruirten Rechtecks. So ift Fig. 4 
ABCD das Rechteck aus den Zinien E und F. 


Zuſ. . Das über einer Linie GE befindlihe Quadrat ACEG 
(Fig. 48) d. h. das Quadrat von diefer Linie kann betrachtet werden 
als ein aus zwei gleichen Linien, wie AG, GE, oder CE, EG, oder 
EG, EG befchriebenes Rechte. 

Zuf.3. Quadrate von oder auf gleichen Linien find in jeder Bes 
jiehung gleich, oder congruent, und umgekehrt, find zwei Quadrate 
gleich, fo find es auch die Linien, Über denen fie conftruirt worden, 

70. Erklärung. Zieht man durch einen Punct (G Fig. 52) 
auf der Diagonale (CB) eines Parallelogramms (ABDC) Linien (HE, 
FJ) parallel mit deffen Seiten, fo heißen die beiden Paralleloaramme 
(AFGH und DEGJ), durch welche die Diagonale nicht geht, Ergän: 
zungen; die beiden andern (CHGJ und BEGF) heißen Parallelo: 
gramme um die Diagonale. Der gefammte Raum (AFGEDCA) 
aus den beiden Ergänzungen und einem der Parallelogramme um die 
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Diagonale gebildet, fuͤhrt bei den Alten noch den beſondern Namen: 
yvmuwv 

71. Erklärung Rechtwinkeliges Trapezium heißt 
jedes unregelmäßige Viereck (CAFE Fig. 52, b), in welchem zwei 
Seiten (CA, FE) fenkrecht auf der Srundlinie (AF) ftehen. — 


—— — — — 


Erſter Abſchnitt. 


Ueber den Inhalt von Rechtecken und Quadraten, die 
uͤber gegebenen Linien oder einzelnen Stuͤcken 
derſelben ſtehen. 





72. Lehrſatz. Die Summe mehrerer Rechtecke (LJ), QH, PG 
Fig. 44), welde gleihe Höhe aber verfchiedene Grundlinien haben, 
ift gleich einem einzigen Rechtecke (LG), deſſen Höhe cbendiefelbe, 
die Grundlinie aber fo groß als die Summe aller gegebenen Grund» 
linien iſt. 

Eucl. II, 1. 

Vorbereitung zum Beweife. Man ftellt die verfchiedenen Recht: 
ecke mit ihren gleichen Seiten, weldye die gemeinfchaftlidhe Höhe dar: 
ftellen, neben einander ; alsdann machen diefe nur ein einziges Rechts 
ed LFGK aus (21 und 32). 

Deweis. Leicht. 

Zuf. 1. Das Quadrat (AE Fig. 48) über der Linie GE ift fo 
groß als die Rechtecke (AF, BE) zufammen genommen, die man aus 
der Verbindung der ganzen Linie (GE) mit jedem der Stücke (GF, 
FE) erhält, in die fie getheilt if. 

Eucl. II, 2. 

Zuf. 2. Wird eine Gerade (GE Fig. 48) in zwei beliebige Stu: 
de (GF, FE) getheilt, fo ift das Rechteck (GD) aus der ganzen Li: 
nie und einem diefer Stäcfe (FE) fo groß als das Quadrat von eben 
diefem Stüde und das Rechteck aus beiden Stüden zufammen ges 
nommen. 

Eucl. II, 3. 

Zuf. 3. Wenn von zwei Nechtecfen (JHPQ und NOHJ Fig. 49), 
welche diefelbe oder nleichgroße Örundlinien haben, dag eine (JHPQ) 
zur Höhe eine Linie (IQ) hat, die halb fo groß ift, als die. Höhe (IN) 
des andern, fo ift auch ftets der Flächenraum des erftern, die Hälfte 
von dem Flächenraume des leßtern. Daffelbe findet Statt, wenn bei 
gleichen Höhen, die Grundlinie (IQ) des einen (PQJH) halb fo groß 
ift als die Grundlinie (NJ) des andern (JHON). 

Anmerkung. Allgemein ijt bei zwei Rechtecken der Flächenraum des einen genau 
der fo vielte Theil von dem Innhalte des andern, der wie vichte Theil, bei gleichen 
Grundlinien, die Höhe des erftern von der Höhe des andern, oder bei gleichen Höhen, 
die Grundlinie jenes von der Grundlinie diefes ift. 


73. Lehrfag. Derlinterfchied der Flächenräume zweier Recht: 
ecke (KLPH und QPHJ Fig. 44), die zwar verfchiedene Örundlinien 
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(KH, HJ) aber gleiche Höhe haben, ift gleich einem Rechtecke (L.QJK) 
von eben dieſer Höhe, deſſen Grundlinie (KJ) gleich dem Unterfchiede 
beider gegebener Grundlinien ift. 


Vorbereitung zum Beweife. Man legt das kleinere Rechteck 
OPH)J fo innerhalb eines der Winkel KPH vom gröjjieren, daß die 
Seite JH auf KH und mithin PH auf PH falle. 

Beweis. Leicht. 

Anmerkung. Diefer und der vorhergehende Sad laffen ſich, wie man leicht ficht, 
in einen einzigen allgemeinern Sag vereinigen, nämlid : die algebraifihe Summe mebrerer 
Rechtecke, Die verfhiedene Grundlinien aber gleihe Höhen haben, ift gleichflächig einem 
Rechtecke von eben diefer Höhe und einer Grundlinie, die glei der algebraifhen Summe 
aller gegebenen Grundlinien ift. 

74. Lehrfag. Wird eine Gerade (GE Fig. 48) in zwei belies 
bige Stücke (GEF, FE) getheilt, fo ift das Quadrat (AE) der ganzen 
Linie fo groß als die Summe der Quadrate (AJ und JE) der beiden 
Stücke und des doppelten Rechtecks (JG und JC) aus diefen Stüden. 

Encl, I, — L. 6G. In, 8. 

Beweis. Aus 69, 72 und den beiden Zuſaͤtzen. 

Anmerkung 1. Diefer Zehrfag ift der geometrifche Ausdrud der algebraifdhen For» 
mel: (ab)? —=a?+b?-+2ab, weßhalb aud in der Figur die einzelnen Stüde 
demgemäß bezeichnet find. Es wird freilich, wie man nicht überjchen mag, Dabei etwas 
vorausgefest, was erit fpäter (203) bewiefen werden kann, daß man nämlich für das 
Quadrat von einer Linie, und für das Rechteck aus zwei Linien beziehungsweiſe fegen 
darf die zweite Potenz einer Zahl und das Product zweier Zahlen ”). 

Zuf. I. Theilt man eine Gerade in zwei gleiche Theile, fo ift 
das Quadrat jedes derfelben viermal fo Elein als das Quadrat der gans 
zen Linie. 


Zuf. 2. Das Quadrat (AJ) von dem einen der Theile (GF) ift 
fo groß, als der Unterfchied zwifchen dem Quadrat der ganzen Linie 
und zwifchen der Summe des Quadrates von dem andern Theile und 
des doppriten Rechtecks aus beiden Theilen. 

Anmerkung 2. Man kann die Linie GF als den Unterfibicd von zwei gegebenen 
Linien GE, FE betrachten, und unfern letzten Zufas daber aud fo ausdrüden: 
(GE—FE)q = GF,— FE, — 2GF,FE 
= GE, — FE, — 2GE,FE+ 2PE, 
= GE„+ FE, — 2GE,FE d. b. 

Zuf. 3. Das Quadrat von dem Unterfchiede zweier Linien ift 
gleich dem Weberfchuffe der Summe der Quadrate beider Linien über 
das doppelte Nechtecf aus beiden. 

Anmerfung 3. Diefer dritte Zuſatz it die geometriſche Ucberfegung der algebraifhen 
Zormel: (a — b)? — a? + b? — 2ab. 

L. G. III, 9. 

Anmerkung 4. Diefer Lehrfas (74) kann noch viel allgemeiner auf folgende Weiſe 
ausgeſprochen werden: Theilt man eine gerade Linie in eine beliebige Anzahl beliebiger 
Theile, fo ift dad Quadrat der ganzen Linie, gleih der Summe der Quadrate aller 
einzelnen Theile vermehrt um die doppelte Summe aller derjenigen Rechtecke, welche ſich 
aus je zweien dieſer Theile conſtruiren laſſen. Wäre z. B. die Linie in die Stüde a, 
b,c, d getheilt, fo hätte man: 

abe =utb tat 2darb 4 2a,c + 2b:c: 
Anmerkung 5. Unter Berüdfihtigung defien, was wir in der erften Anmerkung 


*) Der Einfachheit halber fol Fünftig dad über einer Linie, wie 4.8. AB, befchrie: 
bene Duadrat, durch ABq und das aus zwei Kinien, wie z. ® AB und CD, als be: 
fimmenden Seiten confiruirte Rechte durch AB,CD bezeichnet werden. 


Anın. d. U. 
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erinnert haben und fpäter (203, 3. 2 und 3. 5) ermweifen werden, daß man Quadrate 
durch zweite Potenzen von Zahlen, und Rechtecke durch Produfte aus Zwei Zahlen dare 
ftellen kann, können wir unfern in der vorigen Anmerkung angeführten Sas, durch die 
—— Formel; (a +b+c)?=a? +b? + c? +2ab+ 2ac+ 2be ausdrücken. 
. Big. 53. 

75. Lehrſatz. Wird eine Gerade (AD Fig. 56) in zwei belies 
bige Stuͤcke (AC, CD) getheilt, fo find das Quadrat der ganzen Lis 
nie und das eines der Theile (CD) zufammen fo groß als dag doppelte 
Rechteck aus der ganzen Linie und eben diefem Abfchnitte (CD) und 
das Quadrat des andern Abfchnitts (AC) zufammen. 

Eucl. II, 7. 

Vorbereitung zum Beweife. Befchreibe über AD das Quadrat 
ADFK; nimm ED—=CD, ziehe EL und CJ (verlängert) parallel mit 
AD und DEF; nimm auf der verlängerten DF, FG=CD=—)JF und 
vollende das Duadrat FGHI. ' 

Erfter Beweie. Aus der Betrachtung, daß ALED—MHGE. 

Anmerkung. Man Pann diefen und die fünf folgenden Säge ſehr leicht durch Hülfe 
der Formeln erweifen,, deren in der Iten und 5ten Anmerkung zum vorigen Sage Er- 
wähnung geſchah. Da man die Hülfe einer Figur dabei ganz entbehren Fann, fo wollen 
wir diefe Beweife Beweiſe obne Figur nennen, 

Zweiter Beweis. Es fei (a-+b) die ganze Linie, a und b ihre 
Stuͤcke; fo ift 

(ab)? +b? a? +-2ab +b? + b? 
a? + 2ab + 2b? 
— 2 (a+b) b-+a2.. 

76. Lehrſatz. Wird eine Gerade (AB Fig.58) in einem (C) 
von zwei Puncten (C und D) in zwei gleiche Theile (AC, CB) und 
„in dem andern (D) in zwei ungleiche Stuͤcke (AD, DB) getheilt, fo 
find das Rechteck aus den beiden ungleihen Stüden und das Quadrat 
des zwifchen den beiden Theilpuncten liegenden Stuͤckes (CD) zufams 
mengenommen, fo groß als das Quadrat von jeder der Hälften (AC 
oder CB). 

Eucl. II, 5. 

Vorbereitung. Befchreibe Über AC ihrQQuadrat AFHC; nimm 
AE=AD; vollende das Rechte AEJB, und ziehe DG parallel mit 
AF, fo ift: BDLJ das Rechteck aus den ungleichen Stüden und GHKL 
das Quadrat von CD, | 

Erfter Beweis. Aus der Betrachtung der Figur, wo BCKJ = 
AFGD. 

Zweiter Beweis. Ohne Figur. Die ganze Linie ſei a+b; 


alfo jede ihrer Hälften + ; und das zwifchen den Theilpuncten 


enthaltene Stuͤck ar — b. Run if 
+ (° 2b) — 240 ee Fo 4+0 
| 3 ti bee 


- 


I 


- 





l 
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77. Lehrſatz. Theilt man eine gerade Linie (AB Fig. 59) in 
zwei gleiche Theile (AC, CB) und verlängert fie beliebig (bis D), fo 
ift das Rechteck aus der ganzen fo verlängerten Linie (AD) und aus 
der Verlängerung (BD) mit dem Quadrate von der Hälfte (BC) der 
gegebenen Linie (AB) zufammengenommen fo groß als das Quadrat 


der Linie (CD), die aus der Hälfte und der Verlängerung befteht. 
Eucl. II, 6. 


Vorbereitung zum Beweife. Befchreibe über CD das Quadrat 
CDHG, nimm DL=DB; vollende das Rechteck ADLJ; ziehe aus B 
BF||DG, fo ift ADLJ das Rechteck aus AD und BD, fo wie KEFH 
das Quadrat von BC. 

Erjier Beweis. Aus Betrachtung der Figur, wo Rechteck CKIA 

Zweiter Beweis, Ohne Figur. Die gegebene Linie fei a, ihre 
Verlängerung b, fo ift 

a\2 a\2 a\? a 
(a+b) b+{3) =ab+b2+ (2) = 5) +2. b-+b2 
2 2 2 2 
2 2 

Anmerkung 1. Man fieht leiht, daß diefer und der vorige Sat (76) eigentlich 
nur einen einzigen Sag ausmadyen, indem fie ſich blos darin unterj&eiden, daß während 
AD in jenem der Unterſchied von AB und DB war, fo ift es in diefem die Sum 
me eben diefer Linien. 

Anmerfung 2, In unferm Sage ift CD,— CB, +BD,AD 
und mithin BC, = CD, — BD,AD 
während im vorhergehenden Sahe war BD,—=CD,—+ BD,AD 
Es ift alfo das Quadrat der halben Linie einmal dem Unterfchiede, und das andere mal 
der Summe von einem Quadrate und einem Rechtecke gleich. In der Algebra würde 
man fagen: da die BD in dem einen Sage auf der entgegengejegten des Punctes D als 
in dem andern liegt, fo ift die eine in Beziehung auf die andere negativ und daher auch 


das ganze Rechteck ausAB, BD in dem einen Satze von entgegengefegter Beziehung als 
in dem andern. 


78. Lehrfag. Theilt man eine Gerade AD (Fig. 57) in zwei 
beliebige Stuͤcke (AC, TD) und verlängert fie um die Länge eines ders 
felden (DB DC), fo ift das Quadrat der ganzen fo entitandenen Lis 
nie (AB) fo groß als das vierfache Rechteck aus der urfprünglich ges 
gebenen Linie (AD) und dem der Verlängerung gleihen Stuͤcke (DC) 


zufammengenommen mit dem Quadrate des andern Städes (AC). 
Eucl. II, 8. 


Vorbereitung. VBefchreibe über AB das Quadrat ABGK, nimm 
EF=EB=DB—DC, ziehe EO und FL|] AB, und DH, CJ || BG. 

Erſter Beweis. Es ift KIML = AC,; ferner LMPO —=OPCA 
=JHNM ==HGFN; thut man jedem derfelben eing der vier Luadras 
te PBEQꝛc. hinzu, fo erhält man vier gleihe Rechtecke, jedes gleichs 
flähig mit ADQO ıc. 

Zweiter Beweis. Ohne Figur. Es fei at b die gegebene Lis 
nie, ihre Verlängerung b, fo ift 
(a+b-+ b)?= (a + %)?—=a?+4ab+4b?—4 (a+b) b-+a? 

79. Lehrſatz. Wenn man eine gerade Linie (AB Fig. 60) in 
einem (C) von zwei Puncten halbirt, und in dem andern (D) in zwei 
ungleiche Stücke theilt, fo ift die Summe der Quadrate der beiden 
ungleichen Stuͤcke (AD, DB) doppelt fo groß als die Summe der Quas 
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drate von der halben Linie und von dem zwifchen beiden Theilpuncten 


enthaltenen Stücke (CD). 
Eucl. II, 9. 
Vorbereitung. Errichte auf AB in D die Senfrechte DI— AB, volls 


ende das Rechteck ADJIL; nimm DG—=AC—=CB; und DF—=DB; ziehe 
durch G und F die Geraden GM und FN || AB; vollende das Quadrat 
DFEB, made endlid KH=DB, und ziehe HQ || AB. 

Erfter Feweis. Es ift NEIL — AD,, FEBD—= DB,, MPKT 
—ACPM = AC,, HQPG = OFGP—=CD,, und BEFD — BEOC 
— CDFE—= ACON— HQIK ıc. 

Zweiter Beweis. Ohne Figur. Die in Rede ftehende Linie fet 


a 


ab, fo ift ihre Hälfte En, und das zwifchen den beiden Theil 








puncten enthaltene Stuͤck t_, oder — alfo 
at b\?2 ab 2 a-t b\? Fe, — 
( —— —b) = + 
>) +07) =) +55) 
3242 bb? — ab+ b2 
zZ 4 4 


24242 b? ax a? —+-b2 
F 4 — — 
und daraus — 
— a-b ab 2 
+22 [( 5) IC 2 -)) 

80. Lehrſatz. Theilt man eine gerade Linie (AB Fig. 61) in 
zwei gleiche Theile, und verlängert fie um ein beliebiges Stuͤck (BD), 
fo ift das Quadrat von der ganzen verlängerten Linie (AD) und dag 
von der Verlängerung (DB) zufammengenommen doppelt fo groß alg 
die Summe der Quadrate von der Hälfte (CB) und von der EinielCd), 
die aus der Hälfte und der Verlängerung gebildet wird, 

Eucl. IT, 10. 

Vorbereitung. Conftruire über AD das Quadrat ADJL; nimm 
Db=DB, ferner DF=BD; FG=BC=AC, ziehe durch F und G 
Parallelen mit AD, und eben fo durch B und C Parallelen mit AL, 
und vollende endlich das Quadrat DFeb. 

Erjter Beweis. Es ift LKPM = MPON — AC,„, PGDC= 
CD,, und KGJP, NACO und FebD find zufammen aud) fo gro ale 
CD, 6. 

3 Zweiter Beweis. Ohne Figur. Die gegebene Linie fei a; ihre 


Hälfte alfo 3: die Verlängerung b, dann ift 
an? 2 a? 2 
6) +(5+b) =7t+t7 ++ 
„+2 ab+2b2 (a--b)?-+b?, 
gere alſo 














(@+92+52=2 [(2)’+(2+9)"] 
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. Anmerkung, Man fieht ſowohl aus dem Berweife, ald aus der Figur, daß diefer 
Sas mit dem vorigen wiederum nur einen einzigen Sag ausmacht, indem allein hier AD 
> AB ift, während dort AD< AB war. 

81. Lehrſatz. Der Unterfchied zweier Quadrate (GCAH und 
KJIBC $ig. 62), die über zwei ungleichen Linien (GC, KC) befchries 
ben find, ift fo groß als das Rechteck aus der Summe (GC-HKC) und 
dem Unterfchiede (GC—KC) diefer Linien. 

L. 6. II, 10. 

WVorbereitung. Bringe das fleinere Quadrat KIBC fo in das grds 
Gere, daß zwei ihrer Eden zufammenfallen; verlängere HG, AC fo, daf 
GF=CD=CK wird. Ziehe FD ıc. 

Beweis. Aus 74, 72, und 69, Zuf. 1. 

Anmerfung, Diefer Lehrſatz ift der geometriſche Ausdruck der Formel: a? — b? — 
(a+b).(a—b). 

Zuf. 1. Das Quadrat (AFHC Fig. 58) über der Hälfte (AC) 
einer Linie (AB) conftruirt, ift größer als das Rechteck (LB) aus zwei 
beliebigen ungleichen Stücken (AD, DB), deren Summe gleid) derfels 
ben Linie (AB) ift; es ift demnach das größte Rechteck unter allen, die 
ſich überhaupt aus zwei Stüden confiruiren laffen, in die man eine 
Serade zerlegen kann. 

Beweis. Es ift BD,BJ —=(CD,CK+BC,BJ—=CD,CcK+ AD,AF 
<ZAC.. 
= Anmerkung 1. Diefer Zufag hätte auch, und fajt no einfaher aus 76 gefolgert 
werden können. I. 

Zuf. 2. Die Summe der Quadrate von zwei ungleihen Stücken 
(AD, DB $ig.58) einer Geraden ift größer, als die Summe der Auas 
drate ihrer beiden Hälften (AC, CB). 

Beweis. Nah (74) iſt 

DB, + AD, + 2AD,DB=AB, 
=—44C,, 
aber nach dem vorigen Zufaße ift, 
QAD,DB<QAC,, mithin 
DB,—+ AD, >2AC.. 

Anmerfung 2. So wie alfo das Duadrat über der Hälfte einer Linie ein Maris 
mum für alle Rechtecke ift, die ih aus zwei Stüden der Linie conftruiren laffen, fo ift 
u en eben diefer Hälfte ein Minimum für die Summe der Quadrate von 
dieſen 


Zweiter Abſchnitt. 
Von dem Flaͤchenraume der Dreiecke und Parallelogramme. 


82. Lehrſatz. Parallelogramme (MBCL und MDEL Fig. 50), 
welche auf derſelben Grundlinie (ML) und zwiſchen deuſelben Paralle— 
len (AF, GN) ſtehen, und mithin (68, Zuſ.) gleiche Höhe haben, find 
gleichflaͤchig. 

Eucl. I, 35. — L. G. III, 1. 
Beweis. Da AMBED—= A LCE (45, Zuſ.), fo braucht man 
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nur A CDK von beiden abzuziehen, und darauf A MKL zu addiren, 
um die Nichtigkeit unferes Satzes einleuchtend zu machen. 

Zuf, 1. Ein Parallelogramm (MC) ift gleihflähig, mit dem 
Rechtecke, OPLM, das auf derfelben Grundlinie (ML) fteht, und deſſen 
andere Seite der Höhe (MO, oder PL) des Parallelogrammıs gleich iſt. 
Die a ne Bade: das eigentliche Maaß für die Parallelogramme. 

L. G 1, Zu 

Anmerkung 1. Dun Hülfe diefes Sage wird der erfte Theil der zwölften Aufgabe 
im zweiten Bude gelöft. 

Zuf. 2. Sedes Parallelogramm (MOPL, MBCL, MDEL) ift das 
Doppelte von einem Dreieck (MRL), mit weldem es auf derfelben 
Srundlinie (ML) und zwifchen denfelben Parallelen ſteht. 

Eucl. I, 4. — L. 6. III, 2, 3uf. 1. 

Beweis. Aus56, Zuf. 1 und unferm Hauptfage, nachdem MA 
|| RL geyogen worden. 

Anmerkung 2, Vergleicht man diefen Zufas mit dem erften Zuſatze des frühern Sa— 
des (56), To fieht man, daß das was dort von Dreieden erwiefen wurde, welche mit den 
Parallelogrammen einen gemeinſchaftlichen Winkel haben, bier auf Dreiede ausgedehnt 
wird, deren Winfel ganz beliebig von denen der Parallelogramme verfhieden fein können. 

83. Lehrſatz. Parallelogramme (MBCL und JDEH $ig. 50), 
welche auf gleichen Grundlinien (ML, JH) und zwifchen denfelben Pas 
tallelen (GN und AF) ſtehen, alfo gleiche Höhe Haben (68, Zuf.), find 
gleichflaͤchig. 

Euel. I, 36. 

Vorbereitung. Ziehe MD, LE. 

Deweis. Aus 54 und 82. 

Zuf. 1. Don zwei Parallelogrammen, die auf derſelben, oder 
anf gleihen Grundlinien ftehen, ift dasjenige das größere, welches 
die größere Höhe hat; eben fo ift bei gleichen Höhen aber verfchiedes 
nen Grundlinien, dasjenige das größere, welches auf der größern 
Grundlinie fteht. 


Zuf. 2. Wenn die Höhe eines Parallelogrammes ein aliquoter 
Theil von der Höhe eines andern ift, während ihre Grundlinien gleich 
find, oder wenn bei gleichen Höhen die Srundlinie des einen ein alis 
quoter Theil von der des andern ift, fo ift das erfte Parallelogramm 
derfelbe aliquote Theil von dem zweiten, welcher Die Höhe von der Hds 
he, oder die Srundlinie von der Grundlinie ifl. (82, Zuf. 1 und 
72, Zuf. 3) 

84. Lehrſatz. Dreiede (ADJ, AEJ, HKL $ig. 51), die auf 
berfelben Grundlinie (AJ), oder auf gleihen Grundlinien (AJ, HL) 
und zwifchen denfelben Parallelen (BK und AL) ſtehen und mithin gleis 
che Höhe haben (68, auf.) find — 

Eucl. I, 37. — L. ‚2,3 

Vorbereitung. Bollende Ya —— BJ, CJ, GL. 

Beweis. Aus 82, und 56, Zuf. 1. 

Anmerkung 1. Leit ift es, durch indirecten Beweis das umgekehrte unſeres Sa⸗ 
des darzuthun, nämlich: zwei aleichflädige Dreiecke, welche auf derfelben oder auf gleis 


hen Grundlinien ſtehen, laffen ſich jtets zwiſchen diefelben Parallelen legen, Fig. 51. 
Eucl. I, 39, 40. 


Zuf. 1. Der Slähenraum eines Dreiecks ift die Hälfte von dem 
eines Rechtecks, wenn beide gleihe Grundlinien und Höhen haben 
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(82, Zuf. 1 und 2), fo daß die Rechtecke das natärlihe Maaf für 
den inhalt eben fo der Dreiecke, wie der Parallelogramme find. 

Anmerfung 2. Ausführliher wird über diefen Gegenftand im vierten Buche gehan- 
delt werben. ſ. 203, 3. 1, 3, 5. 

Anmerkung 3. Man kann nun aus dem zweiten Buche der Aufgaben folgende lö— 
fen: 12 (zweiter Theil), 21, und 29. 

Zuf. 2. Don zwei Dreieden, die gleiche Höhe haben, ift das» 
jenige dag größere, welches die größere Grundlinie hat, und eben fo 
ift bei Gleichheit der Grundlinien das Dreieck das größere, welches 
die größere Höhe hat. 

Zuf. 3. Wenn die Höhe eines von zwei Dreiecken, welche gleis 
he Srundlinien haben, ein aliquoter Theil von der Höhe des andern, 
oder wenn, bei gleichen Höhen, die Örundlinie des einen ein aliquo: 
ter Theil von der des andern ift, fo bildet das erficre Dreieck ſelbſt 
denfelben aliquoten Theil von dem zweiten, welchen die Höhe von der 
Höhe oder feine Örundlinie von der Örundlinie des zweiten ausmacht. 
(Zuf. 1, und 72, Zuf. 3) 

Anmerfung 4 Man kann nun die 13te Aufgabe des zweiten Buches löſen. 

85. Lehrfas. In jedem Parallelogramm (ABCD Fig. 52) find 
die Ergänzungen (70) AFGH und GEDJ gleichflädyig. 

Eucl. I, 43. 

Beweis. Aus 45, Zuf., angewandt auf die drei Dreiecfspaare, 
CAB, BCD — GEB, BGE — CHG, CGJ. 

Anmerfung. Auf diefem Sage berubt die Auflöfung alter Mufgaben, wo man ein 
Parallelogramm oder Dreieck auf einer gegebenen Grundlinie conftruiren fol, fo daß fein 
Flächenraum dem einer gegebenen geradlinigen Figur gleih it; und man fann daher nun 
aus dem zweiten Buche folgende Aufgaben löſen: 14, 15, 16, 23, und 24. " 

86. Lehrſatz. Der Flähenraum eines Paralleltrapeziums d. 5. 
eines folhen unregelmäßigen Vierecks (ECAB Fig. 55%), in welchem 
zwei Gegenfeiten (AC, EB) parallel laufen, ift glei der Hälfte des 
Rechtes aus der Summe der beiden parallelen Seiten und ihrer Ent» 
fernung von einander d. h. dem Perpendifel (CD), das man von eis 
nem beliebigen Puncte der einen diefer Parallelen auf die andere fällt. 

Vorbereitung. Ziehe die Senfrechten CD, AF, die gleich find, 

Beweis. ECAB = ECD + CDFA + FAB 
— LED,DC+DF,DC+ 4 FB,FA (82, 3.2) 
— IcCD, (CA-+EB). (79 

Anmerkung 1. Diefer Say wird von Pappus in feinen Zehnfägen zu Apollohius 
Kegelfehnitten (I, 8) als befannt vorausgefegt. 

Anmerkung 2. Wäre das Paralleltrapez rechtwinkelig, fo würde AF mit AB zu— 
fammenfallen, aljo AB=CD fein, woraus fi) ergiebt folgender 

Zuf. Der Flähenraum eines rechtwinkeligen Paralleltrapeziums 
(CEFA $ig. 55°) ift gleich dem eines Rechteck, deffen eine Seite gleich 
der an den rechten Winkeln anliegenden Seite des Vierecks, die andere 
gleich der halben Summe feiner beiden parallelen Seiten ift. 

Anmerfung. Im vierten Bude (203, Zuf. 8) foll diefer Say noch auf eine andere 
Weife ausgedrüdt werden. 

87. Lehr ſatz. In jedem rechtwinkeligen Dreiecfe (BCA Fig. 63) 
ift das Quadrat der Hypotenufe (AB) fo groß als die beiden Quadrate 
der Catheten (BC, AC) zufammen genommen. 

Eucl. I, 47. — L. 6. II, 11. 

v. Swinden Geometrie, 4 
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Vorbereitung. Man ziehe die Gerade CLK || AD oder BE, mit: 
hin fentrecht auf AB, und außerdem noch, AF, CE, BJ, CD. 

Beweis. Durch Hülfe des frühern Satzes (45) beweift man, 
daß A BAJD ACAD und A ABFO A CBE; und daher, wegen 84, 
Zuf. 1, AD,DK=AC, und BE,EK=BC, ı. 

Anmerfung 1. Diefer Sas heißt der pythagoräiſche Lehrſatz und ift un- 
ter diefem Namen allgemein befannt. Einen ſehr einfachen Beweis deffelben kann man 
dur Hülfe der Lehre von der Aehnlichkeit der Dreiede führen; wir werden ihn in dem 
vierten Buche (209, Anm. 3) mittheilen ”). 

Anmerkung 2. Unfer Sag ift nur ein befonderer Fall eines allgemeinern alle Dreiecke, 
wie auch ihre Winkel befhaffen fein mögen, betreffenden Lehrſahes, der zuerft von Pap- 
pus in feinen mathematijhen Sammlungen (TV, 1) aufgeftellt und fpäter von Castillon 
jehr erweitert wurde, Man fehe des legtern ſchöne Abhandlung in den Mem. de l’Acad. 
de Berlin 1766 p- 351. Wir werden diefen Sag etwas fpäter (90) folgen laffen. 

Anmerkung 3. Unfer Lehrſatz giebt ein fon von Pythagoras gefundenes und von 
Vitruvius (Archit.. IX, 2) vorgetragenes Mittel an die Hand, die Nichtigkeit eines 
Winkelhakens zu prüfen, Man trage dur Hülfe eines beliebigen aber genauen Maß- 
ftabes von der Spige des rechten Winfeld aud auf der Kante des einen Arms drei Län⸗ 
gen auf, und auf der des andern eben folder Längen vier. Die beiden fo erhaltenen 
Endpuncte auf den beiden Armen müffen, foll der Winkelhafen richtig fein, genau um 
fünf der genannten Längen von einander entfernt fein. — In dem fünften Buche wer— 
den wir nod ein anderes Mittel zu diefer Prüfung angeben. 

— 4. Man kann nun die Aufgaben: 25, 27, und 28 des zweiten Buches 
auflöfen. 

Zuf. 1. Fällt man aus der Spiße (C) des rechten Winkels ein 
Perpenditel (CL) auf die Kypotenufe, fo ift das Quadrat einer Cas 
thete (CA) gleich dem Rechtecke aus der ganzen Hypotenufe und dem: 
jenigen von den beiden durch das Perpendikel gebildeten Segmenten 
derfelben, welches an der Cathete anliegt (AL). 

Eucl. X, i1ter Zebnfag zu S. 34. 

Anmerkung 5. Diefer Sag ift offenbar ſchon in dem Beweife des Hauptfages ent- 
halten, und wird bier nur noch befonders hervorgehoben. Er kann audy aus der Betradh- 
tung ähnlicher Dreicde, oder aus dem Ptolemäiſchen Lehrſatz hergeleitet werden ; fiche 209, 
Zuf. 2, und 275, Anm, 4. 

Zuf. 2. Sn jedem vechtwinkeligen Dreiecke ift dag Quadrat jes 
der Eathete gleich dem Weberfhuß des KHypotenufenquadrates über 
das Quadrat der andern Cathete, und demnach (81) gleich dem Rechts 
ecke aus der Summe der Hypotenufe und der andern Cathete und aus 
dem Unterfchiede eben diefer beiden Linien. 

L. G. III, 11 3uf. 1. 

Zuf. 3. Das Rechte aus der ganzen Hypotenuſe und einem ih» 
rer Abfchnitte CAL) ift gleich dem Nechtecke aus der Summe und dem 
Unterfchiede der Hypotenufe und der andem genannten Abfchnitte (AL) 
nicht anliegenden Cathete (CB). 2 

Zuſ. 4. Wenn zwei rechtwinfelige Breiecke (ABC, ABD $ig. 22 

und 23) diefelbe Höhe haben, fo find: 
1). die Summen der Quadrate von der Hypotenuſe des einen und 
von der Grundlinie des andern Dreiecks von gleicher Größe; alfo 

AD, + BE, =AC, + BD,; 

2) der Unterfchied der Quadrate der Hypotenuſe und der Grundli— 
a di d bt ed i d ⸗ 
Al —— Bean en en were In febe Eu 


bedeutenden Nebenumftänden von einander abweihen. Man fehe die in der Einleitun 
angeführten beiden Schriften von Hoffmann und Müller. ; ’ 
Anmerki desilleberf. 


Bon dem Flähenraume der Dreiede und Parallelogramme. 51 


nie in dem einen Dreieck ift gleich dem Unterfchiede der Quadrate 
der entfprechenden Seiten des andern Dreiecke; alfo AD,— BD, 


==AC,„—BC.,. 

Anmerkung 6. Der zweite Theil unferes Zufages könnte aud jo ausgedrüdt werden: 

Zuf. 5. In jedem Dreiecke CACD) ift der Unterfchied der Qua: 
drate zweier Seiten (DA, CA) gleich dem Unterfchiede der Quadrate 
von den beiden Abfchnitten (DB, BC) der dritten (nöthigenfalls vers 
längerten) Seite, welche durch das aus der Spiße ihres Gegenwinkels 
auf fie gefällte Perpendikel beftimmt werden. 

Anmerkung 7. Diefer legte Sas findet ſich ſchon bei Pappus (VII, 120). Da er 
blos den Fall betrachtet, wo (Fig. 23) das Perpendifel innerhalb des Dreieds fältt, fo 
fügt er, nachdem er die Seite CD in F halbirt hat, no hinzu: „Der Unterfdied der 
Duadrate der Seiten (AC, AD) ift doppelt jo groß ald das Nedte aus der dritten 
Seite (CD) und demjenigen Stüde (BF) von ihr, weldes zwiſchen dem Fußpuncte des 
Perpendikels und dem Halbirungspuncte enthalten iſt.“ Die Richtigkeit dieſes Sahes läßt 
fi leicht nachweiſen. 

Zuſ. 6. Sn einem gleichfihenfeligen und rechtwinkeligen Dreiecke 
ift das Quadrat der Öypotenufe doppelt fo groß als das Quadrat jeder 
Sathete. 

L. G. IIL, 11 uf. 3 

Anmerkung 8. Die Diagonele eines Duadrates ift eine ſolche Hypotenuſe in Bezie— 
hung auf die Duadratfeite als Gathete. 

83. Lehrfag. Wenn in einem Dreiecke (DEH Fig. 64) die 
Quadrate zweier Seiten zufammen fo groß find als das Quadrat der 
dritten Seite, fo ift der Gegenwinkel der leßtern ein Rechter, 

Eucl, I, 48. , 

Vorbereitung. Man errichte auf EH in H die Senkrechte HJ, 
mache fie gleih DH und ziehe EJ. 

Beweis. Aus 87 und 50. 

Anmerkung. Man Ffann den Beweis aud) indirect führen. 

- 89. Lehrſatz. Fälle man im einem rechtwinfeligen Dreiecke 
(ACB $ig. 65) aus der Spige des rechten Winkels ein Perpenditel 
(CL) auf die Hypotenufe, fo iſt das Quadrat deffeiben gleich dem Recht: 
ecke aus dem beiden Abfchnitten (AL, LB), in welche die Hypotenuſe 
durch das Perpendikel geheilt wird, und umgekehrt: wenn in einem 
Dreiecke das Quadrat eines Höhenperpendikels gleich ift dem Rechtecke 
aus den beiden Abfchnitten, im welche die zugehörige Seite durch dafs 
felbe getheilt wird, fo tft der Winkel, von deffen Spige das Perpen— 
dikel ausläuft, ein Rechter. 

Eacl. X, Lehnſ. zu S. 34. 

Beweis. Aus 87, Zuf. 25 87, Zuf. 1 und 73. 

Beweis für die Umkehrung. Entweder indirect durch Hilfe des 
erften Theiles vom Sage, oder indirect aus S. 87, angewandt auf 
die Dreiecke BCL und ACL, und damit verbunden ©. 74 und ©. 88, 

Anmerkung 1. Man kann diefm Sag auch durch Hülfe von Eigenſchaften ſowohl 

ähnlicher Dreiede, als des Kreifes bemeifen, wie dieß in dem vierten Buche (209, 3.1) 
und im fünften (252) geſchehen fol. ö 

Anmerkung 2. Unfer Sat ift der erfte Hülfsfag des Pappus zum fünften Buche 
deö Apollonius; er fügt noch hinzu: „ift das Quadrat des Perpendikels Fleiner ald das 
Rechteck aus den Abfchnitten der Seite, fo it der Winkel ein jtumpfer, im entgegengee 

fegten Falle aber ein fpiger’’ was ſich durch Hülfe des S. 44 leicht darthun läßt. 

Zuſ. Die gerade Linie (CH), welhe man aus der Spige des 

rechten Winkels nach dem Halbirungspuncte der SUPER zieht, iſt 
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gleich der halben Hypotenuſe; und umgekehrt ift die Gerade, welche 
man aus dem Halbirungspuncte einer Seite nach der Spike des Ge: 
genwinfels zieht, der Hälfte diefer Seite glei, fo ift jener Winkel 
ein Rechter. 
Beweis. CH, —HL, =CL, (87, 3.2)=BL,LA (89) 
—(BH— LH), (BH-HLH) 
—=BH,—LH, (80 
alfo CH, —=BH,, und mithin 
CH=BH. 
Beweis für die Umkehrung. Ziehe CL fenfrecht auf AB, fo ift. 
CL,=CH, — HL, =AH,—LH,=AL,LB (76) 
alfo Winkel BCA ein Recter. 

Anmerkung Z. Man Fann nun die 16te und 20te Aufgabe des zweiten Buches 

auflöfen. : 

90. Lehrſatz. Sn jedem Dreiecke ift das Quadrat einer Seite 
(AB $ig. 66) größer oder fleiner als die Summe der Quadrate der 
beiden andern (CAC, BC), je nad) dem der von ihnen eingefchloffene 
Winkel ein ftumpfer oder fpißer ift, und zwar größer oder fleiner um 
das doppelte Rechteck aus einer der beiden leßtern Seiten (AC) und 
dem Stücke (CD) von ihr oder ihrer Verlängerung, welches zwifchen 
der Spige des genannten Winkels und dem Fußpuncte ihres KHöhens 
perpendifeld (BD) enthalten ift. 

Eucl. I, 12, 13. — L. 6. III, 12, 13. 

Beweis. Im Dreiecke ADB nimmt man für AB, feinen Werth 
nach (87), darauf im Dreiecke DCB den Werth für BD, nach 87, Zuf. 2, 
und endlich den Werth für den Unterfchied der Quadrate von AD und 
DC nach 74, Zuf. 2, oder nad 75. 

Anmerfung 1. Wäre der Winfel BCA ein Rechter, fo fiele das Perpendifel BD 
mit der Seite BC zufammen, und man Fäme dann auf S. 87 zurüd ; indem nämlich ald- 
dann der Abſchnitt CD Null würde, fo würde aud der ganze Flächenraum, um welden 
das Quadrat von AB größer oder Fleiner als die Summe der Quadrate von AC und BC 
ift, gleich Null, 

Anmerkung 2. Zür den erften Theil unferes Lehrfages fällt das Perpendifel BD 
außerhalb, für den zweiten Theil dagegen innerhalb des Dreiecks, wie aus (40) folgt. 
Man fieht daher, daß diefer zweite Theil aud für recht- und ftumpfiwinfelige Dreiede 
gut, wenn man das Perpendifel aus der Spige des rechten oder ftumpfen Winfels auf 
feine Gegenfeite fällt. 

Anmerfung 3. Der S. 87, oder der pythagoräiſche Lehrfag ift eigentlich nur ein 
befonderer Fall unferes 9Oten Sage, und diefer legtere Bann nicht bewiefen werden ohne 
Hülfe des erjtern, fo daß man auch bier wiederum die Wahrheit der von den Logis 
Fern aufgeftellten Behauptung beftätigt findet: ſehr oft Fönne die Allgemeinheit eines Sa- 
des nicht bewiefen werden, bevor man nicht feine Richtigkeit für einen befondern Fall 
nachgewieſen habe. Wir werden in dem Folgenden noch mehrere Belege für die Rich— 
tigkeit dieſer Behauptung finden und fie bemerklich machen. Inzwiſchen ift unfer in Rebe 
ſtehender, fo wie der pythagoräaiſche Lehrſatz nur ein beſonderer Fall von dem Lehrſatze 
des Pappus, den wir nachher in einer allgemeinen Anmerkung mittheilen wollen. 

Anmerkung 4. Der Sag, daß in allen Dreiecken (Fig. 66) Abq —=AC, + BC, 
+2 AC,CD, ift einer der wichtigſten der ganzen Geometrie, wie man fi in der Folge 
überzeugen wird. Man Fann ayf ihm verſchiedene Folgerungen nad der verſchiedenen 


Beſchaffenheit des Dreieds CAB herleitens Wäre 5. B. Dreied ABC (Fig. 67) gleic- 
fhenfelig, fo daß AB—AC, fo hätte man: (Fig. 67) gleich 
BCg ABAACO. 2 AB-AD 
— 2 AB, (AB— AD), alfo 

} BC,— AB,BD, alfo 


r 


2 
i 

» Ar 

-s e 


Bon dem Flächenraume der Dreiede und Parallelogramme. 53 


Zuf. Wenn man in einem gleichfchenfeligen Dreieck aus einem 
der Endpuncte der Srundlinie ein Perpenditel auf den Gegenſchenkel 
fällt, fo it die Hälfte des Duadrates der Grundlinie fo groß als das 
Rechteck aus dem ganzen Schenkel und dem Abfchnitte deffelben, der 
da Ende dem Perpendikel und der Grundlinie enthalten ift. 

pus V, 24, Theor. 1. 

Er gemeine Anmerkung über die Saͤtze 87 und 90. 

Es ift fchon bemerkt worden, daß diefe beiden Säge nur befons 
dere Fälle find von einem fchönen Satze, den zuerft Pappus vorgetra» 
gen, und fpäter Castillon erweitert hat. une hat auch, was 
Pappus nicht gethan, nachgewieſen, wie unfere beiden Säße aus dem 
allgemeinern hergeleitet werden können. Der Saß des Pappus, 0b» 
ſchon einfad, und bereits von Clavius zu Euclides I, 47, Nro. 7 
mitgetheilt, ift wenig bekannt, weshalb wir ihn hier mitteilen wollen. 

9t. Lehrſatz des Pappus. Wenn man über zwei beliebis 

gen Seiten (AB, BC $ig. 69) eines beliebigen Dreiecks (ABC) zwei 
beliebige Parallelogramme (ABDE, BCGF‘) befchreibt, die beiden Seis 
ten (ED, GF) in ihnen, welche den genannten Dreiecksfeiten gegenuͤ— 
berliegen, bis zum Durchfchnitt (EE) verkängert, diefen Punct mit dem 
gemeinfchaftlichen Endpuncte (B) eben diefer Dreiecksfeiten verbindet, 
und diefe Gerade bis zum Durchſchnitt (I) mit der dritten Dreiecks— 
feite CAC) verlängert, wo beide einen beftimmten Winkel CHIC) bil: 
den werden, fo ift, wenn HJ innerhalb des Dreiecks fällt, das Pas 
rallelogramm (ACKL), welches man über der dritten Dreiecksſeite 
(AC) unter dem genannten Winkel (HJC) fo befchreibt, daß feine Ecken 
auf den Öeiten der beiden erftern liegen, fo groß als diefe beiden ans 
dern Darallelogramme zufammengenonmen. 

Vorbereitung. Ziehe AK und CL || HJ, und verbinde K mit L. 

Beweis. AK—=BH=CL (56, 1), alfo AKLE ein Parallelos 
gramm (54), und zwar das in unferm Satze bezeichnete. Ferner: 

AKMJ—=AKHB==ABDE (82), und: eben fo 
CLMJ —= CLHB =CBFG (82) . 

Anmerkung 1. Fällt die Linie HJ nit innerhalb, fondern (Big. 70) außerhalb 
des Dreieds ABC, fo it AKLC = CGFB — AEDB— ein Fall, mit weldem Castillon 
den Lehrſatz des Pappus bereichert hat. 

Zuf. 1. W. KAC (Fig. 69)—=KAB-+ BAC—=BAC + AB]. 

Anmerkung 2, Fällt die Linie HI außerhalb des Dreieds ABC (Fig. 70), fo iſt 
W. KAC = BAC — BAK 

— BAC — ABI. 


R Zuf. 2. Anwendung unferes Satzes auf den Ppthagoreifchen 
ehrfag. 

u Es fei A ABC ($ia. 71) rechtwinkelig in B; man befchreibe 
nicht über zwei beliebigen Seiten, fondern über den. beiden Eatheten, 
AB und BC, nicht beliebige Parallelogramme, fondern Quadrate AEDB 
und CGEB; verlängere ED und GE bis zum Durchfchnitt in H; dann 
ift DHFB ein Rechteck und HB deffen Diagonale. 

Verlängere HB bis J, ziehe AK und CL || HJ, und verbinde K 
mit L. Alsdann ift HL—BC—FG (56, 1), mithin auch GL=—FH 
— BD —=BA, alſo AABCDA CGL (45), alfo LC=CA und 
W. BCA+HLCB—=LCG + LCB=1R., mithin ACLK ein Quadrat, 


4 
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und folglich, mac dem Satze des Pappus (91): AC,—=AB,—+ BC, 
d. 5. der Pythagoraͤiſche Lehrſatz ift ein befonderer Fall des mehrer: 
wähnten Echrfages von Pappus. 

Zuf. 3. Anwendung auf Saß 90. 

Iſt das Dreieck ABC in B ftumpfwintelig (Fig. 71) oder wit. 
winkelig (Fig. 72), fo beſchreibe man über AG dag Quadrat AKLC; 
ziehe durch B die Senfrechte BIH auf AC, nehme BH=AK—=CL 
—Ad, und ziehe die Geraden HKE und HLG, weldye offenbar den 
Seiten AB und BC einzeln parallel fein müffen (54). Sn A, B und 
C errichte man die Senkrechten AE und BD auf AB, BF und CG auf 
BC, um die Rechtecke AEDB und BCEGF zu erhalten. Alsdann ift 
nach) dem Sage des Pappus: 

1. AC, oder AKLC=ABDE + BCGF. 

Fällt man jet aus den Puncten A und C auf die, nöthigenfalls 
“verlängerten, Seiten CB und AB die Perpendifel ATX und CSU, fo 
tft A EAKD&A ASC (46), alfo ASUE ein Quadrat, und, aus ähns 
lihem Grunde, eben fo CGXT. Man nehme nun AO—=AB, und 
CR=CB, ziche ON || AB, und RP|| CB, fo find ABNO und BCRP 
die Duadrate über AB und BG; und zugleich ift (85)EOND—=BSVN 
und RGFP—=BTZP. Das Rechleck EOND aber iſt der Unterſchied 
zwifchen dem Rechtecke AEDB und dem Quadrate AONB, und etwas 
Achnliches gilt vom Nechtefe RGPF. Iſt nun (Fig. 72) W. ABC 
ftumpf, fo find die Quadrate der Seiten AB und BC eine als die 
über eben diefen Seiten ſtehenden Rechtecke, und zwar ift der Inter: 
fchied für beide zufammen EOND--RGFP=BSVN-H-BTZP; ift da: 
gegen (Fig. 73) W. ABC fpiß, fo find die Quadrate größer als die 
Rechtecke, und zwar ift der Ueberſchuß für beide zufammen KOXD 
RGFP=BSVN-+-BTZP. Das erftere diefer Nechtecfe hat zu feinen 
Seiten BN oder AB, und das Stück zwifchen dem W. B und dem auf 
AB gefällten Perpenditel; das andere hat zu feinen Seiten CR oder 
CB, und das Stüd zwifchen W. B und der auf CB gezogenen Senf: 
rechten, woraus alfo folgt 

U. AC,—AB,-+ BC, +[AB,BS-+ BC,BT] 

So weit kann man durch Hülfe der bisher erwiefenen Saͤtze gelan— 
gen. Allein um darzuthun, daß die beiden im vorftiehenden Sake 
erfcheinenden Rechtecke unter einander gleich find, muß man noch fol: 
gende drei Säße zu Huͤlfe nehmen: 

1. Die Winkel des A ABT find einzeln den Winkeln dee A BSC 
— was leicht nachgewiefen werden fann. 

2. Die Linien AB, BT, BC, BS find proportionire — ein Satz, 
der aus dem erftern folgt, aber erft im vierten Buche erwiefen 
werden wird und zwar aus ründen, die mit feinem der frühern 
Säpe etwas gemein haben; — und daher ift 

3. das Rechteck aus AB, BS, gleich dem Rechtecke aus BT, BC. 
Dieß als richtig angenommen, verwandelt ſich unfer Saß I, in 
II. Ac, =AB,-+BC,+2 AB,BS d. h. in unfern fräßern 

Satz (90). 


Anmerfung 3. Aus dem Bisherigen kann man erfeben: 
1) Wie man den YOten Sag ohne Hülfe des Pythagoräers (87) erweifen kann; 
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2) daf man fowohl den 87ten ald ten Satz als befondere Fälle des Ylten d. h. des 
Lchrfages von Pappus anfehen Fann 5 

3) daß der Euclidifche Beweis des Pythagoräiſchen Lehrſatzes merklich einfacher ift, als 
die Art, wie wir diefen Sag aus dem des Pappus hergeleitet haben ; 

4) daß man unfern 9Oten Sag aus dem des Pappus nicht berleiten kann, ohne etwas 
bier Fremdartiges, nämlich Eigenſchaften ähnlicher Dreiede zu Hülfe zu nehmen, 
was beim Euclidiſchen Beweiſe nicht nöthig ift, woraus ſich endlich 

5) ergicbt, daß, wiewohl es fehr nützlich ift, befondere Säge, fo viel als möglich auf 
allgemeinere zu bringen, und jene aus diefen berzuleiten, um fo das Band, welches 
alle verbindet, genau fennen zu lernen — doc diefe Herleitungen nicht felten zufams 
— Beweiſe erfordern und daher beim Unterrichte nicht immer zu wählen 

nd. 

92. Lehrſatz. Fällt man aus den beiden Endpuncten (A, und 
C $ig. 67) einer Dreiecfsfeite (AC) Perpenditel (AE, CD) auf die 
Segenfeiten (BC, und AB), fo find die Rechtecke, die man aus einer 
diefer beiden Dreiecksſeiten und dem Stuͤcke von ihr bildet, das zwis 
ſchen dem gemeinfchaftlihen Endpuncte beider und der Senkrechten ent» 
halten ift, gleichflächig, alfo AB,»BD=BC,BE. 

Beweis. Aus 90, indem man für AC, einen Werth nimmt, 
einmal fo, daß AE, und dag andere mal fo, daß CD dag erforderliche 
Höhenperpendikel iſt. 

Anmerkung 1. Iſt W. ACB cin Rechter, fo it AB,BD— BC, , wie dies früher 
(89) gezeigt worden, und im vierten Buche noch einmal bewiefen werden foll, 

Anmerkung 2. Ueber dieſe Linien fol überhaupt nod ausführlicher im vierten Buche 
gehandelt werben. 

93. Lehrſatz. Zieht man von einer Winkelſpitze (C) eines 
Dreiecks (ACB Fig. 67) nad) dem Halbirungspuncte (H) der Öegen: 
feite (AB) eine Gerade (CH), fo ift das Quadrat derfelben und das 
Duadrat einer der Hälften (AH, BH) der genannten Dreiecksfeite zus 
fammengenommen fo groß als die halbe Summe der Duadrate von den 
beiden andern Dreiecfsfeiten. 

L. G. III, 14. 

Beweis. Aus 90, indem man in AACH einen Werrh für AC,, 
und in A CBH für BC, nimmt ıc. 

Anmerfung. Diefer Sag Hindet fi) ſchon bei Serenus, in feiner Schrift de sectione 
coni, S. 16, und bei Pappus VII, 122. Aufs Neue bat denfelben vorgetragen Beau- 
fort in den Mem. de l’Academ. des Sciences 1723, wo er ibn aus einer Eigenſchaft 
des Kreifes (ſ. 255) obne Hülfe des Pythagoräers berleitöt, und im Gegentheil erft letz— 
tern daraus folgert, fo wie auch unſern S. 94 — Mehr über diefe Linien im vierten. 
Bude. 


=HCB 
Zuf. Es if: ran — CH,—=AH,—4AB, 


d. h. Wird in einem Dreiecke eine der Seiten durch eine Linie aus 
der Spike des Gegenwinkels halbirt, fo ift der vierte Theil vom Duas 
drate diefer Seite fo groß als der Ueberfchuß der halben Summe der 
Quadrate von den beiden andern Seiten über das Quadrat der Halbis 
renden. | 

94. Lehrfas. In jedem Parallelogramm (Fig. 40) ift die Sum» 
me der Quadrate beider Diagonalen fo groß als die Summe der Qua— 
drate aller vier Seiten. 

L. G. III, 14, 3uf. 

Beweis. Aus 50 und 90. 


Anmerkung 1. Iſt das Parallelogramm ein Rhombus oder ein Quadrat, fo ift Die 
Duadratiumme der Diagonalen das Bierfache von dem Quadrate einer der Seiten. 
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Anmerkung 2. Diefen Sag behandelt unter andern aud) Lagny in ven Mem. de 
l’Acad. des Sciences 1706 , und folgert daraus, daß, wenn man von einem Rhombus 
die Seite und eine der Diagonalen Fennt, auch ftetö die andere Diagonale gefunden wer— 


den Fönne, : 
95. Lehrſatz. Wenn man von einem beliebigen Puncte inner: 


halb eines Rechtecks (Fig. 54) gerade Linien nad den Eden zieht, fo 

ift die Summe der Quadrate zweier folchen, die nach zwei Gegenecken 

gezogen find, fo groß als die Duadratfumme der beiden andern. 
Beweis. JER— JG, —=EF,—GF,=BC, — AB, —=JIC, — JAg ꝛc. 

Anmerkung. Der Say behält feine Gültigkeit au dann, wenn der Punct außer: 
halb des Vierecks liegt. I. 

96. Lehrſatz. Wenn man über einer Geraden (AB Fig. 68a), 
welche (in L) halbirt ift, als Cathete ein vechtwinkeliges Dreieck be: 
fchreibt, fo daß die andere Cathete gleich einer der Hälften (AL, LB) 
it, alsdann von der Hypotenuſe (AG) ein Stücd (GH) gleidy eben 
diefer Hälfte abfchneidet, und endlich den Weberfhuß der Hypotenuſe 
(AH) auf der gegebenen Geraden abfchneidet (AC=AH), fo wird 
diefe leßtere dadurch in zwei folche Stücke getheilt, daß das Quadrat 
des größern gleichflächig ift mit dem Rechtecke aus dem Eleinern und 
der ganzen Linie. 

Beweis. AH, -+4AB, +2 AH,HG=AG,—=AB,—+4AB,, alfo 
AC,-+HAC,AB=AB,, mithin 
AC,=AB,—AC,AB= AB, (AB— AC)= AB,BC. 

Anmerkung. Man fieht alſo, wie man verfahren müſſe, um eine Gerade zu ſchnei— 
den, fo daß das Quadrat des größern Stücks glei iſt dem Rechtecke aus dem kleinern 
Stüde und der ganzen Linie; oder, wie wir esim vierten Buche ausdrüden werden, nad) 
— — ee und mittlern Verhältniffe; womit fid die 10te Aufgabe des erften Buches 

c fr 

97. Lehrſatz. Wenn man eine Gerade (AB Fig. 68) in zwei 
folhe Stüde (AC, CB) theilt, daß das Quadrat des größern (AC) 
gleich ijt dem Rechteck aus dem kleinern und der ganzen Linie, darauf 
zwei Kreife befchreibt, den einen aus dem Theilpuncte (C) mit dem 
größern Stücke als Halbmefler, und den zweiten aus dem andern Ends 
puncte (A) diefes größern Stuͤcks, deflen Radius die ganze gegebene 
Linie ift, und endlich den Durchfchnittepunct (D) beider fowohl mit 
den beiden Endpuncten als auch mit dem Theilpuncte der genannten 
Linie verbindet, fo entftehen zwei gleichfchenkelige Dreiecke, in denen 
beiden jeder Winkel über der Grundlinie doppelt fo groß, als der Wins 
fel an der Spige. In dem gröfern diefer beiden Dreiede ift jeder 
Schenkel gleich der ganzen Linie, in dem kleinern gleich dem größern 
Stücde derfelben. 

Vorbereitung. Ziehe DE fenfrecht auf AB. 

Beweis. Aus 90, angewandt auf AD (und mithin auch auf AB) 
in A ADC; verbunden mit 74, angewandt auf AB, als in C getheilt, 
findet man BE = EC, alfo auh BD=CD—=AC (51, Zuf. 4), und 
mithin W. DBC—=DCB=—=?2 BAD (383) =2 BDC. 

Zuf. 1. Aus unferm Sage ergiebt fih, daß W. ADB durch DC 
halbirt wird. | Ä 

Zuf. 2. Eben fo folgt daraus, daf in einem gleichfchenfeligen 
Dreiecke, wo jeder Winkel über der Grundlinie doppelt fo groß als 
der an der Spiße ift, die Gerade, welche einen der erftern Winkel 
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halbirt, 1) den Gegenſchenkel ſo theilt, daß das Quadrat des groͤßern 
Stuͤckes gleich iſt dem Rechtecke aus dem kleinern und der ganzen Lis 
nie; D) das größere Schenkelftück gleich der Grundlinie ift. 

Zuf.3. Jeder Winkel über der Grundlinie in einem folchen Dreies 
. de ift & R, der dritte ZR. 

Zuf. 4 Die Eonftruction eines gleichfhenfeligen Dreiecks, in 
welchem jeder Winkel Aber der Grundlinie doppelt fo groß als der dritte 
ift, hängt alfo davon ab, eine Gerade fo zu fehneiden, daß das Qua⸗ 
drat des größern Stücks aleich ift dem Rechtecke aus dem Bleinern 
Stuͤcke und der ganzen Linie. 

Anmerfung, Man Fann nun die 1ite Aufgabe des zweiten Buches Löfen. 

98. Lehrſatz. Wenn man in einem gleichfchenkeligen Dreiecke, 
wo jeder Winkel über der Örundlinie doppelt fo groß iſt als der dritte, 
aus der Spiße eines der beiden erften eine Gerade nach dem Gegen: 
fchentel zieht, welche gleich ift der Grundlinie, fo ift Ä 

1) das Stuͤck diefes Schenfels, das zwifchen diefer Geraden und 
der Spitze enthalten ift, ebenfalls der Grundlinie gleich; 

2) das Quadrat eben diefes Schenkelftücks ift gleich dem Rechtecke 
aus dem andern Stuͤcke und dem ganzen Schentel; 

3) in dem Eleinern gleichfchenkeligen Dreiecke, das die Grunbdlinie 
des gegebenen zu einem feiner Schenkel hat, ift auch jeder Wins 
fel über der Grundlinie doppelt fo groß als der dritte, 

4) der Winkel an der Spige diefes kleinern gleichfchenkeligen Dreiecks, 
ift der dritte Theil von dem Außenwinfel (ACD Fig. 68), wel: 
chen die gezogene Gerade mit dem Schenkel bildet; 
Vorbereitung. DE fei fentrecht auf BC, alfo BE=EC=—=2 BC 

(5l, Zuf. 4). 

Beweis. Füri aus 51 und 52; für? aus 90, 74 und 72; für 
3 aus 90, und 38, Zuf. 25 für Kaus 51 und 38. 

Anmerfung. Man ficht leicht, daß diefer Sag die Umkehrung des vorigen iſt. 


Dritter Abſchnitt. 
Bon den Vielecken. 





99, Erklärung. Sn allen Vielecken nennt man ausſprin— 
gende Winkel (GHF, FDA, BCA ꝛc. Fig. 76) diejenigen, deren 
Spigen nach außen hin ſtehen; dagegen heißen einfpringende 
Winkel (HFD, CAD, CBK, KMQ) folhe, deren Spigen nad) innen 
gekehrt find. 

Anmerkung. Wir werden Feine andern Bielede betradpten, als ſolche, deren Winkel 
alle ausfpringende find. - s 

100. Erklärung. Innere Winkel eines Vieles find diejes 
nigen, welche deffen Seiten an der innern Seite mit einander bilden, 
Außerer Winkel oder Außenwinkel dagegen ift jeder, welchen 
eine Seite mit der Verlängerung der angränzgenden nach außen bildet. 
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Erläuterung. In Fig. 75 find W. EAC, DCA, CDF, DEE, 
FEA die innern Winkel des Vieles DCAEF; aber ACM, CDJ, 
DFG, FEK, LAE find die äußern. 

Anmerkung. Es iſt völlig gleihgültig (22), ob man unter dem Außenwinkel der 
Seiten CD und JD den Winfel GDJ verftcht, welden CD mit der Verlängerung von 
FD bildet, oder FDH, welden FD und die Verlängerung von CD mit einander mächen. 

101. Erklärung. AUmfang eines Vieles ift die Summe 
aller feiner Seiten. 

102. Erklärung. Ein regelmäßiges oder reguläreg 
Vieleck ift dasjenige, deflen Seiten unter einander gleich find, und 
gleiche Winfel mit einander bilden. | 

L. G. IV, Erkl. 1. 

Anmerkung. Man achte wohl auf die doppelte Bedingung, die in dieſer Erklärung 
ausgeſprochen wird z denn in einem Vieleck können alle Winkel gleich fein, ohne daß es 
die Seiten find, wie z. B. im Vieleck AGHDEFA (Fig. 74) und umgekehrt können, 
wie im Vieleck CDIMNKEC (Fig. 74) alle Seiten gleidy fein, obne daß c5 die Winkel 
find. In Feinem von beiden Fällen ift das Bicled regelmäßig, fondern nur dann, wenn, 
wie in ABCDEF eben fowohl die Seiten, als auch die Winkel unter einander glei find. 
S. Clavius zum vierten Bude des Euclides. 

Zuf. 1. Das gleichfeitige Dreieck, und Quadrat fönnen auch zu 
den regulären Vielecken gezählt werden. 

Zuſ. 2. Sn einem regelmäßigen Vieleck ift der Umfang gleich 
dem Sovielfachen von einer Seite, als die Zahl Einheiten hat, wels 
che die Menge der Seiten des Vielecks bezeichnet (101). - 

103. Lehrſatz. Jedes beliebige Vieleck, deffen Winkel alle 
ausfpringende find, läßt fich durdy Gerade, die man von einer Ecke 
(C $ig.75) nach allen übrigen zieht, in fo viel Dreiecke zerlegen, als 
Seiten vorhanden find, weniger zwei, | 

Beweis. Sn jedem Falle werden zur Bildung des erfien und letz— 
ten folcher Dreiecke vier Vielecksſeiten erfordert, zu jedem der übrigen 
aber nur eine, woraus die Nichtigkeit unferes Satzes ſich ergiebt. 

104. Lehrfas. In jedem beliebigen Vielecke beträgt die Sum: 
me aller innern Winkel noch einmal fo viel Rechte als Seiten vor: 
handen find, weniger vier Nechte. 

Tacquet zum 32ten Sage im erften Budye des Euclides 

Vorbereitung. Man zerlegt das Vieleck (ACDFE $ig.75) durch 
Diagonalen von einer der Ecken aus in Dreiede. 

Deweis. Aus 103 und 38. 

Anmerkung. Daffelbe gilt auch für Dreiecke. Dod hätte man unfern allgemeinern 
Sas nicht beweifen Fünnen, ohne die Nichtigkeit für einen befondern Fall, namentlid für 
Dreiede vorher, durch Hülfe anderer Gründe dargetban zu haben, Es beftätigt ſich alfo 
bier wiederum das ſchon oben (90, Anmerk. 3) Gefagte, 

Zuf. 1. Iſt das Vieleck regelmäßig, und bezeichnetn die Anzahl 
feiner Seiten, fo wird jeder Winkel, weil fie alle von gleicher Größe 


find, fo viel Rechte in fich fallen, als durch die Zahl An — 


n 
drückt werden. 

Zuſ. 2. Es giebt nur drei Arten von regelmäßigen Figuren, das 
gleichfeitige Dreieck, das Quadrat, und das regelmäßige Sechseck, 
welche um einen und denfelden Punct herum gelegt, den Raum genau, 
und ohne eine Lücke zu laffen, ausfüllen; es gefchieht dieß namentlich) 
durch ſechs Dreiecke, vier Quadrate und drei Sechsecke. 





ausges 
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Tacquet zum legten Sage im 4ten Bude des Euclid. 
Anmerkung. Ueber die genannten Figuren fol in diefer Beziehung nod weiter ge= 
handelt werden im vierten Bude, 

105. Lehrfaß. Die Außenwinkel jedes beliebigen Vielecks, 
das keinen einfpringenden Winkel hat, betragen zufammen vier Rechte. 

Tacquet zu Euclid. I, 32. 

Deweis. Aus 20 und 105. 

106. Lehrfag. Wenn man einen beliebigen Punct (P Fig. 77) 
innerhalb eines beliebigen Vielecks fowohl mit den Ecken als aud) mit 
den Halbirungspuncten der Seiten verbindet, fo iſt der Ueberſchuß 
von der Summe der Quadrate der nach den Ecken gehenden über die 
Duadratfumme der die Seiten halbirenden Linien, gleich dem vierten 
Theile von der Summe der Quadrate aller ©eiten des Vielecks. 

Fagnano, Opera Mathem. II, p. 206. 
Beweis. Man wendet den Zufag zu 93 auf jedes der Dreiecke 
BPA, APD ıc. an. 

107. Lehrſatz. Wenn man in einem regelmäßigen Vielede 
(Fig. 78) alle Winkel halbirt, fo 

1) haben diefe Halbirenden (AC, EC ıc.) ſtets einen gemeinfchaft: 
lihen Durchſchnittspunct (0); 

2) fie find alle von gleicher Länge, und theilen daher das Vieleck 
in fo viel gleichfchentelige unter einander congruente Dreiecke als 
es Seiten hat; 

3) fie bilden um den Punct C herum gleiche Winkel (ACE, ECFaꝛc.); 

4) der Punct C hat von allen Seiten des Vielecks gleihe Entfers 
nung d. 5. (29, Zuf. 1) die Senfrechten, die man von ihm auf 
diefe Seiten fällt, find von gleicher Ränge. 

Beweis. Füri aus 46; für? undZ3 aus 1; fuͤr 4 aus der Con: 
gruenz der Dreiecke BCE ıc. nad) 46. 

Anmerkung. Aus diefem unfern Sase ergeben fih die folgenden drei Erflärungen, 

108. Erklärung. Mittelpunct oder Centrum einesre- 
gelmägigen Vieles heißt derjenige Punct innerhalb deffelben, der fo 
befchaffen ift, dag die von ihm nad) den Ecken gezogenen Geraden alle 
von gleicher Länge find und die Vieleckswinkel halbiren. Diefe Linien 
felbft heißen Halbmeffer oder Nadien. 


Anmerkung. Beſchreibt man von diefem Mittelpuncte mit einem folden Halbmeffer 
einen Kreis, fo müffen alle Ecken der Figur auf deffen Umkreiſe Liegen. 


109. Erklärung. Perpendikel des Vielecks find dies 
jenigen Senkrechten, die man aus dem Mittelpuncte auf die Sei: 
ten fällt, 

110. Erklärung, Die gleichichenkeligen Dreiecke, in welche 
ein regelmäßiges Vieleck durch feine Radien zerlegt werden fann, hei: 
den Mittelpunctsdreiecke, und ihre Winkel an der Spike Mit: 
telpunctswinkel. 


Anmerkung 1. Durch die Perpendikel des Vielecks werden feine Mittelpunctswinkel 
halbirt (51, Zuſ. 4), weshalb auch die Winkel am Mittelpuncte, welche Perpendikel 
— — mit einander bilden, den Namen halber Mittelpunctswin— 

el führen. 


Zuſ. 1. Jeder Mittelpunctswinkel eines regelmaͤßigen Vielecks, 
welches n Seiten hat, beträgt 22; und der Winkel, welchen zwei 


m. 
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Seiten des Vieles mit einander bilden, ift gleih (an — 2) halben 
Mittelpunctswinteln. 

Anmerkung 2, Das eritere folgt aus 107 und 22 Zuf., das zweite aus dem crftern 
und aus 38. 

Zuſ. 2. Die Mittelpunctsdreiecde eines regelmäßigen Sechs— 
ecks find gleichfeitig. 

Anmerkung 3. Cs folgt dich aus dem vorigen Bufage und aus 51, Zu. 35 und 
es wird dadurch ehr leicht, über einer gegebenen Geraden ein regelmäßiges Sechseck zu 
beſchreiben. 

111. Lehrſatz. Wenn man in einem regelmäßigen Fuͤnfeck 
(Fig. 79) aus den Endpuncten einer Seite (KH) nach der Gegenecke 
(B) gerade Linien zieht, fo bilden diefe mit der genannten Seite ein 
gleichfchenfeligeg Dreieck, in welchem jeder Winkel über der Grund: 
linie doppelt fo groß iſt, als der an der Spike. 

Vorbereitung. Man ziehe die Radien GK, GB, GH, und ver: 
längere BG bis nad) J, fo wird (51, Zuf. 5) BGJ ſenkrecht auf KH 
ftehen. 

Beweis. Gleichfchentelig ift A BKH, weil ABCKO ABEH; 
ferner GKH=3 KGJ (110, Zuf. 1)=3 KBJ (38), alfe 

BKJ—=4 KBJ—=% KBH. 

Anmerkung. Zur Gonftruction eines regelmäßigen Fünfecks wird alfo erfordert, Daß 
man zuerft, nad Anleitung von 97, Zuf. 2, und der zehnten Aufgabe des zweiten Bu— 
des ein gleichſchenkeliges Dreieck (BKH) beſchreibt, in weldhem jeder Winkel über der 
Srundlinie doppelt fo groß ift, als der dritte, und dann über jedem feiner Scyenfel(KB, 
BH) als Grundlinie ein gleichſchenkeliges Dreieck beſchreibt, in welchem jeder Schenfel gleich 
der Grundlinie (KH) des genannten Dreieds ift. 

112. Lehrſatz. Wenn ein regelmäßiges Viele (Fig. 80) eine 
gerade Anzahl von Seiten hat, fo bilden zwei gerade Linien, die 
man vom Mittelpunete nach zwei gegemüberftehenden Ecken zieht, eine 
einzige gerade Linie, welche das Vieleck in zwei congruente Hälften 
theilt; eben daſſelbe gilt für zwei Senkrechte, die man aus dem Mit: 
telpuncte auf zwei ©egenfeiten fällt; ja jede durch den Mittelpunct 
gehende und bis zum Durchfchnitt mit den Seiten verlängerte Gerade 
theilt das Vieleck in zwei congruente Hälften, und endlich find je zwei 
Segenfeiten parallel. 


Beweis. Das erfte und zweite aus 24, und das lebte aus 107, 
und 26. 

Anmerkung. Es geſchieht daher nicht ohne Grund, daß man die regulären Vielecke, 
deren Seitenzahl gerade ift, auch ſymmetriſche Vielecke zu nennen pflegt. 

Zuſ. Hieraus folgt, daß in allen fymmetrifchen Vielecken die Ge: 
raden (AD, GE $ig. 80), welche die Endpuncte gegenüberftehender, 
und mithin paralleler Seiten verbinden, mit diefen rechte Winkel bilden. 

113. Lehrfas. Wenn man in einem regelmäßigen Vielecke von 
gerader Seitenzahl (Fig. 80) die Endpuncte je zweier paralleler Seiten 
durch Gerade verbindet, die nicht Durch den Mittelpunet gehen, fo 
beftimmen die gegenfeitigen Durchſchnittspuncte derfelben die Ecken 
eines Vieles, das gleichfalls regelmäßig ift, denfelben Mittelpunct 
und eben fo viel Seiten hat, als das Urvieleck, und deffen Perpen: 
„dikel Halb fo groß als die Seite des Urvielecks ift. 


“5.4” „Du Fay Mem, de l’Acad. 1727 p. 299. 
= * 
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Beweis. Die Regelmäßigkeit des entftandenen Vieles ergiebt 
fid) aus 112, Zuf., 22, 52, 46, 37. 

Daf es denfelden Mittelpunet hat, aus 51, Zuf.5, und 455 
das (eßte endlich aus 112 und 54. 

— nn Diefe innern Vielecke follen noch näher betradptet werden im ſechsten 
uche. 

114. Lehrſatz. Wenn man in einem regelmaͤßigen Vielecke 
von ungerader Seitenzahl (Fig. 79) von jeder Ecke nach den Endpuns - 
cten der Senenfeite gerade Linien zieht, fo bilden die gegenfeitigen 
Durchſchnittspuncte derfelben die Ecken eineg neuen regelmäßigen Viel: 
ecks um denfelben Mittelpunct, von eben fo viel Seiten, als dag Ur— 
vieleck, aber von umgekehrter Lage in Beziehung auf daffelbe. 

Deweis. Aus 46, 38, 46, 54, und 112, Zuf. 

115. Lehrfag. Errichtet man auf jeder Seite eines regelmaͤ— 
ßigen Vieles von ungerader Seitenzahl (Fig. 81) in ihrem Anfangs. 
puncte fowohl als in ihrem Endpuncte ein Perpendifel, fo bilden die 
gegenfeitigen Durchfchnittspuncte fowohl der in den Anfangspuncten 
(A von AB, B von BD ıc.) als der in den Endpuncten (B von AB, 
D von DB :c.) errichteten die Ecken eines neuen regelmäßigen Vielecks, 
von gleicher Seitenzahl und gemeinfchaftlihem Mittelpuncte mit dem 
Urvieleck; beide Vielecke find unter einander congruent, und liegen, 
wenn das Urvieleck mehr als drei Seiten hat, ganz innerhalb deffelben. 

Du Fay Mem, de l’Acad. 1727 p-299; aber nidyt fo allgemein; er fpridt blos 
von einem Bieled. 

Beweis. Aus 46, 37, 46, 54, und 112, Zuf. 

Anmerfung. Im fehften Bude (300 u. ff.) foll über dieſe innern Bielede noch 
weiter gehandelt werden. 

116. Lehrfag. Nimmt man auf allen Seiten eines regelmäs 
figen Vieles (Fig. 82) Puncte (E, F, G, J, L), fo daf fie gleiche Ent: 
fernungen von den naͤchſten Ecken (A, D, C, B, Q) haben, fo beftims 
men diefe die Ecken eines gleichfalls regelmäßigen Vielecks von gleicher 
Seitenzahl und gemeinfhaftlihem Mittelpuncte mit dem Urvicled. 

Beweis. Die Regelmäßigkeit folgt aus der Congruenz der Dreier 
de AEL, EDF :c. (45) ; daß der Mittelpunct gemeinfchaftlich ift, aus 
der Eongruenz der Dreiecke AOL, EOD ıc. ıc, 

BENGERN: Simpson (I, 28) bat dieß blos für Quadrate erwiefen 5 f. oben 64, 


Zuſ. 

117. Lehrſatz. Der Flaͤcheninhalt eines regelmäßigen Vielecks 
iſt gleich dem Flaͤchenraume eines Dreiecks, deſſen Grundlinie gleich 
dem Umfange, und deſſen Höhe gleich dem Perpendikel (109) des Viel: 
eds ift. 


- 18,7, 

Beweis. Aus 107 und 102. 

Zuf. Daher ift der Inhalt eines ſolchen Vieles auch gleich dem 
Inhalt eines Rechtes, deffen öhe hg tem Perpendikel des Viel: 
es, und deſſen Grundlinie gleich dem halben Umfange des Vieles 
ift (84, Zuf. 1.) 


Anmerkung. Der Flähenraum von Vielecken wird alfe auch auf den Flächeninhalt 
von Rechtecken zurüdgeführt. * 


62 Zweites Bud, Dritter Abſchnitt. Bon den Vielecken. 


118. Lehrſatz. Der Inhalt aller geradlinigen Figuren kann 
auf den Inhalt von Rechtecken zurückgebracht werden, indem man jes 
derzeit ein Rechteck conftruiren kann, das mit einer gegebenen Figur 
gleichflaͤchig ift. 

Beweis. Man zerlegt die Figur in Dreiecke; jedes derfelben ift 
nach (84, Zuf. 1) einem beftimmten Nechtecfe gleichflähig; man kann 
nun immer ein Rechteck conftiruiren, was fo groß ift als die Summe 
mehrer gegebener Rechtecke und mithin auch gleich dem Vieleck. 

Anmerkung. Diefe Gonftructionen find läftig, weil alle Rechtecke nah dem erften, 
welches mit dem- erften Dreiede gleichflächig ift, jo conftruirt werden müffen, daß fie mit 
jenem gleihe Grundlinie oder Höhe haben, alfo über einer gegebenen Linie, was um: 
ſtändlich ift (Aufag. II, 14). Man fann fi zwar die Sache in etwas erleichtern, indem 
man die zu verwandelnden Dreiede paarmweife nimmt, und ibre gemeinihaftlihe Seite 
zur Grundlinie oder Höhe der geſuchten Rechtecke macht, allein viel einfacher erreicht man 
das Biel, wenn man durd Hülfe der 29ten Aufg. im zweiten Buche das gegebene Vieleck 
in ein Dreieck und dieſes in ein Rechteck verwandelt, 
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175. Zwei Dreiede find gleichflächig, wenn zwei Seiten des einen einzeln zweien 
"Seiten des andern gleidy find, der eingefhloffene Winkel in dem einen Dreick aber das 
Supplement von dem entipredenden Winfel des andern Dreieds ift. 


84. 
176. Berbindet man in einem Paralleltrapez die Halbirungspuncte der beiden pa— 
rallelen Seiten, fo wird durd) diefe Gerade das Biered halbirt. 


Frage: Wie muß das Paralleltrapez beſchaffen fein, damit diefe Halbirende ſenk— 
recht auf den beiden parallelen Seiten jtehe ? 

177. Ein Paralleitrayez iſt gleichflächig einem Parallelogramme, das mit ibm zwi— 
fen denfelben Parallelen liegt, und deffen Grundlinie glei der Geraden iſt, melde 
die Halbirungspuncte der beiden nichtparallelen Seiten verbindet. Fig. 35. 

178. Das aus zwei Seiten eines Dreiecks und dem eingeſchloſſenen Winkel be: 
fhriebene Parallelogramm ift gleihflähig dem Rechteck, weldes man aus der dritten 
Dreiedöfeite und dem zu ihr gehörigen Höhenperpendifel conftruirt, 

179. Berbindet man die Spise eines gleichfchenfeligen Dreiecks mit einem befie- 
bigen Puncte auf der Grundlinie oder deren Verlängerung , jo ift das Rechteck, das zu 
einer Seite die Summe diefer Verbindenden und des Schenkels, zur andern den Unter: 
fhied eben diefer Linien hat, gleich dem Rechteck aus den Segmenten der Grundlinie, Die 
zwifchen dem angenommenen Puncte und ihren Endpuncten enthalten find, Fig. 36. 

81. 

Trage: Bon welchem befannten Sase kann der vorftehende als eine Berallgemei- 
nerung angefehen werden ? 

180. Jedes Dreiek, weldes in ein Parallelogramm und zwar dergeftalt beſchrie— 
ben ift, daß höchſtens eine feiner Eden mit einer der Eden des Parallelogramms zu: 
ſammenfällt, ift Fleiner als die Hälfte des Parallelogramms, 

181. Wenn in einem Bierede eins von den drei Paaren zugeorbneter Seiten fid) 
(nöthigenfalls verlängert) unter rechten Winkeln ſchneidet, fo find die Duadratfummen 
des zweiten und dritten Paares unter einander gleich. 


87. 
Anmerkung. e A Ü 
— Ka Man Eann diefen Say ald eine Art pythagorälfchen Lehrfages für die 

182. Schneiden fih in einem Bierede alle drei Paare zugeordneter Seiten unter 
rechten Winkeln, jo find die Quadratfummen derfelben alle unter einander gleich. 

. 183. Iſt in einem Dreiede einer der Winkel halb fo groß als die Summe ber 
beiden andern, fo ift das Quadrat feiner Gegenfeite um das Rechteck aus den beiden 
andern — — als die Summe der Quadrate eben dieſer beiden andern Seiten. 

— 60. 

Zuſ. Iſt dagegen einer der Winkel doppelt ſo groß, als die Summe der beiden 
andern, jo iſt das Quadrat feiner Gegenſeite um das Rechteck aus den beiden andern 
Seiten göhe . die Quadratfumme cben diefer beiden Seiten. 

—— 60. 

184. Hat man eine beliebige Gerade, zieht eine zweite, die auf ihr ſenkrecht ſteht, 
fo iſt der Unterſchied der Quadrate aller derjenigen Linienpaare, die man von beliebigen 
Yuncten der zweiten nad) den beiden Endpuncten der erften Geraden zieht, eine conſtante 
‚von der Lage des Punctes auf der zweiten Geraden unabhängige Größe. 
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185. Wenn man in einem Dreiede die Halbirungspuncte zweier Seiten nit nur 
unter einander verbindet, fondern aud von ihnen ein Paar beliebiger Parallelen nad 
der an Seite zieht, fo ift das fo entitandene Parallelogramm ftets halb fo groß als 
das Dreicd, * 

186. Zieht man in einem Paralleltrapez von dem Halbirungspuncte einer der nicht— 
parallelen Seiten nad den Endpuncten der zweiten gerade Linien, fo ift das von den— 
felben und der Bieredöfeite gebildete Dreied halb fo groß ald das Viereck. Fig. 37. 


187. Zwei Dreiede find gleihflähig, wenn zwei Seiten des einen einzeln gleich 
zwei Seiten des andern find, die dritte Seite des einen aber doppelt jo groß ift als 
die Gerade, weldde man aus dem Halbirungspuncte der dritten Seite des andern nad 
der Gegenede zieht, 

188. Halbirt man in einem Rechtecke alle vier Winfel und verlängert die Halbi- 
renden bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo ift das von ihnen gebildete Biere ftets 
ein Quadrat, deffen Flächeninhalt halb fo groß ijt ald das Quadrat, meldyes den Ue— 
berſchuß der größern Rechtecksſeite über die Fleinere zur Seite hat, 

189. Halbirt man die Außenmwinfel eines Rechtecks und verlängert die Halbiren- 
den bis zum gegenfeitigen Durdfchnitt, fo ift das von ihnen gebildete Viereck ein Qua— 
drat, deflen Inhalt halb fo groß ift, al& das über der Summe der beiden Redtedöfeiten 
befchriebene Quadrat. 

190. Beide Duadrate zufammen find daher jo groß als das Quadrat ciner der 
Diagonalen des Rechtecks, der Ueberfhuß des äußern über das innere aber doppelt fo 
groß als das gegebene Rechteck. 

191. Wenn man eine gerade Linie halbirt, über einer der Hälften als Hnpotenufe 
ein gleichſchenkeliges rechtwinkeliges Dreied conftruirt, und von dem Halbirungspuncte 
aus ein Stüd glei der Gathetenlänge abſchneidet, fo ift das Rechteck aus den beiden 
ungleihen Stüden der Geraden gleihflähig dem Quadrate des Stüdes, weldes zwiſchen 
den beiden Theilpuncten enthalten ift. 

192. Zwei Dreiede (ABC, und DEF Fig. 38) find gleichflächig, wenn ihre Grund- 
linien (BC und EF) auf derfelben Geraden liegen, und die Geraden, (AE, AF, DB, DC) 
welche man von der Spige eines jeden Dreiecks nad) den Endpuncten der Grundlinie des 
andern zieht, einzeln unter ſich parallel find (AE || DB und AF || DC). 

193. Schneidet man auf den Seiten eines Dreieds (ABC Fig. 39) von den Eden 
aus gleichmäßig Stüde (AF, BD, CE) ab, von denen jedes glei dem dritten Theile 
der Seite ift, auf der es abgefchnitten worden, und man verbindet die jo erhaltenen 
Puncte (D, E, F) mit den Gegeneden, fo find die drei Dreiede AFH, BDJ, CEG zuſam- 
men fo groß als das mittlere Dreieck GHJ. 

194. Halbirt man zwei Gegenfeiten eines Vierecks, und verbindet den Halbirungs- 
punct einer jeden mit den Endpuncten der andern Seite, fo find die beiden fo entftande- 
nen Dreiede zufammen fo groß ald das Viereck. 


Frage: Bon weldem frühern Sage kann dirfer ald eine Berallgemeinerung ange— 
fehen werden ? 

195. In jedem Dreiede haben die Geraden, welche die Halbirungspuncte der Sei- 
ten mit den Gegeneden verbinden, einen gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunct, und zwar 
fo, daß das Stüd jeder Berbindenden zwifhen diefem Puncte und der Ede doppelt fo 
groß ijt als das andere, 

84. nebit Umfehrung. en 84. 3: 3. 
Anm. Ein anderer Beweis diefed Satzes findet fich im dritten Buche. 

196. Fällt man von einem Puncte innerhalb eines Dreieds Senkrechte auf deffen 
Seiten, fo ift die Summe der Quadrate von drei folhen Seiten » Stüden, die feinen 
gemeinjhaftlihen Endpunct haben, glei der Quadratfumme der drei übrigen. 


87. 

Zrage: Bleibt der Sag auch dann noch' richtig, wenn der Punct, von welchem 
die Senkrechten auslaufen, im Umfange des Dreiecks, oder außerhalb deffelben liegt? 

197. Theilt man jede der Seiten eines Dreieds in zwei ſolche Stüde, daß die 
Summe der Quadrate dreier nit an einander angränzender glei der Summe der 
Duadrate der drei Übrigen it, und errichtet auf den Seiten in diefen Theilpuncten Senf: 
rechte, jo haben diefe bei hinreichender Verlängerung ſtets einen gemeinſchaftlichen Durch— 
ſchnittspunct. 

198. Beſchreibt man über jeder der Seiten eines Dreiecks, und zwar abwärts von 
den beiden andern, ein Quadrat, fällt von einem Puncte innerhalb des Dreiecks auf 
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deffen Seiten Senkrechte und verlängert fie, bis fie die Gegenfeiten der Quadrate ſchnei⸗ 
den, fo iſt von den ſechs fo entitandenen Rehteden die Summe dreier nicht an einander 
angränzender gleid der Summe der drei übrigen. 

uf. 1. Daber ift jede diefer NRedhtedö » Summen halb fo groß ald die Summe 
der Quadrate der drei Dreiedöfeiten. 

uf. 2, Umkehrung des Hauptfages. 

199. heilt man eine beliebige Gerade (AB Fig. 40) in drei beliebige Stüde 
(AC, CD, DB), fo ift dad Rechteck aus der ganzen Linie (AB) und dem mittlern Stüde 
(CD) vermehrt um das Nehte aus den beiden äußern Stüden (AC, DB), glei dem 
Rechteck aus den beiden Stüden (AD, CB), von denen jedes zwifhen einem der Ends 
puncte und dem entferntern Theilpuncte liegt. 


85. 

200. Wird eine der Seiten (BC) eines Dreiedd (ABC) in zwei folde Stüde 
(BD, DC) getheilt, daß die m fache Länge des einen (DC) gleid der nfadhen Länge des 
andern (BD) ijt, und man verbindet diefen Theilpunct (D) mit der Gegenede, fo iſt 
ſtets: n. AB, — m. AC,=n.BD,-+m.DC,+(m-H+n) AD,. 

90 


Frage: Bon welchem Sage des zweiten Buches kann der vorſtehende als Erweite— 
rung angeſehen werden? 

201. Schneidet man von zwei Gegenecken eines beliebigen Parallelogramms aus 
auf den von ihnen auslaufenden Seiten beliebige Stücke ſo ab, daß je zwei, die auf 
parallelen Seiten genommen werden, gleich find, und verbindet dieſe vier Durchſchnitts⸗ 
puncte, fo ift das jo entftandene Parallelogramm gleihflähig mit dem Parallelogramme, 
welches entiteht, indem man diefelben Stüde auf diefelbe Weiſe von den beiden andern 
Gegeneden aus abſchneidet. 

Frage: Können nit in einzelnen Zällen unfere beiden in Rede ftehenden Paral« 
lelogramme fogar congruent fein? 

202. Beſchreibt man über jeder Seite eines beliebigen Dreiecks, abwärts von den 
beiden andern, ein Quadrat und verbindet die Endpuncte je zweier von derfelben Ede 
des Dreieds auslaufender Quadratfeiten, fo find die Dreiede, weldye dieſe Berbinden- 
den mit den genannten Duadratfeiten bilden, ſtets unter einander und mit dem Urdreiede 
ri ig. 41. | 


203. Erridtet man auf zwei Seiten (AB, AC Fig. 41) eines beliebigen Dreieds 
(ABC) in ihrem gemeinf&aftlihen Endpuncte Senfredte (AH, AG), macht fie an Länge 
glei den Dreicdöfeiten, auf welden fie fenfredt ftehen, und verbindet ihre Endpuncte 
(G, H), fo ift das Quadrat diefer Berbindenden (GH) und das Quadrat der dritten 
Dreiedöfeite (BC) zufammen doppelt fo groß als die Summe der Quadrate der beiden 
genannten Dreiedöfeiten. 


204. Gonitruirt man über den im vorvorigen Satze näher bezeichneten Berbindungs- 
linien (EF, GH, DJ Fig. 41) Quadrate, fo ift die Summe derfelben dreimal fo groß 
als die — der über den Seiten des Urdreiecks (ABC) beſchriebenen Quadrate. 

. %. 203. 

205. Auch die Dreiede DEK, DEL, GFM, GFN, OHJ, HJP find untereinan= 

der m dem Urdreiede gleichflächig. 
- 175. 

206. Daher find die Bierede KDEL, GFMN, und HJOP Saralieltrapeze, 

207. Jedes derfelben ift fünfmal fo groß als das Urdreieck ABC; alle drei find alio 
unter einander gleihflädig. 

Big. 4. GQ=-GF=FR=RS. 3 

208. Iede der drei Geraden KL, MN, OP ift glei dem Umfange eines der 
über den Seiten des Urdreieds befchriebenen Quadrate, 

209. Beſchreibt man über den genannten Linien KL, MN, OP wiederum Qua- 
drate, fo ift die Summe derfelben viermal fo groß, als die über den Seiten des Ur: 
dreiedö und die über den Berbindungslinien EF, GH, DJ conftruirten ſechs Quadrate 
zufammengenommen, 

Anmerfung., Die Unterfuhung läßt fi iter fortführen. Vielleicht Eommen 
wir in einem Ban ae na — a alane zurück. a 

210, Wenn man über jeder Seite eines Vierecks (ABCD Fig. 42) abwärts von 

den Übrigen ein Quadrat befhreibt, und die Endpuncte von je zwei folden Seiten Der 
v. Swinden Geometrie. > 
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feiben verbindet, die von derfelben Ede des Vierecks auslaufen, fo ift die Summe von 
zwei gegenüberliegenden Dreieden (AEM, CHJ) glei der Summe der beiden andern 
(FBG, LDKV. 


X. 175. 
211. Beſchreibt man über jeder Seite eines Vierecks, in weldem beide Diagone- 


len gleich find, abwärts von den übrigen Seiten, ein Quadrat, verbindet die Endpuncte 
je zwei folder Quadratjeiten, die von derfelben Bieredöfpise auslaufen, und beſchreibt 
über diefen vier Verbindenden wiederum Quadrate, fo find zwei gegenüberliegende zu— 
fammen fo groß alö die beiden andern, 

212. »3wei in ihren Winfeln übereinftimmende Parallelogramme (ABCD, EFGH 
Fig. 43) find gleihflähig, wenn ihre Grundlinien (AB, EF) auf derfelben Geraden lie- 
gen und die beiden Linien (EJ, AK) parallel find, welde die Durchſchnittspuncte der Ge— 
genfeiten des einen Parallelogrammöd mit den ihnen nicht parallelen Gegenfeiten des an-, 
dern gleichmäßig verbinden, 


ug Me 7 

213. 3mei Parallelogramme (ABCD, EFGH Fig. 44) find gleichflächig, wenn 
nicht nur ihre Seiten einzeln parallel find, fondern auch die beiden Geraden (JK, LM) 
parallel laufen, welde die Durchſchnittspuncte der Gegenfeiten des einen Parallelogramms 
mit den ihnen nicht parallelen Gegenfeiten des andern verbinden. 

GP || LM. — A. 212. 

214. Fällt man aus einem beliebigen Puncte in der Ebene eines Dreieds auf 
deffen Seiten oder deren Berlängerungen Senkrechte, verbindet drei beliebig auf denfel- 
ben angenommene Puncte zu einem Dreiede und fällt auf deffen Seiten aus den Eden 
des Urdreieds Senfredte, fo haben audy diefe bei hinreihender Verlängerung ftet5 einen 
ar ar Durchſchnittspunet. 

» 197: 

215. In jedem beliebigen Bierede ift die Summe der Quadrate von zwei Paaren 
zugeordneter Seiten glei der QDuadratfumme des dritten Paares vermehrt um das vier- 
fache Quadrat der Einie, welche die Halbirungspuncte eben diefes dritten Seitenpaares 
verbindet. 


93. ; 

Zrage 1. Bon mweldhem Lehrfage des zweiten Buches Fann der vorftehende als eine 
Ermeiterung angeſehen werben ? 

Frage 2. Wie muß ein Biered befhhaffen fein, damit die Summe der Quadrate 
feiner Diagonalen im Bergleih zur Quadratſumme der Seiten ein Größtes fei? 

216. Schneidet man auf der Hypotenufe eines rechtwinkeligen Dreicds von ihren 
Endpuncten aus Stüde ab, melde gleich den Gatheten find, fo ift das Quadrat der 
Linie, welche zwiſchen diefen beiden Durchſchnittspuncten liegt, doppelt fo groß als das 
Rechteck * den Ueberſchüſſen der Hypotenuſe über die eine und die andere Cathete. 

87. 74. 73. 

217. Fällt man in einem rechtwinkeligen Dreieck von dem gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspuncte der die Winkel halbirenden Linien eine Senkrechte auf eine der Seiten, 
fo iſt das Quadrat derſelben halb fo groß als das Rechteck aus den Ueberſchüſſen der Hy— 
er die eine und die andere Gathete, 

‚, 121. 

218. Berbindet man die Halbirungspuncte der Seiten eined Dreiecks mit den Ge- 
geneden, jo ift die vierfadhe Summe der Quadrate diefer Linien gleich der dreifachen Sum- 
me der Quadrate der Dreiedöfeiten. 

219. Menn man jede der Gatheten eines rechtwinkeligen Dreieds über jeden ib- 
rer Endpuncte hinaus um ihre eigne Länge verlängert und jeden der Endpuncte mit der 
Gegenecke verbindet, fo ift die Summe der Quadrate diefer vier Berbindenden fieben- 
mal jo groß als das Quadrat der Hypotenuſe. 

220. Berlängert man die Hnpotenufe eines rechtwinkeligen Dreieds über jeden ih- 
rer Endpuncte hinaus um ihre eigne Länge, und verbindet diefe beiden Endpuncte mit 
der Spige des rechten Winfels, jo ift die Summe der Quadrate der Berbindenden fünf- 
mal fo groß al& das Quadrat der Hypotenuſe. 

221. Wenn zwei Dreiede (ABC, ADE %ig, 45) eine gemeinſchaftliche Spige (A) 
und zwei Grundlinten (BC, DE) haben, die gleich und parallel find, fo ift die algebrai- 
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ſche Summe ihrer Flädhen halb fo groß als das durch die Grundlinien beitimmte Paral- 
lelogramm. 

222. Nimmt man außerhalb eines Parallelogrammd einen beliebigen Punct, und 
verbindet denfelben mit den Eden der Figur, fo ift das Dreieck, weldhes durch zwei dic- 
fer Berbindenden und eine der Diagonalen gebildet wird, glei der algebraifhen Summe 
der beiden Dreiede, melde auf Ähnliche Weife durdy je zwei jener Berbindenden und zwei 
folde Seiten des Parallelogramms gebildet werden, welde von demfelben Endpuncte der 
Diagonale auslaufen. 


Zrage: Db der Sag aud noch gilt, wenn man den Punct innerhalb des Paral: 
lelogramms nimmt ? 


223. Nimmt man außerhalb oder innerhalb eines belicbigen Parallelogramms ei« 
nen beliebigen Punct und verbindet ihn mit deffen Eden, fo ift die Summe der beiden von 
den ſechs fo entftehenden Dreieden, welche die Diagonalen zu Seiten baben, gleich der als 
gebraifchen Summe der beiden Dreiede, welche das eine Paar von Gegenfeiten zu Grundli— 
nien haben, und der Unterſchied jener beiden Diagonaldreiede gleih der algebraiihen Sum« 
me der beiden Dreiede, welche das andere Paar von Gegenfeiten zu Grundlinien haben. 

Zrage: Laſſen fih nicht vielleicht die Säge 221 — 223 in einen einzigen allgemei« 
nen Sat zufammenfaffen ? 

224. Wenn man in einem Paralleltrapez die Halbirungspuncte der beiden nicht 
paralleten Seiten verbindet, und dann einen beliebigen Punct der fo erhaltenen Gra— 
den mit den vier Eden der Figur, fo ift die Summe zweier Gegendreiecke gleich der 
Summe der beiden andern. 

Fig. 46. 

Frage 1. Bon weldem frühen das Paralleltrapez betreffenden Sage diefes Ab: 
ſchnittes kann man den vorftchenden als eine Erweiterung anjehen ? 

Zrage 2. Findet vielleiht etwas unferm Sage Achnlidhes Statt, wenn der Punct 
anjtatt auf der die nit parallelen Seiten halbirenden Geraden felbit, auf ihrer Berlän- 
gerung genommen wird? 

225. Wenn in einem Parallelogramm (ABCD Fig. 47) eine der Diagonalen (AC) 
von gleiher Länge mit einem Paare Gegenfeiten (AB, CD) ift, fo it die Summe der 
Duadrate der beiden andern Gegenfeiten (AD, BC) und eben diefer Diagonale gleich 
dem Duadrate der andern Diagonale (BD). 


236. In jedem Paralleltrapez ift die Summe der Quadrate beider Diagonalen 
glei der Summe der Quadrate der beiden nicht parallelen Seiten vermehrt um das 
doppelte Rechteck aus den beiden paralleien Seiten. 

Zrage: Bon welchem Sase des zweiten Buches Fann der vorftchende als cine Er— 
weiterung angeſehen werden ? 

227. Schneidet man auf jeder Seite eines Dreiecks (ABC Fig. 48) von jedem ihrer 
Endpuncte aus den nten Theil ihrer eignen Länge ab, fo ift die Summe der Quadrate 
von der einen Ternion der Linien, welche diefe Durchſchnittspuncte mit den Gegenecken 
verbinden (AD, BE, CF) glei der Summe der Quadrate der andern Ternion (AG, 
BH, CJ). 

%. 200. 

Frage: In welchen befondern Fällen werden je zwei unferer Trandverfalen einan- 
der gleich? 

228. Berlängert man die Seiten eines Dreicds (ABC Fig. 49) gleihmäßig, jede 
um die Hälfte ihrer eignen Länge, und verbindet fo wohl. die Endpuncte (D, E, F) 
diefer Berlängerungen , ald audy die Halbirungspuncte (G, H, J) der Seiten felbit mit 
den Gegeneden, fo ijt der Ueberfhuß der Quadratfumme der eriten Ternion von Linien 
(AE, BF, CD) über die Quadratſumme der zweiten (AH, BJ, CG) glei‘ der Summe 
der Quadrate der Dreiedöfeiten, 

229, Berbindet man die Halbirungspuncte zweier Paare zugeordneter Seiten ei— 
ned Vierecks unter einander, fo ift das fo entjtandene Parallelogramm halb jo groß als 
der Unterſchied der beiden Dreiecke, welde eben diefe beiden Seitenpaare mit einander 
bilden ; es ift alfo (Fig. 17) EFGH =} [AABN — ACDN], EKGJ=4 [AAMB—. 
ACMD], FKHJ=! [(ABMC— AAMD). 

A. 221. 

Zuſ. Daher liegen in jedem Paralleltrapez die Halbirungspuncte der beiden nicht 
parallelen Seiten und der beiden Diagonalen in einer geraden Linie, 

230. Schneidet man von einem der Endpuncte (A) der Diagonale (AC Fig. 50) 
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eined Vierecks ein Stud (AF) ab, welches glei ift dem Segment (CE) diefer Diago: 
nale, weldes zwifhen der andern Diagonale und der Gegenede liegt, verführt dann 
eben jo .mit der zweiten Diagonale und verbindet diefe Puncte (F, G), fo iſt die Duas 
dratfumme diefer Berbindenden und der beiden Diagonalen glei der Duadratfumme der 
vier Seiten. | 

Frage: Welche Eigenſchaften ergeben fi hieraus für ſolche Bierede, in denen 
eine Diagonale durch die andere, und für folde, in denen beide Diagonalen durch einan- 
der halbirt werben ? 

2731. Wenn man in einem Bierede ein Paar Gegenfeiten (AD, BC %ig. 51) 
bis zu ihrem Durchſchnittspunct (E), und darauf auch über die entgegengefesten End» 
puncte (A, B) hinaus verlängert, dieſe letztern Berlängerungen den erftern einzeln gleich 
madt (AG = DE, BF — CE) und die jo erhaltenen beiden Puncte verbindet, fo iſt 
das Quadrat diefer Berbindenden fammt den Quadraten der Seiten, die man verlän- 
gert bat, ‚glei der Quadratſumme der. beiden andern Seiten und der Diagonalen des 
Vierecks. 


90. 
er In melden allgemeinern Sag laffen ſich die beiden leuten Säge zufam- 
menfailen ? 

232. Werlängert man die Hypotenuſe eines rechtwinkeligen Dreieds über jeden 
ihrer Endpumcte binaus um ihre eigne Länge, verbindet die fo erhaltenen Puncte mit 
der Spige des rechten Winfels und fällt in dem dadurch entitandenen ftumpfwinfeligen 
Dreieck aus einem der fpisen Winkel eine Senkrechte auf die verlängerte Gegenfeite, fo 
ift das Rechteck aus diefer Seite und ihrer Verlängerung doppelt fo groß ald das Qua— 
drat der Hypotenuſe. 

233. Wenn man in einem Dreiede von jedem Endpuncte jeder Seite aus ſowohl 
auf ihr ſelbſt als auf ihrer Verlängerung den nten Theil ihrer eignen Länge abfchneidet, 
alle diefe Puncte-mit den Gegeneden verbindet, fo ift der Ueberfhuf der Quadratfumme 
aller äußern Berbindungslinien über die Quadratfumme aller innern doppelt fo groß 
als die Summe der Quadrate der Dreiedöfeiten. 

234. Nimmt man außerhalb eines gleihfeitigen Dreiecks einen beliebigen Punct, 
fo ift die Summe der Quadrate der Linien, die ihn mit den Eden des Dreiedö vers 
binden, dreimal jo groß als die Quadratfumme der beiden Linien, melde den Höhen- 
durchſchnitt des Dreicds mit einer feiner Eden und mit eben jenem Puncte außerhalb 
verbinden. 

A. 200. 

Zrage: Bleibt unfer Say noch richtig, wenn der Punct innerhalb oder im Um— 
fange des Dreiecks genommen wird ? 

235. Nimmt man in der Ebene eined Quadrates einen beliebigen Punct, fo ift 
die Summe der Quadrate der Linien, melde ihn mit den Eden der Figur verbinden, 
viermal fo groß ald die Duadratfumme der beiden Linien, welde den Durchſchnittspunct 
der Diagonalen mit einer der Eden und mit eben jenem Puncte verbinden. 

Zrage: Gilt unfer Sag aud für die übrigen Parallelogramme ? 

236. Nimmt man in der Ebene eines beliebigen regelmäßigen Vielecks von gera= 
der Eckenzahl einen beliebigen Punct, fo ift die Quadratfumme aller der Linien, die 
diefen Punct mit fämmtlihen Eden verbinden, fo viel mal fo groß ald die Summe der 
Quadrate der beiden Linien, welde den Durdfchnittspunct der Diagonalen zwiſchen je 
zwei Gegeneden mit einer der Eden und mit eben jenem angenommenen Puncte vers 
binden, fo viel die Edenzahl der Figur Einheiten hat. 

237. Bieht man aus den Spisen eine Dreieds nad den Halbirungspuncten der 
Gegenjeiten gerade Linien, und verbindet fomohl den gemeinfdhaftlihen Durdfänittd« 
punct derfelben (X. 195) als aud die Spigen des Dreiecks mit einem beliebigen Puncte 
in deffen Ebene, fo ift Die Summe der Quadrate der drei legtern Linien gleih dem dreifa- 
hen Quadrate der Linie, welde den Durchſchnittspunct der genannten Transverfalen mit 
dem angenommenen Puncte verfnüpft,, vermehrt um die Quadrate der Linien, die von 
eben diefem Durchſchnittspuncte nach den Spiten des Dreieds laufen. 

Zrage: Welchen frühern Sag diefes Anhanges fehließt der worftehende als befon- 
dern Fall in fi? 

238. Nimmt man in der Ebene eines Dreiecks zwei Puncte beliebig, jedod fo, 
daß fie gleihe Entfernung von dem Puncte haben, in welchem ſich die Linien ſchneiden, 
welde die Halbirungspuncte der Seiten mit den Gegeneden verbinden, und verbindet 
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fowohl den einen, als den andern mit den Eden, fo iſt die Quadratfumme der einen 
Zinienternion glei der Quadratfumme der andern.. 

239. Die Summe der Quadrate der Linien, welche einen beliebigen Punct in der 
Ebene eines Vierecks mit deffen Eden verbinden, ijt gleidy der Quadratfumme der Ge— 
raden, welche man von dem Puncte, in dem fidy die drei Geraden ſchneiden, melde die 
Halbirungspuncte je zweier zugeordneter Seiten verbinden (X. 71), nah den Eden 
zieht, vermehrt um das vierfahe Quadrat der Linie, welche eben diefen Durchſchnitts— 
punct mit dem angenommenen Puncte verbindet. 

240. Haben zwei. oder mehrere Puncte in der Ebene eines Vierecks gleihe Ent: 
fernung von dem gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte der die Halbirungspuncte je zweier 
Gegenfeiten Berbindenden, und man zieht von jedem .derfelben nach allen vier Eden ge: 
rade Linien, fo ift die Summe der Quadrate der einen Zinienquaternion fo groß als 
die Summe der Quadrate jeder der übrigen Quaternionen. 


241. Die Summe der Quadrate der drei Linien, welde man von dem gemein- 
ſchaftlichen Durchſchnittspunct der die Seiten balbirenden Scheitellinien eines Dreiecks 
nad deffen Eden zieht, ift Fleiner ald die Quadratfumme der Geraden, welde irgend ei— 
nen andern Punct in der Ebene des Dreieds mit deffen Eden verbinden, d. h. für 
jenen Durchſchnittspunct ift die Summe der Quadrate feiner Berbindungslinien mit den 
&den ein minimum, 

242. In jedem Bierede ift der gemeinſchaftliche Durchſchnittspunct der die Halbi- 
rungöpuncte je zweier Gegenfeiten verbindenden Geraden derjenige, für melden die 
Summe der Quadrate feiner Berbindungslinien mit den Eden ein minimum ift, 

243. Wenn man aus der Spise eines gleichſchenkeligen Dreiecks nad) deffen Grund: 
linie oder ihrer Verlängerung eine Gerade fo zieht, daß fie mit ihr einen Winkel von 
2 R oder 4R bilet, fo ftehen diefe Transverſale und die durch fte gebildeten zwei 
Segmente der Grumdlinie ftetd in einer-foldhen Beziehung zu einander, daß die größte 
diefer drei Linien fo groß ift als die beiden andern zufammen genommen.. 

. 183; 

244. Schneidet man auf jeder Seite eines. beliebigen. Vielecks von jedem ihrer 
Endpuncte aus den nten Theil ihrer, eignen Länge ab, und verbindet alle dicfe Durchs 
ſchnittspuncte mit einem beliebigen Puncte in der Ebene des Bieledö , fo. it die Summe 
der Quadrate der erften, dritten, fünften 2c. diefer Verbindenden gleich. der Dundrat- 
fumme der zweiten, vierten, ſechſten 2c... 

245. Nimmt man innerhalb eines Vielecks zwei beliebige Puncte und verbindet 
jeden ſowohl mit allen. Eden als. audy mit den Halbirungspuncten aller Seiten, ſo ift 
die Summe der Quadrate der Geraden, die man von dem einen Puncte nad den Eden 
und von dem andern nad. den Halbirungspuncten der Seiten gezogen bat, fo groß als 
die Duadratfumme aller übrigen Berbindenden. 

Frage: Können beide Puncte, oder doch einer. auch außerhalb des Vierecks oder 
in deflen Umfange genommen werden ?. 

246. Berlängert man in einem Paralleltrapez (ABCD Fig. 52) die beiden nicht 
parallelen Seiten. bis zum gegenfeitigen Durdfchnittöpunct (E) und verbindet denfelben 
mit dem Durdfchnittöpuncte der Diaggnalen.(F}), fo halbirt diefe Verbindende ſtets die 
beiven parallelen Seiten. 

FK || AD, FJ |] BC, DL || EH. 
ABIC=AAKD, AEIC=AEKD; AEFC=AEFD, AEFC= A EFL. 

247. Bieht man-von einem beliebigen Puncte (B) auf einem. der Schenkel (MA) 
eines beliebigen Winfelö (MAN Fig, 53) nad) dem ‚andern Schenkel ein Paar beliebiger 
Geraden (BD, BE) und mit ihnen zwei Parallelen (CF, EG) von einem beliebigen 
Puncte (C) des zweiten Schenkels nad dem erften, fo find. die beiden Geraden (FD, GE) 
welche die Endpuncte von je zwei ſolchen diefer vier Linien, die nicht parallel find, ver: 
binden, ftet5 einander parallel, 

248. Laufen von einem Puncte (A. Fig: 54) drei beliebige Gerade (AB, AC, AD) 
aus, und man zieht won zwei beliebigen Puncten der einen (AB) ein Paar beliebiger 
Parallelen (BG, EF) nach einer der beiden andern (AC) und von den fo erhaltenen 
Durchſchnittspuncten (F, G) ein Paar beliebiger Parallelen (FJ, GH) nad der dritten 
(AD) und verbindet nun diefe beiden legten Durchſchnittspuncte (J, H) mit den auf der 
—— Linie angenommenen Puncten (E, B), fo find auch dieſe beiden Geraden ſtets 
parallel, 
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Man ziehe EK || FJ und JL || AB, fo iſt: 

KM |JAC— AEBJ= AEBL= AELM = AEON = AEKN — 

A EOK = AEKH — AEKJ = A EH. 

249. GErflärung. Der nöthigen Kürze halber wollen wir in den unmittel= 
bar folgenden Lehrſätzen Seite eines Bieleds jede Linie nennen, die irgend zwei feiner 
Eden verbindet, dagegen die gewöhnlid fo genannten Seiten mit dem befondern Na— 
men Umfangöjeiten belegen. 

250. Berbindet man in einem Fünfee jede Ede mit den Halbirungspuncten der 
drei nit anliegenden Umfangsfeiten, fo ift die Summe der Quadrate von allen erften 
und dritten diefer Halbirenden um 2 der Duadratjumme der Umfangsfeiten größer als 
die Summe der Quadrate der übrigen Halbirenden. 

Anmerkung. Man vergleiche diefen Satz mit dem frühern A. 218, und beantworte 
die Frage: in wiefern der vorftehende eine Beraligemeinerung von jenem ift? 

251. Berbindet man in einem Siebenet jede Ede mit den Halbirungspuncten 
der nicht anliegenden fünf Umfangöfeiten, fo iſt die Summe der Quadrate aller erften, 
dritten, und fünften Halbirenden um 2 von der Quadratfumme der Umfangsſeiten grö— 
per > die Summe der Quadrate der übrigen Halbirenden, d. h. aller zweiten und 
vierten. 

.. 252. Allgemein wenn man in einem Vieleck von ungerader Edenzahl jede Ede 
mit den Halbirungspuncten aller nicht anliegenden Umfangöfeiten verbindet, fo ift bie 
Summe der Quadrate aller derjenigen unter dieſen Halbirenden, deren Stellenzeiger un— 
gerade find, um 2 von der Quadratfumme aller Umfangöfeiten größer ald die Summe 
der Quadrate aller übrigen Halbirenden, d. h. derjenigen, deren Stellenzeiger gerade find, 

. 253. Verbindet man in einem Biere jede Ede mit den Halbirungspuncten der 
beiden nicht anliegenden Umfangsfeiten, fo ift die Summe der Quadrate aller erften 
Halbirenden glei) der Summe der Quadrate aller zweiten. 

. 254. Wenn man in einem Sechsecke jede Ede mit den Halbirungspuncten der 
vier nicht anliegenden Umfangsfeiten verbindet, fo ift die Summe der Quadrate aller 
erften und dritten Halbirenden glei) der Summe der Quadrate aller zweiten und vierten. 

.. 255. Allgemein, wenn man in einem Bielede von gerader Edenzahl jede Ede 
mit den Halbirungspuncten aller nicht anliegenden Umfangöfeiten verbindet, fo ift die 
Summe der Quadrate aller derjenigen Halbirenden, deren Stellenzeiger ungerade find, 
glei der Summe der Quadrate derer, die gerade Stellenzeiger haben, 

256. Berbindet man jede Ede eines Biereds mit den Halbirungspuncten aller 
nicht anliegenden Seiten (X. 249), fo ift die Summe der Quadrate aller diefer Linien 
anderthalb mal fo groß als die Duadratfumme aller Seiten, 

Anmerkung. Man vergleiche damit den frühern Sag 4. 218, 

257. Die Summe der Quadrate aller der Linien, welde man erhält, indem 
man jede Ede eines Fünfeds mit den Halbirungspuncten aller nit anliegenden Seiten 
verbindet, ift 2 Mal fo groß als Duadratfumme aller Seiten der Figur. 

258. Berbindet man in einem Sechsecke jede Ede mit den Halbirungdpuncten als 
ler nicht anliegenden Seiten, fo ift die Summe der Quadrate aller diefer Berbindenden 
dreimal fo groß ald die Summe der Quadrate aller Seiten des Sechsecks. 

259. Allgemein, wenn man in einem ned, jede Ede mit den Halbirungspuncten 
aller nicht anliegenden Seiten verbindet, fo ift die Duadratfumme aller diefer Berbin- 
denden (n— 2) mal fo groß al& die Quadratfumme, welde 2 von der Summe der 
Quadrate aller Seiten des Vielecks ift. 

260. Berbindet man in einem Bierede die Halbirungspuncte von je zwei zuges 
ordneten Seiten, fo ift die Summe der Quadrate diefer VBerbindenden viermal fo Flein 
als die Duadratjumme aller Seiten. 

261. Wenn man in einem beliebigen Fünfeck den Halbirungspunct jeder Seite mit 
den Halbirungspuncten aller derjenigen unter den übrigen Seiten verbindet, die mit der 
erftern Feinen gemeinſchaftlichen Endpunct haben, fo ift die Summe der Quadrate aller 
diefer Berbindenden, 2 von der Duadratfumme aller Seiten, 


2062. Wenn man den Halbirungspunct jeder Seite eines Schöedd mit den Hals 
birungspuncten aller derjenigen unter den übrigen Seiten verbindet, die mit der erjtern 
feinen gemeinſchaftlichen Endpunct haben, fo ift die Summe der Quadrate diefer Ber: 
bindenden anderthalb mal jo groß als die Duadratfumme aller Seiten. 

263. Allgemein ift die Summe der Quadrate der Linien, die man dadurch erhält, 
dad man den Halbirungspunct einer jeden Seite eines necks mit den Halbirungdpuncten 
aller derjenigen unter den übrigen Seiten verbindet, melde mit der erjtern feinen ges 
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meinſchaftlichen Endpunct haben, mal jo groß als der vierte Theil der 


Duadratfumme aller Seiten, 

264. Berbindet man in einem Vierede die Halbirungspuncte je zwei folder Sei: 
ten, die einen gemeinſchaftlichen Endpunct haben, fo ift die Summe der Quadrate diefer 
Linien halb fo groß als die Duadratfumme aller Seiten und mithin doppelt fo groß als 
die Summe der Quadrate der Einien, welde die Halbirungspuncte je zweier Gegenfei: 
ten verbinden. 

265. Berbindet man in einem Fünfee die Halbirungspuncte ſowohl je zwei folder 
Seiten, die einen gemeinſchaftlichen Endpunct haben, als aud von je zwei unter den= 
jenigen, die Feinen haben, fo ift die Duadratfumme der erjtern Berbindenden gleich der 
Duadratfumme der letztern. 

266. Die Summe der Quadrate aller Linien, welche die Halbirungspuncte je 
zweier von derjelben Ede auslaufender Seiten eines Sechsecks verbinden, ift jo groß als 
die Duadratfumme aller Seiten. 

267. Allgemein ift die Summe der Quadrate aller Linien, melde in einem ned 
die Halbirungspuncte je zweier von derfelben Ede auslaufender Seiten verbinden (n — 2) 
mal fo groß al& der vierte Theil der Quadratfumme aller Seiten. 

268. Berbindet man in einem ned die Halbirungspuncte ſowohl von je zwei Sei: 
ten, die Feinen gemeinfdaftlihen Endpunct haben, al& aud von je zwei folden, die von 
derjelben Ede auslaufen, fo ift die Duadratfumme der eritern Glaffe von Berbindenden 


— mal. fo groß als die Quadratſumme der zweiten Glaffe. 


2 

269. In jedem Vielecke ift die Summe der Quadrate aller Linien, welche jede 
Ede mit den. Halbirungspuncten aller nicht anliegenden Seiten verbinden, dreimal fo groß 
als die Duadratfumme der Linien, welche die Halbirungspuncte je zweier von derfelben 
Ede auslaufender Seiten verbinden. " 

270. Damit in einem Bielede die Summe der Quadrate der Linien, welde die 
Halbirungspuncte von je zweien, feinen gemeinſchaftlichen Endpunct habenden, Seiten 
verbinden, n mal fo groß fei als die Quadratſumme derer, welde die Halbirungspuncte 
von je zweien, von derfelben Ede auslaufenden, Seiten verbinden, muß die Anzahl der 
Gden 2n +3 betragen, 
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274. Ein Biere zu conftruiren, in weldem alle drei Paare der zugeordneten 
Seiten (verlängert) fi unter rehten Winkeln ſchneiden. 

272. Ein Dreied in ein anderes zu verwandeln, jo daß die Grundlinien beider 
zwar auf derfelben geraden Linie liegen fi aber um irgend eine gegebene Länge von 
einander unterfcheiden, 

273. Ein Dreick in ein anderes zu verwandeln, jo daß die Grundlinien beider 
auf derfelben Geraden liegen und ihre Höhen fih um eine gegebene Länge von einander 
unterſcheiden. 

274. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, in welchem ſowohl die Grund— 
linie als einer der an ihr liegenden Winkel vorgeſchriebene Größe haben. 

275. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, in welchem ſowohl die Höhe, 
als einer der an der Grundlinie liegenden Winkel vorgejäpriebene Größe haben. 

276. Ein ungleihfeitiges Dreicd in ein gleihfchenfeliges zu verwandeln, in wel: 
dem die Grundlinie eine vorgefchriebene Länge bat. 

277. . Ein ungleidfeitiges Dreieck in ein gleichſchenkeliges von vorgefäriebener 
Höhe zu verwandeln. 

278. Ein Parallelogramm durch eine gerade Linie zu halbiren, melde einer ge: 
gebenen Geraden parallel läuft. 

279. Ein Parallelogramm in ein anderes zu verwandeln, in welchem beide Paare 
der Gegenfeiten vorgeſchriebene Länge haben. 
280. Gin ungleichfeitiges Parallelogramm in ein gleichfeitiges zu verwandeln. 

281. Ein Parallelogramm zu conjtruiren, das einem von zwei gegebenen Par 
rallelogrammen an Anhalt, dem andern an Umfang gleich iſt. 
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Frage: Iſt die Auflöfung diefer Aufgabe unter allen Umftänden, d. h. bei jeder 
beliebigen Beſchaffenheit der beiden gegebenen Parallelogramme möglih? 

282. Wenn eine beliebige Menge beliebiger Bielede gegeben ift, ein Rechteck zu 

4 [2 

eonftruiren, welches — vom Flächenraume des einen, — von dem des zweiten, nr 
von dem ded dritten Bieledö u. ſ. w. in ſich faßt. HE 

283. Ein Dreied in ein anderes zu verwandeln, deſſen Grundlinie mit der des 
gegebenen eine einzige gerade Linie bildet, und deſſen Spitze mit einem gegebenen 
Puncte zuſammenfällt. 


Frage: Macht es einen weſentlichen Unterſchied, ob die Spigen beider Dreiecke 
auf derſelben oder auf verſchiedenen Seiten der Geraden liegen, welche die Grundlinien 
bilden ? 

284. Ein Dreied in eine beliebige Anzahl gleiher Theile zu theilen, fo daß die 
Theilungslinien von einer der Eden auslaufen. 

285. Ein Dreieck durch Linien, die von einer feiner Eden auslaufen, in eine bes" 
liebige Anzahl von Stüden zu theilen, welde ein beliebiges Größenverhältniß zu einan— 
der haben, 3. B. in fünf Stüde, fo daß das zweite das Dreifache des erften, das 
dritte das Zweifache des zweiten, das vierte viermal fo groß ald die drei erften zufam- 
men genommen, und das Ichte zehnmal fo Flein als die wier erften zufammen genommen. 

286. Ein Bieled dur Linien, die von einer feiner Eden auslaufen, ih eine 
beliebige Anzahl gleiher Theile zu theilen. 

287. Ein Bieled durd Linien, die von einer der Eden auslaufen, in eine belie- 
bige Anzahl von Stüden zu zerlegen, die ein vorgefhriebenes Größenverhältnig zu 
einander haben. 

288. Wenn auf einer der Seiten eines Dreiedö ein Punct gegeben ift, durch 
ihn eine Gerade fo zu ziehen, daß durch diefelbe das Dreieck halbirt wird, 

» Ein Bicled in eine beliebige Anzahl gleiher Theile zu theilen durch Linien, 
die von einem Puncte auslaufen, der auf einer feiner Umfangöfeiten liegt. 

Frage: In wiefern Fann diefe Aufgabe ald ein befonderer Zal der vorvorigen 
(288) angefehen werden ? 

2%. Ein Dreieck zu halbiren durd eine Gerade, welde durch einen innerhalb 
des Dreiecks gegebenen Punct geht. 

291. Ein Bieled in eine beliebige Anzahl gleiher Theile zu theilen durch Linien, 
die von einem Puncte innerhalb deffelben auslaufen. Ä 

292. Ein Vieleck durch Linien, welde von einem beliebigen Puncte innerhalb 
deſſelben auslaufen, in eine beliebige Menge von Stüden zu teilen, welde ein vorge— 
fohriebenes Größenverhältniß zu einander haben, 

293. Wenn zmei begränzte gerade Linien (AB, CD %ig. 55) und eine unbe- 
gränzte (MN) gegeben find, auf legterer den Punct (X) zu finden, der, mit den End» 
puncten der beiden andern Geraden verbunden, zwei gleihflädige Dreiede (XAB, und 
XCD) giebt. 

AB= EG, CD=EF. 
204. Den Beweis des pythagoräifhen Lehrſates zu führen nad Anleitung von 


295. Daffelbe zu thun nady Anleitung von Fig. 57. 
296. Daffelbe zu thun nad Anleitung von Fig. 58. 
297. Doffelbe zu thun nad Anleitung von Fig. 59. 
298. Daffelbe zu thun nad Anleitung von Fig. 60. 
299. Daſſelbe zu thun nad Anleitung von Fig. 61. 
300. Daſſelbe zu thun nad Anleitung von Fig. 62. 


73 


Drittes Bud. 
Ueber Berhältniffe und Proportionen. 


Einleitung. 4 


119. Erklärung Wenn eine Größe mehreremal genoms 
men, oder mit andern Worten, wenn eine Größe dadurh, daß man 
fie mit einer (ganzen) Zahl multiplicirt, einer zweiten Größe gleich 
wird, fo ift fie ein genauer oder aliquoter Theil (pars aliquota) 
diefer zweiten ; fie ift dagegen ein nicht genauer Theil (pars ali- 
quanta) der zweiten, wenn fie eins oder mehreremal genommen 
diefer nicht gleich koͤmmt, fondern Bleiner als diefelbe bleibt, und 
wenn man fie nun noch einmal mehr nimmt, größer wird. 


Eucl. V, Erkl. 1. Man fehe über diefe und alle folgenden Erflärungen dieſes 
Buches die Anmerfungen von Sönig, 


Anmerfung. Es heißt abfihtlih „eine Größe” und nit blos „eine Zahl”, 
da eine Fleinere Linie eben fo gut ein genauer Theil von einer größern Linie fein kann, 
oder ein Fleinerer Kreis von einem größern, oder ein. Fleineres Gefäß von einem grö- 
fern, wie dieß eine Zahl von einer andern ift. 1, 2, 5 ſind genaue, 3,4, 7, 
8, I nit genaue Theile von 10. j 

120. Erklärung. Kine Größe heißt ein Vielfaches (mul- 
tiplum) einer andern, wenn diefe leßtere ein genauer Theil von ihr 
ift, oder, wie man auch zu fagen pflegt, wenn diefe leßtere fie mißt. 

So ift 3. DB. 10 ein Vielfaches von 1, 2, und 55 aber nicht 


2 
VI, Erkl. 5. 
nennungen doppelt, dreifach ıc. Hälfte, Drit- 


ho. Zwei (oder mehrere) Srößen heißen gleich: 
vielfache (aequimultipla) von zwei (oder mehrern) andern, wenn 
fie diefe leßtere * vielmal in ſich faſſen, jede naͤmlich die Groͤße, 









von der ſie das fache iſt. 

So find z. B.20, 40 und 60 Gleichvielfache von 4, 8 und 12, 
oder von 5, 10 und 15, oder von 10, 20 und 30; aber fie find es 
nicht von 5, 8 und 20. 

122. Erklärung. Man nennt Potenyen einer Zahl diejes 
nigen Zahlen, die man dadurch erhält, daß man jene erfiere Zahl 
ein-, zweiz, dreimal u. f. f. mit fich ſelbſt multiplieirt. 

Man erhält namentlich die zweite Potenz einer Zahl, auch 
QDuadrat oder Duadratzahl genannt, wenn man diefe Zahl 
einmal durch fich ſelbſt multiplicirt; die Dritte Potenz, au 
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Würfel, oder Cubus, oder Cubikzahl genannt, wenn man fie 
zweimal, die vierte, wenn man fie dreimaln.f. f. mit fid) 
ſelbſt multiplicirt. 

&o find 3. B. 4, 8, 16, 32 der Reihe nad) die zweite, dritte, 
vierte und fünfte Potenz von zwei; 36 ift die zweite und 216 die 


dritte Potenz von 6. 

Anmerkung 1. Wir werden fpäter, in dem vierten (203, 3.5.) und eilften Buche 
(450, 3. 2— 4) fehen, warum die zweiten und dritten Potenzen auch Duadrate und 
Würfel oder Guben genannt werden, 

Euclides fagt in der 17ten und 18ten Erklärung feines Tten Budıs: „eine 
Duadratzahl iſt eine aus der Multiplication zweier gleihen Zahlen, und eine Gubif- 
zahl eine aus der Multiplication dreier gleihen Zahlen entitandene Zahl.‘ 

Alle Zahlen, wie z. B. 10 oder 12, die diefe Eigenfchaft nicht haben, beißen 
Richtquadrat- oder Richtcubik-Zahlen. 

Anmerkung 2. Man kann erſte Potenz einer Zahl die Zahl ſelbſt d. h. die Zahl 
multiplicirt durch Eins nennen. Die Potenzen kann man, anſtatt durch die Multipli— 
cation ſelbſt, wie a. 1, a. a,a.a. a, a. a. a. a, ⁊c., was laͤſtig iſt, durch Ex— 
ponenten anzeigen, welche angeben, wie oft die Zahl als Factor vorhanden, und 
demnach die wievielte Potenz es ſein ſoll. So bezeichnen 

at, a2, ad, at, ad x, 
die erfte, zweite, dritte, vierte, fünfte 2c, Potenz von a. 

Anmerkung 3. Bieraus folgt: 

1) daß, wenn man Potenzen einer Zahl durch Potenzen eben diefer Zahl multiplicirt 
oder dividirt, der Erponent des Produftes oder Quotienten die Summe oder der 
Unterfhied der Grponenten fein wird; fo daß ar Fi == ar = Br und 

5 


a 5—2 __ „3 iſt. 


2) daß man eine Diviſion durch eine Potenz dadurch anzeigen kann, daß man dem 
Grponenten das Zeichen der Subtraction (—) vorſetzt; 3. B. für 1, 4 * ꝛc. 
— —ı —3 
fest man ‚a ,a ⁊tc. 


3) daß die nullte Potenz einer Zahl ſtets die Einheit ſelbſt iſtz da | = = = \ 
1—1 0 i er j ; — 
a — a, fo daß man jederzeit für 1 die nullte Potenz einer beliebigen Zahl 
fegen kann. - 

Anmerfung 4. Es ift bier der Ausdruck Zahl und nit Größe gebraucht wor- 
den, darum weil das Potenziren in einem eigentlihen Multipliciren bejteht, und dem: 
nad nur auf Zahlen angervandt werden kann. Denn man Fann wohl fagen: 4 multi 
plicirt durch 4, und die fo entftehende Zahl beftimmen, aber man Tann niemals cine 
Linie durch eine Linie, und cben jo wenig einen Kreis durch einen Kreis multipliciren. 
Sprit man gleihwohl zuweilen von der Multiplication zweier Linien 2c,, oder deutet 
diefeibe in Zeichen an, jo geſchieht Died nur der Kürze halber und man bezeichnet alle— 
zeit ſtillſchweigend dadurch die Zahl, welche die Größe der einen Linie oder des einen 
Kreiſes darſtellt multiplicirt durch die Zahl, welche die Größe der andern Linie oder 
des andern Kreiſes ausdrückt. 

1233. Erklärung Man nennt Wurzeln einer Zahl dieje— 
nigen Zahlen, die, wenn man fie mit fich feldft multiplicirt, jene 
erftere Zahl zum Produfte geben: und zwar zweite oder Quadrat 
Wurzel, dritte oder Eubif: Wurzel, vierte, fünfte. Wur 
jel, die Zahlen, welche ein-, zwei-, dreis, viermal zc. mit 
ſich felbft multiplicire werden müflen, um als Product die in Nede 
ftehende Zahl zu geben. 
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So iſt 3. B. 5 die zweite oder Quadrat: Wurzel von 25, die 
dritte oder Lubit: Wurzel von 625, die vierte von 3125 u. f. w. 

Anmerkung |. Für die Wurzeln hat man das Zeichen Y’; cine in daffelbe hin— 

eingefchricbene Zahl zeigt an, von weldem Grade die bezeichnete Wurzel fein fol, So 

4 3 4 5 

bezeichnen Ya, (wofür man nod gewöhnlicher blos Ya fhreibt), Ya, Ya, Vaıt, 
” [} * 3 

die zweite, dritte, vierte, fünfte zc. Wurzel von a. Darnad ift alfo 4 = YVi6t, 

weil 4 zweimal mit ſich ſelbſt multiplicirt werden muß, um das Product 64 zu erhalten, 


Anmerkung 2. Grponenten Fönnen wie zur Bezeichnung der Potenzen, eben fo 
auch zur Bezeihnung der Wurzeln gebraudt werden; aber fie Fönnen alsdann nur 


Brüde fein. So Fann man 3. B. va auch durch ab, Ya durch as ꝛc. ausdrücken; 
— Er 1 3 3 3 7.7 3+3 +3 1 
enn es iſt a oder = Yayayazmad.ıad.a!=a = a. 

124. Erklärung. Gleihartige Größen nennt man dies 
jenigen, welde fo befchaffen find, daß ein Vielfaches der kleinern 
die größere erreichen oder übertreffen kann; oder auch: gleichartige 
Groͤßen find foiche, die aus derfelben Art von Einheiten beftchen. 

Beifpiel. Linien find untereinander gleichartig, eben fo Paral: 
(elogramme; nicht minder ift Woche gleichartig mit Stunde, darum 
weil eine gewiffe Menge von Stunden eine Woche ausmachen fünnen. 
Aber Linie, Parallelogramm und Woche find unter einander uns 
gleichartig. 

125. Erklärung Commenſurable Gröjen oder Zahlen 
heißen diejenigen, welche ein gemeinfchaftlihes Maaß haben; fei es 
nun, daß die Fleinere felbft das Maaß der größern d. h. ein genauer 
Theil von ihr ift, oder daß eine dritte Größe das Maaß d. h. ein 
genauer Theil von beiden ift. 

Eucl. X, Erkl. 1. 

Anmerkung 1. Mit Vorbedaht heißt ed in der Erflärung „Größen oder Zahlen‘ 
weil das Gefagte auf alle Größen anwendbar ift. Gin Loth, ein Pfund, ein Gentner 
find zu einander commenfurabel, eben jo Minute, Stunde, Tag, Woche xc. 

Zuf. 1. Alle Brüche find zu einander commenfurabel; da man 
fie flets auf einerlei Benennung bringen kann. 


Zuf. 2. Für alle Zahlen von gleicher Einheit ift diefe, fie fei 
abfolut oder relativ, das gemeinfchaftlihe Maaf. 

Anmerkung 2. Die abfolute Einheit ift die Einheit aller der Zahlen, die man 
gewöhnlich mit dem Ausdrucke unbenannte Zahlen bezeichnet; relative Einheiten 
finden Statt bei benannten Zahlen. Sage ih alſo ſchlechthin: Hundert, Tau— 
ſend ꝛc. fo ijt die Einheit diefer Zahlen die abjolutez fage ih hingegen, 20 Eimer, 
20 Ruthen, 20 Fuß, To haben dicfe Zahlen relative Ginheitenz; denn fie bezichen 
ih auf etwas Beſtimmtes, wie bier auf die beftimmten Begriffe: Cimer, Ruthe, 
Zuß. — Bmwanzig Ruthen, und zwanzig Fuß find, obſchon fie gleich viel Einheiten In 
ih fallen, der Größe nad doc fehr verſchieden, darum weil die Einheit der einen 
Ruthe, zwölfmal fo groß ift, als die Einheit der andern, Fuß, 

Anmerkung 3. Die Betrachtung der Zahlen, die ein gemeinſchaftliches Maaß ha: 
ben, hat in der Arithmetik zu dem Verfahren geführt, das größte gemeinſchaftliche Maaf, 
oder den größten gemeinſchaftlichen Theiler zweier (oder mehrerer) Zahlen zu finden, 
Die Verfahren ift auf jede Gattung von Größen amwendbarz denn es gründet 
fidy lediglich auf Diviſion; Divifion ift nichts anders, als eine wiederholte Subtraction, 
und begreiflich kann man eben fo leicht z. B. bei zwei Linien unterfuhen, wie oft die 
eine von der andern fid) wegnehmen läßt d. h. inäpiefer lettern enthalten ift, als bei 
zwei Zahlen. Wir wollen daher das BerfahreRuf Linien anwenden und fo feine 
Nichtigkeit nachweiſen. 

Man foll das gemeinfhaftlihe Maaf der Linien DG und AB (Fig. 83) finden. 

Man ziehe AB fo oft von DG ab, als es möglich ift, d. h. man dividire DG 
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durch AB. Geht AB genau in DG auf, fo ift AB felbft-das größte gemeinſchaftliche 
Maaß; gebt es nicht genau auf, fo bleibe EG als Reit. 

Man ziehe nun EG fo oft als möglid von AB ab, d. h. man dividire AB durch 
EG, es bleibe dabei als Neft AZ. 

Man ziehe AZ fo oft als möglih von EG ab, und c& bleibe num nichts übrig, 


fo muß 
1) AZ das gemeinfhaftlide Maaf von DG und AB, und zwar 
2) das größte gemeinfhaftlide Maaß diefer beiden Linien fein. 
enn 
1) AZ geht nad Vorausſehung auf in EG, mithin’ au in BZ, und in BZ + AZ 

d. i. in BA. BA geht aber auf in DE, alfo geht au AZ in DE auf, und 

folgih au in DE -+ EG dv. i. DG, alfo ift AZ gemeinſchaftliches Maaf der 

Linien DG und AB. Xber es ift aud j 

2) AZ das größte gemeinſchaftliche Maaß der genannten Linien, Denn gefest, es 
fönnte eine Linie, wie z. B. H, vie größer ald AZ, gemeinſchaftlicher Theiler 
von DG und AB fein, fo müßte H, weil jie in AB aufgeht, aud in DE aufge= 
ben, und daher, da fie nad Borausfegung in DG aufgeht, aub in DG — DE 

d. i, in EG aufgeben, alfo aud in BZ, und, da fie in AB aufgeht, au in BA — 

BZ d, i, in AZ; aljo müßte die Linie A, die größer ald AZ ift, ein genauer 

Theil von AZ fein, was offenbar ungereimt ift, es kann alfo unmöglid ein grö— 

ßeres gemeinſchaftliches Maaß zwifhen DG und AB geben alö AZ. 

Diefer Sa ift bei Euclides der Zte im 10ten Bude, und ijt der Beweis von 
dort entlehnt. i 

126. Erklärung. Größen, die kein gemeinfhaftlihes Maaß 
haben, d. h. von denen die größere weder ein Vielfaches von der 
kleinern felbft noch ein Vielfaches von einem genauen Theile derfels 
ben ift, heißen incommenfurabel. 

Eucl. X, Erkl. 2. 

Anmerfung 1. Der Gedanfe, daß es gleihartige Größen geben folle, die Fein 
gemeinſchaftliches Maaß haben, hat im erften Augenblide etwas Befremdendes; wir 
müffen daher an Beifpielen nahweifen, daß es in der That folhe Größen giebt, und 
dadurch zugleich den Begriff derfeiben näher entwideln, Zu diefem Endeift es nöthig, 
folgende aus Eucl. X, 2. entlehnte Betrachtung, vorausgehen zu laſſen. 

„Wenn man von zwei gegebenen ungleichen Größen die Fleinere von der größern 
fo oft als möglich abzieht, den Neft auf eben die Weife von der Fleinern, den zweiten 
Neft vom erften, den dritten vom zweiten u. f. f. und man dabei immer wieder einen 
Reſt befömmt, fo find diefe beiden Größen zu einander incommenfurabel. 

Man unterfuche alfo, wie 125, Anm, 4, wie vielmal BA (Fig. 84) in DG auf- 
geht; es bleibe dabei als Reſt EG; man fehe zu, wie oft EG in AB aufgeht; es bleibe 
dabei ald Reſt AZ; nun ſuche man, wie oft AZ in EG aufgeht: der jest bleibende 
Reft fei JG u. f. f., und es bleibe, wie weit man diefe Operation auch fortfegen möge, 
immer wieder ein Neft, fo wird behauptet, wären DG und AB zu einander income 
menfurabel oder hätten Fein gemeinfhaftlihes Maaß. Denn wäre dem nidt alfo, 
fo fei L ihr gemeinfhaftlihes Maaf. Alddann müßte man, weil EG ald Neft, der 
bleibt, nachdem AB ein= oder mehreremal von DG mweggenommen worden, Fleiner ift 
als AB, und aus gleihem Grunde AZ Fleiner als EG, JG kleiner als AZ u. ſ. f., of 
fenbar zulegt zu einem Refte wie JG kommen, der Fleiner wäre, als die Linie L. 

Weil nun nah Vorausſetzung L in AB aufgeht, fo gebt es au in DE auf; nad 
Borausfesung aber auch in DG, mithin au in DG — DE dv. i. EG. Eben fo muß 
L, weil es fowohl in BA als BZ aufgeht, au in BA— BZ dv, i. in AZ'aufgchen. 
Nun geht aber AZ in EJ auf, alfo au L, und weil L nad Borauöfegung in EG 
aufgcht, fo muß ed auch in EG — EJ di. in JG aufgehen; was offenbar ungereimt 
ift, da L> JG; es ift alfo unwahr, daß L das gemeinfchaftlihe Maaß der Linien 
DG, AB ift, fie haben mithin Fein foldes Maaß d. h. fie find zu einander incom- 
menfurabel. 

Anmerkung 2. Dieß vorausgeſchickt, wird es nicht ſchwer werden, zu beweifen: 
daß die Diagonale und Seite eined Quadrates zu einander incom 
menfurabel find Mir wollen dieß geometriſch thun und aus den einfadhften 
Sägen herleiten. 

1) Es fei (Fig. 85) ABLC das Quadrat über AC, fo ift (87) BC, = AB, + 
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AC, = 2AC,; dad Quadrat über der Diagonale und über der Seite find alfo 
zwei zu einander commenfurable Quadrate, 

2) Nah ©. 43 it BE < AB - AC oder < 2 AC, zieht man alfo AC von BC 
ab, fo ift der Reft < AC, es jei derfelbe, den wir den erjten nennen wollen, DC. 

3) Aus S. 62 weiß man, daß, wenn DE jenfreöt auf BC, DE = AE = DC. 
Aber in A EDC ift EC < ED + DC oder < 2 ED oder 2 AE, und daher 
muß, wenn man AE = EF madt, AE oder der erfte Reſt zweimal von AC ſich 
wegnehmen laffen und dabei als zweiter Reſt FC bleiben. 

4) Zieht man FJ fenfredt auf FC und überdieß FD, fo ift (62) DI=FJ = FC, 
und wenn JG = JF gemadt wird, fo geht alfo FC zweimal in DC auf, indem 
als dritter Neft GC bleibt. Errichtet man das Perpendifel GH auf GC, fo 
wird diefer dritte Nejt wieder die Seite eines Quadrates, deffen Diagonale HC ift. 


5) Man erhält alfo durd die fortgefegte Subtraction immer einen Reft, der eine 
Duadratjeite ift, nämlid: BC Diagonale AC Seite; DC, erfter Reft, Seite, 
EC Diagsnale, FC, zweiter Reft, Seite, JC Diagonale, GC, dritter 
Reſt, Seite, HC Diagonale; woraus man deutlich ficht, daß, menn man auf 
diefem Wege auch nod fo weit fortgcht, man dod immer einen Reſt behalten 
wird, daß alfo AC und BC als Seite und Diagonale eined Quadrates Fein ge 
meinſchaftliches Maaß haben, d. h. daß fie zu einander incommenfurabel find, 
Anmerkung 3. Der Sas, daß die Diagonale eines Duadrates zu deffen Seite in- 
commenfurabel, ift fon von Euchides X, 117, auf eine andere, aber doch aud ganz 
geometriſche Weife bewielen. Im ten, 5ten, Gten und Bten Bude werden fi uns 
nod mehr Beifpiele incommenfurabler Größen darbieten, Wenn man eine berfelben 
durch eine Zahl ausdrückt, fo läßt fidy die andere durdy Feine Zahl darftellen, da ja zwei 
Zahlen ftet3 einen gemeinſchaftlichen Theiler, nämlid die Einheit, haben, Freilich laf- 
fen ſich Zahlen finden, welche diefe zweite incommenfurable Größe näberungsmweife 
darftellen, und man kann fogar diefe Näherung ftets bis zu jedem beliebigen Grade 
fteigern 5; aber dennoch jtellt eine folde Zahl niemals völlig genau den Werth der in 
Nede ftehenden Größe dar. i 
Das in der vorigen Anmerfung angewandte Verfahren Fann zur Erläuterung des 
Gefagten dienen. Man fand, daß AG fidy einmal von BC wegnehmen laffe, und als 


Heft CD bleibe, alſo arithmetiſch ausgerrädt BC — 1 + IE = 1 + 1 @ 


CD 
läßt fi, wie wir fahen, zweimal von AC wegnehmen, und es bleibt ald Reft FC, 


* Ya FC 1 
o”:tn”:trm% 
| TC 
1 CD GC 1 
BC=1+-— ı , du =2+ —- =2+, al 
tw — re FC 
Fo GC 
1 FC 
BC=1-+ — 1 9* aber GC {nd eben fo alle folgenden dieſer 
24 76 


Brühe haben, wenn man den jebesmaligen Reſt e den Divifor D nennt, den 
Werth 2 + > Sept man alfo die Quadratfeite = 1, fo ift dic Diagonale 


1 
2», 


d. h. fie wird durch einen Kettenbrug ausgedrückt, welden man beliebig meit 
fortführen kann. , , 
Je mehr Glieder man diefem Bruce giebt, defto näher kömmt man der Wahrheit. 


ii 


78 Drittes Buch. Einleitung. 


Die Diagonale eines Quadrates, deſſen Seite = 1 iſt, ‚würde fein, wenn man 
von unferm Kettenbrude nähme 


1 Bud = 14 = 1,5 zu groß. 

2 Brüde = 1} == 1,4 zu klein. 

3 Brüde = I == 1,41667 zu groß. 
4 Brüde = 142 = 1,41379 zu Hein. 
5 Brüde = 145 = 1,414285 zu groß. 
6 Brüche — 18 = 1,414201 zu flein. 
7 Brüde = 1105 —= 1.414216 zu groß. 
8 Brüde = 1585 — 1,4142131 zu klein. 
9 Brühe = 125 —= 1,4142136 zu groß. 


Man ficht alfo, daß nad dem Tten Bruche die Ungenauigfeit nur noch wenige Mil: 
liontel, und mit dem Iten Brude gar nur nod einige Zehnmilliontel beträgt. 

Anmerkung 4 In der Beitimmung des Begriffes der Incommenfurabilität ift mit 
Vorbedacht gejagt worden, incommenfurable Größen und nit Sahlen, da, ei 
gentlih gefproden, es nur Größen find, Die zu einander incommenfurabel, wie 5. B. 
die Diagonale und Seite eines Quadrates, der Durchmeſſer und Umfang eines Kreifes, 
verſchiedene Rechtecke ꝛ2c., wie man im Aten, 6ten, 7ten und Sten Bude ſehen wird. 
Diefe Größen, obſchon incommenfurabel, find nit nur möglich, fondern audy wirklich 
und Fönnen dargejtellt werden, Incommenfurable Zahlen im eigentlihen Sinne giebt 
es gar nicht, und kann es nicht geben, da jede Zahl nichts anders als ein Inbegriff 
von Einheiten, und eben darum durch diefe Einheit theilbar ift. Es ift allerdings wahr, 
man gebraucht den Ausdrud incommenfurabel audy wenn man von Zahlen ſpricht, aber 
nur im uneigentlihen Sinne und der Kürze halber. So ift 3. B. die Duadratwurzel 
von einer folden ganzen Zahl, die Feine Duadratzahl ift, weder eine ganze Zahl noch 
ein Bruch, kann alfo dur Feine Zahl, wie fie aud heißen möge, ausgedrüdt werden. 
Es giebt Feine Zahl, weder eine ganze noch eine gebrodyene, die mit fidy felbft multi- 
plicirt 13 zum Producte brächte; die Quadratwurzel von 13 Fann daher durd Feine 
Zahl, wie fie aud beſchaffen fein möge, dargeftellt worden; darum nennt man dieje 
und ähnliche Wurzeln incommenfurabel, Gleichwohl ftellt man diefelbe in Zeichen dar 
(Y 13), verfährt nun jo damit, als ob es Zahlen wären, und nennt fie cben deshalb 
incommenfurable Zahlen, aber ſehr uneigentlid. Denn wenn man aud ſolche Wur— 
zeln darftellen Fann, wie z. B. durd Linien (Y 13 ift Diagonale eines Rechtecks, 
deffen eine Seite 2, und die andere 3 ift), jo Fann dieß doc niemals durd eine Zahl 
geſchehen. Man kann wohl eine Zahl finden, die ſich einer ſolchen bis zu jedem belie- 
bigen Grade nähert, aber niemals eine, die ihr abfolut gleich kömmt. Wenn man 
demnach von incommenfurabeln Zahlen fpridt, die man in Seichen 
darſtellt, fo ſpricht man nicht von dem, was fie find — denn fie 
find nichts und nicht vorhanden — fondern von dem, was fie fein 
würden, wenn man fie durd Zahlen ausdprüden könnte, was un- 
möglid ift. 

Anmerfung 5. Wir haben in der vorhergehenden Anmerfung gejagt, daf man 
die Wurzeln von ganzen Zahlen, wenn fie Feine ganzen Zahlen find, überhaupt durdy 
Feine Zahl darftellen Fannz und daß mithin diefe Wurzeln in Beziehung auf die zuge— 
börigen Zahlen vollfommen incommenfurabel find. * 

Denn geſetzt es ſei a eine Zahl, deren Quadrat a? kleiner ift als eine Zahl, die 
feine Quadratzahl ift, inzwifchen dod bier mit A2 bezeichnet werden foll, alfo a® < A2, 
. dagegen fei (a + 1)? > A?; fo ift offenbar die Wurzel von A® größer ald a und 


Heiner als (a + 1), alfo a und cin Bruchz man nehme an, es Fönne a + 1 fein, 


fo wir A=(a-+ >) = a? + 22 + * und weil nach Vorausſetzung A? | 
eine ganze Zahl ift, fo müßte es auch a? + 22 -F * fein. Das erſte Glied a? ift 
nun ftetö eine ganze Zahl, das zweite 22 fann es fein, und in diefem Falle it 


at + 2. gleichfalls eine ganze Zahl; aber * muß unter allen Umftänden ein Bruch 
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fein, alfo au die ganze Summe a? + ar + * ein Bruch. Iſt * ein Bruch, 


dann bleibt auch 2: -} n ober ze Hi offenbar jtets ein Bruch, da2na+t1 
ſchon nicht durch n, alfo noch viel weniger durch n? theilbar iftz alſo iſt a? 22 * 


in keinem Falle eine ganze Zahl, und kann eben darum auch a + 1 nicht die Wurzel 


von A? fein, Mit andern Worten die Potenzen von allen eigentlichen und uncigentli- 
Sen Brüchen, die ſich nicht weiter heben laffen, find Brüche, die ſich gleichfalls nicht he— 
ben laffen, und daber nie auf ganze Zahlen gebradht werden können. So giebt z. B. 
7 


5 den Bruch 3 der ſich nicht heben läßt; auf ähnliche Weiſe verhält es ſich mit 


77 

53 u. 

Sind aber die Potenzen aller Brühe wiederum Brühe, fo kann offenbar eine 
ganze Zahl niemals einen Brud zur Wurzel haben, ; 

Anmerfung 6. Es giebt alfo Zahlen, deren Quadratwurzeln, und eben fo Zah— 
len, deren Eubifwurzeln man in Zahlen genau darftellen kann; aber es giebt auch Zah— 
len, wo dich nicht möglich it. Die erftern heißen Quadrat= und Gubif= Zahlen, Die 
legtern Fönnen diefen Namen nicht erhalten; ihre Wurzeln kann man blos näherungs— 
weije darftellen. So fällt z. B. V2 zwiſchen 1,414213 und 1,414214. Dieje Zah— 
len find diefelben, die wir oben (Anmerkung 3) für die Diagonale eines Quadrates 
gefunden haben; und in der That wird die Diagonale durch V2 auögedrüdt, darum, 
weil wie fpäter (203, 3. 5) bewiefen werden fol, das Quadrat über einer Linie der 

zweiten Potenz der Zahl entipridt, welde die Länge der Linie ausdrüdt. 
- Anmerfung 7. Sind A und B zu einander incommenfurabel, und ift C ein genauer 
Theil von B, fo daß er z. B. m mal inB aufgeht, fo läßt ji immer eine 3abl n 
finden von der Befhaffendeit, daß n. C<A, der (a +1) C>A, ohne daß eß 


möglid ift eine Zahl wie n + = zu finden, burd deren Multiplication mit C ein 


T 
5 
12 
5 


+ 


Product fümmt, welches genau gleih A wäre, 

127. Erklärung. Wenn man zwei gleichartige Größen zu 
dem Ende mit einander vergleicht, um die Groͤße der einen aus der der 
andern unmittelbar zu beflimmen, fo heißt dieß die Ausmittelung 
ihres Verhältniffee, und die Beftimmung felbit ift das Ver: 
haͤltniß, weldes diefe beiden Größen zu einander haben. 

Man fehe vor Allem König zur dritten Erklärung im 5ten 
Buche des Eucl. 

Anmerkung. Man Tann Größen auf verſchiedene Arten mit einander vergleichen, 
vornehmlid auf zwei, Die eine befteht darin, daß man zu erforfchen ſucht, wie viel 
mal von zwei gegebenen Größen A und B die eine B in der andern A enthalten ift; 
bei der andern fragt man nad) dem Unterſchiede zwifhen A und B d.h. um wie viel 
(nicht wie viel mal) A größer ift als B, oder B größer ald A. Die erftere Art nennt 
man geometrifhes, die andere arithmetiſches Verhältniß. Daraus entftehen 
geometriſche und arithmetifhye Proportionen, und aus. diefen miteinander, doch 
auf verfhhiedene Art, verbunden, harmoniſche Proportionen und Logaritbmen, 
Wir wollen dieß Alles näber erflären und erörtern, 
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138. Erklärung. Wenn man zwei gleichartige Größen zu 
dem Ende mit einander vergleicht, um zu erfahren, welch Vielfaches 
die eine von der andern ift, oder, was auf daffelbe hinauskoͤmmt, 
wie vielmal die leßtere in der erftern enthalten, oder der wie vielte 
Theil fie von ihr ift, fo fagt man, man beſtimme das geometrifche 
Verhältnig, oder auch fchlechthin das Verhältniß, das zwifchen dies 
fen beiden Größen Statt findet; fo daß alfo das geometrifche Vers 
haͤltniß, oder das Verhaͤltniß zweier Größen angiebt, wie viel mal 
die eine die andere in fich ſchließt. 

Die Größen, welde das Verhältniß bilden, werden deſſen 
Glieder genannt; und zwar heißt die, welche man zuerft nennt, 
Vorderglied, die zweite Hinterglied. In jedem Verhältniffe 
giebt es daher ein Vorderglied und ein KHinterglied. 

&. Tacquet zu den Erflärungen des 5ten B. des Eucl. 

Zuſ. Es giebt keine Größen, fobald fie nur gleichartig find, 

die nicht ein beftimmtes geometrifches Verhältnig zu einander hätten. 

Anmerfung 1. Es heißt in der Erflärung Größen und nit Zahlen, da das 
Sefagte auf alle Arten von Größen anwendbar ift. n 

Anmerkung 2. Man theilt die Berhältniffe in commenfurable und incom- 
menfurable; zu den erftern gehören alle diejenigen, die in Zahlen ausgedrüdt wer: 
den, oder doch werden fönnen. Incommenfurabel dagegen oder irrational 
ift ein Verhältniß, wenn die Größen, die man vergleiht, fo beſchaffen find, daß fie 
durch Feine Zahlen dargeftellt werden können. In diefem Falle Fann man das Verhäit— 
niß nur in Zeichen andeutenz wie 3. B. dad Berhältniß von Y2 zu 1. Man kann 
dann zwar nicht angeben, wie vielmal die eine Größe in der andern enthalten ift, aber 
dod die Gränzen, zwiſchen denen die gefuchte Zahl liegts fo ift, wie wir ſchon früher 
gefehen haben, das Berhältnig von Y2 zu 1 größer als 1,414213 aber Fleiner als 
1,414214 ıc. 

L. C. $, 288. 


Anmerfung 3. Man darf nicht glauben, daß, wenn man incommenfurable Gr&- 
fen mit einander vergleicht, diefe auch ftet3 ein incommenfurables Verhältniß zu einan— 
der haben müflen. Zwei Größen können ein commenfurables Berbhältniß zu einander 
haben, obſchon jede für fih in Beziehung auf eine dritte Größe, 3. B. die Einheit, 
incommenfurabel iſt. So ift das Verhältniß von U2 zu WB, dad von 1 zu 2, alfo 
— ‚ obſchon ſowohl Y2 als VE in Beziehung auf die Einheit incommen⸗ 
furabel find. i 

Anmerfung 4. Euclides giebt folgende Erflärung von Verhältniß: „Verhältniß, 
fagt er (in der ten Erflärung), ift eine gegenfeitige Beziehung zwifchen zwei Größen 
binficptlich ihrer Vielfachheit““ und fügt in der Aten Erflärung hinzu: „Won Größen 
jagt man, daß fie im Verhältniffe zu einander jtehen, wenn die eine durch Bervielfa- 
hung die andere übertreffen Fann.” Man bemerke wohl, er fagt nicht, erreis 
hen oder gleihfommen, weil dann die Erklärung blos auf commenfurable Grö— 
fen paffen würde, fondern übertreffen, wodurch fie aud) die incommenfurablen mit 
in fi faßt. Bei den meiften Ueberfegern des Euclides find die Worte xara miıxd- 
tra wiedergegeben dur „secundum quantitatem‘‘ was unmöglicy richtig ift, da die 
Grflärung alödann cben fo gut auf arithmetifhe als geometriſche Verhältniſſe paſſen 
würde, was Euclides nit wollte, wie man aus feinem 7ten Bude deutlich ficht. 
Shen Wallis (Opp. Math. II, p. 666) hat nadhgemwiefen, daß mAımöTns in unferer 
Stelle nidt Größe, fondern Bielfahbeit bedeute; in diefem Sinne nimmt aud 
Gregorg das Wort, S. König zu diefen Stellen, Man ift ziemlich allgemein darü- 
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ber einig, daß die in Nede jtehende Erflärung des Euclides dunfel ift, und R. Simfon 
vermuthet, daß fie nicht durch den ausgezeichneten Geometer felbft, fondern durch eine 
foätere unfundige Hand in den Text gekommen fei, 

129. Erklärung Anzeiger*) eines Verhältniffes heise 
der Quotient, der aus der Divifion des Vordergliedes durch das Hin: 
terglied wirklich hervorgeht, oder doc) ald aus diefer Divifion hervors 
gehend angenommen wird. 

Anmerkung 1. Da das Verhältniß zweier Größen anzeigt, wie viel mal die eine 
in der andern enthalten ift, und eben dieß aud der Quotient thut, fo ift in der That 
der Quotient der natürlihe Anzeiger des Berbältniffes. 

Anmerkung 2. Manche Schriftfteller nennen Anzeiger oder Quotient den Quotien- 
ten aus der Divifion nit des Bordergliedes durd das Hinterglied, fondern des letztern 
durch das erfterez; was natürlich auf eins hinaus fümmt, wenn man fi) nur bei allen 
Sägen und Beweifen in diefer Benennung glei bleibt. 

Anmerkung 3. Tacquet bezeihnet mit Nenner das was wir Anzeiger nennen. 
f. fein VB, 3ten Theil $.2 und 3. 

Zuf. Iſt das Vorderglied größer als das Hinterglied, fo ift der 
Anzeiger eine ganze Zahl, oder eine ganze Zahl und ein Bruch; ift 
dagegen das Vorderglied kleiner ald das Hinterglied, fo ift der Anzei: 
ger ein Achter Bruch. Iſt der Anzeiger commenfurabel, fo ift es aud) 
das Verhaͤltniß; ift erincommenfurabel, fo gilt dieß von dem Verhaͤlt— 
niffe und umgekehrt. 

Anmerkung 4. Iſt der Anzeiger incommenfurabel, fo fann er durch Feine Zahl 
ausgedrüdt, fondern nur in Zeichen angedeutet, oder dur Linien dargeftellt werden, 
wie z. B. Y 5: V T. Und die ift der Grund, warum wir in der Grflärung gefagt 
haben , der Quotient, der ... mirflid hervorgeht, oder ald ..... bervorgebend 


angenommen wird. nd 
Anmerfung 5. Das Berhältnif wird in Worten fo ausgedrüdt A zu B, und für 


das MWörthen zu gebraudt man das Zeichen (;), alfo A : B, oder nad Leibnitz's Bor- 
gang den befannten, die Divifion bezeihnenden Strid (—), alfo 5 Und in der That, 


da das Verbältniß anzeigt, wie viel mal die eine Größe die andere in ſich faft, fo be- 
ſteht es in einer Divifion, und man lernt es durd Ausführung diefer Divifion kennen. 
130. Erklärung. Don zwei VBerhältniffen fagt man, fie feien 
gleich oder diefelben, wenn ihre Anzeiger gleich find. Das grös 
fere von zwei Verhältniffen ift dasjenige, das den größern Anzeiger 
bat. Haben verfchiedene Größen daffelbe Verhältnig zu einander, 
fo nennt man fie zu einander proportional; und Proportio: 
nalität finder überall da Statt, wo Gleichheit der Verhältniffe ift. 
Anmerkung 1. Die Proportionalität wurde früberbin gewöhnlich durd das Zei- 
den :: angedeutet, aljo 
- A:B:C: D 
inzwifchen da die Proportionalität in der That Gleihheit zweier Verbältniffe, und mit: 
bin Gleichheit zweier Duotienten it, fo bezeichnet man diefelbe, nad Leibnitz's Vorgange, 
noch beffer und zwedmäßiger auf folgende Weiſe: 
A:B=C:D 
oder, was fat noch beſſer fein würde — 
BD 
Anmerkung 2. Sind zwei Berhältniffe commenfurabel, fo ift es nicht ſchwer, über 
deren Gleichheit oder Ungleihheit und zwar blos aus dem Anzeiger zu urtheilen. Allein, 
wie fol man ed anfangen, um über Gleichheit oder Ungleihheit zweier incommenfura- 


) Biele gebrauchen ftatt Anzeiger ‚den Ausdrud Erponent., Allein um alle Zwei: 
deutigkeit.zu vermeiden, werden wir künftig Erponent nur bei den Potenzen der Zah: 
ten (122 und 123) und Anzeiger ausfchlichlich von geometrifchen rn gebrauchen. 


v, Swinden Geometrie. 
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bein Berbältniffe zu entfcheiden, da ja Feines derfelben in Zahlen dargeftellt werden kann, 
und mithin auch Feind genau und wirklich bekannt ift ? 

Man kann hierbei auf zweierlei Art verfahren, Da incommenfurable Berhältniffe 
dur Zahlen, oder durdy Linien dargeftellt werden (126, Anm. 1, 2, &, ſo ſchließt 
man auf ihre Gleihheit, wenn fie entweder daffelbe Zeihen zum Anzeiger haben , oder 
durch diefelben Linien dargeftellt werden. So ift das Verhältniß 3: VG gleid 
dem Verhältniß 1: V 2 oder das y 6: VB glih dem Y3:Y 4, und darum 
find y 3, V 6, 1 und V 2 proportionirt, eben ſo 6, vd, v3 und v4 
Aber es giebt noch ein zweites Mittel, das noch allgemeiner und ſowohl auf commenfu- 
rable als incommenfurable Größen anwendbar ift. Bon zwei Berbhältniffen, wie A :-B 
und C : D darf man behaupten, daß jie glei find, wenn fid) nadmeifen läßt, daß 
das eine weder größer noch Fleiner als das andere fein Fann, indem man zeigt, daß man 
fowohl dur die eine als durd die andere Annahme in eine Ungereimtheit verfallen 
würde. 


Zuf, 1. Wenn vier Größen proportionirt find, und die erfte 
zur zweiten commenfurabel ift, fo ift es aud) die dritte zur vierten; 
ift dagegen die erfte zur zweiten incommenfurabel, fo gilt eben dieß 
auch von der dritten und vierten. 


Beweis. WennA:B=C:D, fo TE = > und folglich, 
wenn © eine Zahl, muß es auch — ſein; iſt aber & feine Zahl, fo 


fann aud) S feine fein d. h. es ift C zu D incommenfurabel. 


Anmerfung 3. Diefer Zufas bildet bei Euclidves den 10ten Sat des 10ten Bu— 
des. Man überfehe nidht, daß wir gefagt haben, die erfte zur zweiten ꝛc., d. h. ihr 
Verhältniß ift commenjurabel oder incommenfurabel. Ein Berhältnif aber Fann (128, 
Anmerk. 3) commenfurabel fein, wenn auch feine einzelnen Glieder incommenfurable 
Größen find, wie z. B. in der Proportion 2: v8= 1:7 Man betradtet 
eben dann diefe incommenfurablen Größen nicht für ſich einzeln d. bh. in Beziehung auf 
die Einheit, fondern die eine in Beziehung auf die andere d. h. ihr Verhältniß. 

Anmerkung 4. Euclides giebt zwei Erflärungen von Gleichheit der Verhältniſſe. 
In der einen, welde die 2Ote des Tten Buches ift, jagt er: „Zahlen find proportionirt, 
wenn die erjte daffelbe Vielfache oder derfelbe aliquote Theil von der zweiten als die 
dritte von der vierten iſt,“ alfo ganz übereinftimmend mit unferer Erflärung von Pro= 
portionalität, Die andere, die nicht allein auf Zahlen, fondern auf alle Größen, auch 
die incommenfurablen anwendbar ift, ift die Ste des Zten Buches, und lautet fo: „Wenn 
vier Größen gegeben find, und man nimmt Gleichvielfache von der erften und dritten und. 
andere Gleihvielfadhe von der zweiten und vierten, fo werden diefe Größen in demfelben 
Verhältniß ftehen, namentlid die erjte zur zweiten, und die dritte zur vierten, wenn 
in den einzelnen Fällen, wo das Bielfadye der erften größer oder eben fo groß oder Flei- 
ner als das Vielfache des zweiten iſt, zugleich auch und auf die entfpredhende Weife das 
Bielfadhe der dritten größer, oder eben jo groß, oder Fleiner als das Vielfache der vier- 
ten ift, und zwar dieß allezeit, weldye Bielfadhen man aud nehmen möge;“ und in der 
6ten Erkl. fügt Euclides hinzu: „Größen die in demfelben Verhältniß ftehen, heißen 
proportionirt.“ 

Sind alſo z. B. die vier Größen A, B, C, D gegeben, und man nimmt die Biel- 
fahen mA, mC, ingleigen nB, nD, ſo wird A:B=G:D fein, wenn, da wo 
mA > nB, au mC > nD, wo aber mA < nB, aud mC < nD, und endlih 
wo mA — nB, au mC — nD ift, weldye Zahlen man auch für m und n nehmen 
möge, n 

Diefe Erklärung des Euclides ift allgemein, und umfaßt fowohl commenfurable 
als incommenfurable Größen. Aber fie ift nicht ganz deutlich, und vielleicht nicht aus 
der wahren und einfadhen Natur deffen, was man urfprüngli unter Berhältniß ver: 
fteht, bergenommen, ſ. König zu diefer Stelle. Der Gebraud der Verhältnißzeiger 
oder Anzeiger der Verhältniſſe macht die ganze Lehre einfadyer und leichter, ohne fie wes 
niger allgemein, alö bei Euclideö, zu machen. Wir werden fpäter (146) nachweiſen, 
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daß die Euclideiſche Definition aus der unfrigen, und umgekehrt unfre aus der Euclidei⸗ 
ſchen hergeleitet werden kann. 

Anmerkung 5. Bon ungleihen Berhältniffen giebt Euclides folgende Erklärung: 
„Wenn man Gleichvielfache von der erften und dritten, und andere Gleichvielfadhe von der 
zweiten und vierten Größe nimmt, und das Vielfache der erften das der zweiten übertrifft, 
ohne daß das Vielfache der dritten größer ift, als das Bielfahe der vierten; fo ift das 
Verhältniß der erjten zur zweiten größer alö das der dritten zur vierten. V, Erki. 7. 

Anmerkung 6. Euclides fügt nod als Ste Erflärung hinzu: „Proportionalität 
ift Gleichheit der Verhältniſſe.“ Dieß würde ganz und gar mit 20ter Erkl. feines Tten 
Buches, jo wie mit unferer Erflärung übereinfommen ; allein R. Simfon vermuthet, daß 
diefe Erklärung nicht von Euclides ftanımt, fondern durch eine fpätere Hand in den Tert 
gefommen ift. 


Zuf. 2. rt Bruͤche fowohl als alle Produkte find Verhättniffe. 
Denn man lege 5 — 4 und D. E— C, fo hat A zu B daffelde 


Verhaͤltniß als q zur Einheit; und E zur Einheit daffelbe Verhält: 
nip als C zu D. 

Anmerkung 7. Die Erflärungen von Multiplication und Divifion, wie man fie in 
den meiften Rechenbüchern findet, find fehr mangelhaft. 

Genau gefproden beftcht die Multiplication in dem Auffinden ciner Zahl, die zu 
einem der Factoren in demfelben Verhältniſſe fteht als der andere zur Einheit; und die 
Divifion (obſchon urfprünglidy ein fo oft als möglidy wiederholtes Abziehen des Divifors 
vom Dividendus) in dem Auffinden einer Zahl ‚die zur Einheit daffelbe Verhältniß hat, 
als der Divifor zum Dividendus, 

Man fehe hierüber König zu Bucl. V, Erf, 1 und 2 — L. C. 8,287. — aber 
vor allen d’Alembert Melanges V, p. 217. 

Zuſ. 3. Die Proportionalität erfordert mindeftens drei Größen, 

Eucel. V, Erkl. 9. 

Anmerfung 8 Man treibt im gewöhnlichen Leben fehr oft wahren Mißbrauch mit 
dem Worte Proportion, indem man es mit Verhältniß verwedjelt, und z. B. 
fagt, die Proportion von A zu B. 

Zwiſchen zwei Größen Fann nie felbjt eine Proportion, wohl aber ein beftimmtes 
Verhältniß Statt finden; und Proportionalität (Verhältnißgleichheit) entftcht erft dann, 
wenn man zwei gleiche Berhättniffe mit einander vergleicht z mögen diefe beiden zufammen 
nun aus drei oder vier Größen beſtehen; im erften ZaeitA:B=B:C, ode 
A B — —— A 6 
5 — 7 und im zweiten A: B — CG:D, oder g 23 

131. Erklaͤrung. Wenn Groͤßen, die gleiches Verhaͤltniß zu 
einander haben, alle unter einander verſchieden ſind, ſo ſagt man, ſie 
ſeien unterbrochen (nicht ſtetig) proportionirt. Sind dagegen 
die Groͤßen ſo beſchaffen, daß die eine jedes Verhaͤltniſſes in dem 
nächftfolgenden Verhaͤltniß ſich wiederholt, namentlich fo, daß das 
Hinterglied des erſten Verhaͤltniſſes gleich dem Vordergliede des zwei⸗ 
ten Verhaͤltniſſes, das Hinterglied des zweiten gleich dem Vorder⸗ 
gliede des dritten u. ſ. f. iſt, ſo heißen die Größen ſtetig propors 
tionirt. Eine Aufeinanderfolge von ſtetig proportionirten Groͤßen 
heißt eine geometrifhe Progreffion oder Reihe; gleich: 
weit abftehende lieder derfelben find diejenigen, die von einem bes 
ſtimmten Gliede durch eine gleiche Anzahl Zwifchenglieder getrennt find. 

A,B,C,D,E, F, Gꝛc. bilden eine geometrifche Progreffion oder 

j A B C D E F 
Reife, vn — — m eo eo 


Zuf. Eine geometrifche Neihe Heißt fteigend, wenn jebes 
6 * 
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Glied größer ift, als fein nächfter Vorgänger, und fallend, wenn 
das Gegentheil Statt findet. 

Anmerkung. Daß Größen eine geometrifhe Reihe bilden, deutet man durd das 
vor fie gefegte Zeihen (—) an5 z. B. — A,B,C,D, Ex. 

132. Erklärung. Sind drei Größen ftetig proportionirt, fo 
heißt die zweite die mittlere Broportionale, und die legte 
die dritte Proportionale Denn vier Größen unterbrochen 
proportionirt find, fo heißt die leßte die vierte Proportionale. 
Ferner heißen die erfte und letzte Größe die äußern Ölieder, die 
zweite und dritte aber die mittleren. 

133. Erklärung. WVorderglieder. einer Proportion hei» 
fen die Vorderglieder der beiden die Proportion bildenden Verhält: 
niffe, alfo das erfte und dritte; Hinterglieder dad zweite und 
vierte, Jene ſowohl als diefe nennt man auch, das eine in DBezies 
Hung auf das andere, entfprechende (homologe) Slieder. 


134. Erklärung Wenn man vier Größen hat und betradhs 
tet deren Verhaͤltniß mit Nückficht auf die Ordnung, in welcher man 
fie genannt, oder aufgeführt hat, fo fagt man die Größen ftehen in 
geradem Verhältniffe zu einander, wenn ſich die erſte zur ‚weiten, 
wie die dritte zur vierten verhält; in umgekehrtem Verhaͤltniſſe 
dagegen find fie, wenn fie als Slieder der aus ihnen zu bildenden 
Proportion nicht in der Ordnung folgen, in welcher man fie aufge: 
führt Hat, fondern wenn die erfte zur zweiten ſich verhält, wie die 
vierte zur dritten, oder die zweite zur erjten, wie die dritte zur viers 
ten, oder die erfte zur dritten, wie die vierte zur zweiten. 

Zuſ. Hieraus folgt, daß man von einem gegebenen Verhält: 
niffe das umgekehrte findet, wenn man, anftatt mit dem Hintergliede 
in das Vorderglied zu dividiren, umgekehrt mit dem VBordergliede in 


das Hinterglied dividirt. Alfo - ift das umgekehrte Verhältniß von 


* und 2 von B: 1. 

135. Erklärung. Zufammengefeste Verhältniffe Heinen 
- diejenigen, welde aus mehrern andern Verhältniffen gebildet werden 
und zwar dadurch, daß man diefe lektern (die in diefem Falle auch 
Wurzeln oder Factoren genannt zu werden pflegen) unter einander 
multiplicirt. Werden alle Factoren gerade genommen, fo heit das 
zufammengefeßte Verhaͤltniß gerades Verhältniß aus allen; nımmt 
man fie dagegen alle umgekehrt, fo nennt man das neue Verhaͤltniß 
umgefehrtes zufammengefeßtes Verhältnig der Factoren ; werden end: 
lich einige Factoren gerade, andere umgekehrt genommen, fo fagt man 
das zufammengefeßte Verhältniß fei aus geraden und umgekehrten Ders 
hältniffen gebildet. 


Beifpiel. Man habe die Verhältniffe = 5 3 fo iſt das Ver: 


ER. P A CE 
Alt , j - Zoo, .o, m 
haͤltniß 8 aus jenen zuſammengeſetzt, wenn 5 5537 So 


iſt 34 zuſammengeſetzt aus den Verhaͤltniſſen 2 und 5. Das Verhält: 
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niß iſt das umgekehrte zuſammengeſetzte Verhaͤltniß aus und - 

R B D 1 

vnmn-=7.,= 777 So ift 9 umgekehrt zufammens 
B.D 


gefest aus 3 und 2. Das Verhaͤltniß 2 ift gerade aus dem Verhält: 


A C 
niß z und umgekehrt aus dem von 5 zuſammengeſetzt, wenn J — 


U 
A D 8 4 3 
; © So ift 57 gerade aus 9 und umgekehrt aus 5 zufammen: 
gefeßt. 
L. €. $. 290. 


136. Erklärung. Wenn ein Verhältnig aus mehrern andern 
zufammengefeßt iſt, die alle unter einander gleich find, fo heißt es 
zweifach hohes, dreifadh hohes, vierfah Hohesiı. Ver 
hältniß, je nachdem es aus zwei, drei, vier ıc. aleihen Verhältnifs 
fen zufammengefeßt, und demnach (122) die zweite, dritte, vierte ıc. 
Potenz von einem der gleichen Verhältnifle it. 

AA A AA A A, Ar AA. A At 

BB GE D.B m’ B.B.,5.8 "m 
find einzeln dag zweifach hohe, dreifach hohe und vierfah hohe Ver: 


haͤltniß von B 


Anmerkung. Da die Erflärungen, welde Euclides von zweifadh hoben ꝛc. Verhält⸗ 
niffen giebt, aus andern Grundbegriffen hergeleitet werden, jo ift e& nöthig, dieſelben 
näher zu betrachten, um fo mehr, als die Grflärungen nit ohne Einfluß auf das Fol: 
gende find. 

Guclides fagt in der 10ten und fiten Erflärung feines fünften Budes : 

„Nenn drei Größen (ftetig) proportionirt find, fo fagt man, die erfte habe zur 
dritten das doppelt hohe Verhältniß von dem, was die erite zur zweiten bat.’ 

„Wenn vier Größen (ftetig) proportionirt find, jo bat, fagt man, die erfte zur 
vierten das dreifach hohe Verhältniß von dem, was die erite zur zweiten bat z und dieß 
fo fort, fo lange die ftetige Proportionalität fortdauert.“ Sage ih alfo, das Verhält— 


ni$ of das zweifadh hohe von 2, fo heißt dieß nach unferer Erklärung, dieß Ber: 
u 
bältnif ift durch Multiplication des Verhältniffes 5 mit fi feibft entftanden ; nad Eu—⸗ 


clives dagegen: das Verhältniß R ift das von der erften A zur dritten C dreier ftetig 

proportignirter Größen, von denen die beiden erften A und B find, Eben fo, wenn 
i PP. s j A — 

wir ſagen, ° ift das dreifach hohe Verhältniß von BF fo heißt dieß nad unferer Er- 


flärung,. es ift das Verhältniß von A® zu B?; nad Euclides dagegen, es ift gleich 
dem Verhältniß der erften A zur letzten D von vier ftetig proportionirten Größen, de- 
ven beide erfte A und B find, Wie fehr nun auch für den erften Augenblid beide Gr: 
klärungen von einander verfhieden zu fein ſcheinen, fo kommen fie doch auf daffelbe Hin: 
aus, wie wir in der Anmerf, zu S. 160 beweifen werben. 

137. Erklärung. Ein VBerhältnig Heißt das zweifach 
niedere, das dreifach niedere ıc. von einem andern, wenn ed 


die zweite, dritte 10. Wurzel des leßtern ift. 
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A A / 
F und vs find jenes das doppelt niedere, die> 


’ F A 

ſes das dreifach niedere Verhältnig von Er 

Anmerfung. Ueber noch andere Unterfäiede der Verhältniſſe und die verſchiedenen 

dabei gebrauchten Namen. Fann man Glavius zu den Erflärungen des fünften Buches des 
Euclides nachſehen. 


Beiſpiel. V 


Forderungsſätze und Grund ſaͤtze. 


138. Forderungsſatz. Man kann ſtets fordern, wenn-drei 
Größen gegeben find, zu ihnen eine vierte Proportionale zu finden. 

139. Forderungsfaß. Eben fo kann flets zu zwei gegebes 
nen Größen eine dritte Proportionale zu finden gefordert werden. 

140. Srundfag*. Gleiche Größen haben daſſelbe Verhäft: 
niß zu einander, fo wie auch jede von ihnen daffelbe Verhaͤltniß zu 
einer und derfelben dritten Groͤße hat. 

Wenn A=B,mwC=D, fo ift 

A:B=G:Dwub 
A: E=B;E. 
Eud. V, 7. 

141. Srundfag. Don zwei .ungleihen Größen hat die grö: 
Gere zu derfelben dritten ein größeres Verhaͤltniß als die fleinere. Da: 
gegen hat die dritte ein kleineres Verhaͤltniß zu der größern als zur 
fleinern; oder ein größeres Verhältnig zur Fleinern als zur größern, 
und umgekehrt. 

Wenn AB, fo ift 


A: C B: 
G:A<ZCGC:B 
CıB>C:A 


Eucl. V,8,10. 

142. Srundfas. Größen, die zu derfelben dritten einerlei 
Verhaͤltniß haben, find gleich; und umgekehrt. 

Wenn A:B::C:B, ſo iſt A = GC, und wenn A = C, fo 
ftA:B::C:B. 

Eucl. V,9 

143. Srundfaß. Gleichvielfache und gleich »aliquote Theile 
von gleichen Größen find gleich; und die von ungleihen Größen fe: 
hen in demfelben VBerhältniffe zu einander, als die Größen feldft. 


— — —— 


*) Der Unterfchied in der —— — der Proportlonalität bei und und Eu: 
: be Bet ur Folge, daß einige Säpe, die nach unfern vorausgefchieften Erklärungen 
— ee übe er re bei GE uclides Lehrfäge find, die derſelbe auch nicht unterlaßt 
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Wenn A — B, fo ift mA — mB, und — 2 

. u) m 
4 ınÄ 

Wenn a4 fo ift 25 = 

Wenn A:B=C:D, fo if: mA : mb CG:D 


mA : mB — mC : mD 
mA:mB = uG:nD. 
Euel. V, 15 und VII, 17, 18. 
Zuf. Man kann dieß auch fo ausdräden: Sind zwei Größen 
einander gleich, fo wird diefe Gleichheit nicht geftört, wenn man fie 
beide durch diefelbe Zahl multiplieirt oder dividirt; und eine Größe 


bleibt diefelbe, wenn fie durch diefelben Zahlen multipficirt und divis 
dirt wird. 


144. Srundfaß. Zwei Verhältniffe, welche demfelben drit: 

ten gleich find, find unter einander gleich. 
Eucl. V, 11. 

145. Srun dſatz. Wenn von zwei gleichen Verhaͤltniſſen das 
eine größer oder Feiner als ein drittes ift, fo gilt eben dieß auch von 
dem andern. 

Eucl. V, 13. 


— — — — 


Eigenſchaften der geometriſchen Proportionen. 


146. Lehrſatz. Sind vier Größen A, B, C, D proportionirt, 
und man nimmt beliebige Gleichvielfache von der erſten und dritten 
(mA, mC) und andere beliebige Gleichvielfache von der zweiten und 
vierten (nB, nD), fo ift das Vielfache der dritten ſtets eben fo groß, 
größer oder kleiner als das Vielfache der vierten, je nachdem das Viel: 
fache der erften eben fo groß, größer vder Heiner als das Bielfache der 
zweiten ift. 


Beweis. Mach der VBorausfegung — a = => alfo auch (143) 


mA _mC 
nB nm’ 
mA entweder > oder — oder —nB, fo ift aud) 
mG entweder — oder — oder < nD. 
Anmerfung. Man fieht hieraus, daß die von Euclides gegebene Erflärung von 
Proportionalität aus der unfrigen folgt. f. 130 Anmerf, 4, 

147. Lehrfag. Wenn das Verhältnig von A zu B größer ift 
als das von C zu D, fo kann man ftets folche Gleichvielfache der er: 
ſten und dritten (mA, mC) und andere Sleichvielfahe der zweiten 
und vierten (nB, nD) fo nehmen, daß wenn auch das Vielfache der 
erſten (mA) das der zweiten (nB) übertrifft, gieichwohl das Vielfache 
der dritten (mC) das der vierten (nD) nicht übertrifft, ſondern entwe⸗ 
der gleich oder Heiner ift. 

Tacquet zum V Bude des Euclides Part. II, Th. 1- 


daher wenn 


r 


2 
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228 Pr 
Deweis. Es fei 57 * alſo aud — — >’ F Nun kann, 


* 


mÄ 
wenn mA — nB ijt, damit — GB > — > fei, zwar auch mC > nD 


fein, aber eben fo gut kann an ger mÜ<nD fein. 


148. Lehr ſatz. Hat man zwei VBerhältniffe A: B und C: D, 
nimmt ©leichvielfache von den beiden Vordergliedern (mA, mC) und 
andere Sleichvielfache von den Hintergliedern (nB, nD) und es find 
die Vielfache beider Vorderglieder zugleich größer, eben fo groß, oder 
kleiner als die Vielfachen ihrer Hinterglieder, und zwar in allen Fäls 
len, welche Vielfachen man auch nehmen möge, fo u die beiden 
Verhältniffe einander gleich. 

Erläuterung. Der Satz behauptet: Wenn für den Fall, wo 
mA > nB, auch mC >nD, wo mA —=nB, aud) m —= nD und 
wo mA <nB, auh mC <nD, fomifeA:B=C:D fein. 

Beweis, Wäre unfere Behauptung nicht richtig, fo müßte ent: 
weter A: B>C:D, oder C:D>A:B fein. Sm erftern 
Falle liefen fih (147) ftets Vielfache von A und C und andere von 
B und D fo nehmen, daß wenn mA > nB, doch mC — nl) oder 
mC <—nD wäre, was offenbar der VBorausfeßung widerfpricht. Eben 
fo läge fich zeigen, daß unter unferer VBorausfeßung nicht C ; D > 
A: Bfein kann, eitalfoA:B=C:D. 

Zuf. Laſſen fich bei zwei Verhältniffen Sleichvielfache von den 
Vordergliedern und andere Sleichvielfache von den Hintergliedern fo 
nehmen, dag während indem erften Verhältniffe das Vielfache des Vor: 
dergliedes größer als das Vielfache des Hintergliedes ift (mA > nB), 
in dem zweiten Berhältniffe das Vielfache des Vordergliedes nicht grös 
Ber ift als das Vielfache feines Hintergliedes (mC nicht > nD), fo 
ift das erfte Verhaͤltniß flets größer als das zweite (A: B>C:D). 


Beweis. Wäre dem nicht alfo, ofiA:B=C:D, alfo 
(148) wenn mA> nB, auch mC > nD, was offenbar gegen die 


Ü A 
Vorausfeßung. Könnte A: B< C : D.oder 5 — 5 fein, fo 
müßte aud 2. > = fein, und darum, wenn. mA > uB, um fo 


‚mehr mC > nD fein, — genen die Vorausſetzung ſtreitet ıc. 


Anmerfung1. Aus unferm Sage und feinem Zufage ſieht man, wie die Gleichheit der 
Berhältniffe aus der Lehre von den Gleichvielfachen, wie fie Euclives aufgeftellt hat 
(130, Anmerkung 4), hergeleitet werden Fann, daß alfo die eine Lehre mit der andern 
vollfommen übereinfommt. Nicht minder ſieht man, daß fi weſentlich nichts ändert, 
— die in Rede ſtehenden Größen commenſurabel oder incommenſurabel zu einan— 

er ſein. 


Anmerkung 2. Wir werden uns bei den folgenden Sätzen nicht mehr mit Eroͤrte— 
rungen über Commenſurabilität oder Incommenſurabilität der dabei erſcheinenden Größen 
aufhalten, ſondern uns lediglich an unſere Erklärung in 130 halten, und nur hie und 
da Einzelnes zur nähern Erläuterung in Anmerkungen beifügen. 


149. Lehrſatz. In jeder Proportion tft, je nachdem dag Vor; 
derglied des erſten Verhaͤltniſſes groͤßer, eben ſo groß oder kleiner als 
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fein Hinterglicd ift, auch ſtets das Vorderglied des zweiten Verhält: 
niffes größer, eben fo groß, oder Kleiner als fein Hinterglied. 
Eucl. V, 1. — L. C. $. 106. 
C 


A 
Beweis. Aus der Vorausfegung felbft, daß 3 *5 


150. Lehrſatz. Bilden vier Größen eine geometriſche Pro: 
portion, fo ift das Produft der beiden aͤußern ſtets fo groß als das 
Produkt der beiden mittlern. Umgekehrt, wenn zwei Produfte, jer 
des aus zwei Factoren beftehend, gleich find, fo bilden diefe vier Fa: 
toren eine geometrifhe Proportion, nämlich fo, daß der erfte des 
erften Produktes fich zum erften des zweiten Produftes verhält, wie 
der zweite Factor eben diefes zweiten Produktes zum zweiten des er—⸗ 


ften Produftes. 
Eucl. VII, 19. 


Beweis. Aus 130 und 131, und Zuf. zu 143. 

Anmerkung 1. Wir verftehen bier unter den Produften ſowohl diejenigen , die 
fich wirklich in Zahlen darftellen laffen, als auch diejenigen, wo dieß nicht möglich iſt; 
unfer Sag ift alfo auf commenfurable und incommenfurable Größen gleih anwendbar. 

Anmerfung 2. Diefen Sas in feiner Allgemeinheit findet man bei Guclides nicht, 
fondern nur für Zahlen im VII B. Dod wir werben fpäter (203, 3. 5) zeigen, daß 
der 16te Sap im VIB, des Euclides mit unferm zufammenfältt, 


Zuf. 1. Sind drei Größen ftetig proportionirt, fo ift das Pro: 
dukt der beiden äußern gleich dem Quadrate der mittlern. 

Eucl. VII, 20. 

Anmerfung 3, Es foll fpäter (203, 3: 8) gezeigt werden, daß der 17te Sag im 
VI B. des Euclive mit diefem unfern Satze zufammenfällt, 

Anmerkung 4. Die Gleichheit von Produkten liefert in vielen Fällen eine bequeme 
Art für den Ausdrud des WVerbältniffes, das zwiſchen zwei Größen Statt findet. So 
beftimmt man das Verhältniß von Maaf und Gewidt an einem Dandelsplage zu dem 
an einem andern faft ohne Ausnahme durch Angabe zweier Produfte z. B. man jagt 
100 Amfterdammer Ellen find gleid 106 Stettiner Ellen; anftatt A. E. : St. E. = 
106 : 100. Es ift übrigens diefer Ausdruck aud geeignet, die Euclideiſche Erklärung 
von Proportion zu. verdeutlihen, Schon Montucla (Hist. des Math. I, p. 210) bat 
diefe Bemerfung gemadt und dadurd Eucliv’5 5te Erflärung im V B. zu vertheidigen 
geſucht. 

Zuſ. 2. Hieraus ergeben ſich von ſelbſt die Regeln, um eine 
vierte, eine dritte, oder eine mittlere Proportionale zu finden. 


Anmerkung 5. Bon felbit leuchtet ein: 

1) daß, wenn man eine mittlere Proportionale zwiſchen zwei Zahlen ſucht, diefe nur 
dann wirklich und genau in Zahlen dargeftellt werden Fann, wenn das Produft je— 
ner beiden Zahlen eine Duadratzahl bildet, da ja die mittlere Proportionale die 
Wurzel aus diefem Produkte ift. — Daß aber zwiſchen zwei gegebenen Linien 
allezeit eine mittlere Proportionale ſich finden läßt, foll in der Yten Aufgabe Des 
dritten Buches gezeigt werden. \ , 

2) daß, wenn man eine dritte Proportionale zu zwei gegebenen Zahlen, oder eine 
vierte zu dreien fordert, diefe dritte, oder vierte eben fo qut ein Bruch als eine 
ganze Zahl fein Fann. Da nun Euclives in feinem VII, VII, IX Bude, jo oft 
er von Zahlen ſpricht, Feine andern als ganze werfteht, fo hat er den 18ten und 
19ten Sat des IX B. dazu aufgejtellt, um zu erforfchen, ob, wenn zwei oder drei 
Zahlen gegeben find, eine dritte oder vierte Proportionate zu ihnen fi finden laffe. 

Anmerkung 6. Auf unferm Zufage beruht aud die ganze Negel de tri, wie in 
der 5ten Anmerkung zum folgenden Lehrſate näher gezeigt werden foll, 

Anmerkung 7. Die Gleihheit der Produkte AD —= BG folgt unmittelbar aus 
der Gleichheit der Verhältniſſe A: Bund C : D, Wären nun die Verhältniffe nicht 
äleich, fondern hätte man A : B> oder <= C : D, fo ließ ſich auf gleiche Art zeigen, 
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daß AD > oder < BC wäre; und umgekehrt — ein Sat, deffen erfter Theil den er— 
ften Satz bei Serenus de coni sectione bildet , der zweite aber von Eutocius in feinem 
Gommentar zu Ardimed’s Schrift: deSphaera et Cylindro B. 2, S. 9 gebraudt wir. 


151. Lehrſatz. Sind vier Größen (A, B, C, D) proportios 
nirt, fo bleiben ſie es auch bei Verwechslung (alternando) der beiden 
mittlern in ihren Stellen (A: C = B : D) und eben fo bei der Ums 
kehrung (invertendo) beider Verhältniffe d.h. wenn man das Hinter: 


glied jedes Verhältniffes zum Vorderglied macht und umgekehrt. 
Eucl. V, 16, V, 4 3uj. und VIl, 13. 
Bew, Aus 150. 

Anmerkung 1. Die Verwechslung alterna ratio, von einigen auch permutatio 
genannt), erklärt Euclides (V, Erf; 13) als die Annahme, daß das Vorderglied ſich 
zum Vorderglicde, wie das Hinterglied zum Hintergliede verhalte, 

Anmerkung 2. So lange man die Glieder einer Proportion als Größen in abs- 
tracto betrachtet, ift die Verwechslung unbedingt zuläfig 5 giebt man dagegen ihren 
Einheiten bejtimmte Benennungen, fo Fann die Verwechslung nur dann geſchehen, wenn 
die Einheiten aller vier glei find. So verhält fih z. B. ein halbes Jahr zu einem Mo— 
nate wie ein Dxhoft zu einem Anker; wollte man aber bier verwecfeln und fagen ein 
b. 2. zu einem Dxhoft, wie ein Monat zu einem Anker, jo wäre dieß offenbar finnlos, 
da zwifchen einem Monat und einem Anker eben fo wenig ein Verhältniß denkbar ift, 
als zwiſchen einem halben Jahre und einem Dxhoft. Darum fügen mande Schriftſteller 
unferm Sape die ausdrüdiihe Bedingung binzu, daß alle Glieder der Proportion gleich— 
artig fein müffen. Gine ähnliche Bemerkung gilt von unferm Lehrſah 153. Doch wir 
betradbten bier die Größen als abftracte und unbenannte, uclides ſpricht im 13ten ©. 
feines VIE Buches, weldhes von Zahlen handelt, mit Recht von der Verwechslung als 
allgemein und unter allen Umſtänden zuläffig. 

Anmerkung 3. Bon der Umfehrung giebt Euclides folgende Erklärung: „Die Um— 
kehrung eines Berhättniffes bejteht darin, daß man fagt, das Hinterglicd (als nunmeh— 
riged Borderglied) zum Vordergliede (als nunmehrigem Hintergliede). Bergleicht man 
diefe Erflärung mit unferer obigen in 134, fo ſieht man leicht, daß beide auf eins bin- 
ausfommen. 

Anmerkung 4. Die Glieder einer geometrifchen Proportion Fönnen auf mehrfache 
Weiſe ihren Plab gegen einander wedfeln, wenn man Umfehrung und Verwechslung 
mit einander verbindet; nämlid : 


A:B=C;D A:C=B:D 
B:;:—A=-D:C C:A=D:B 
B:D=A:C C:D=A:B 
D:B=tC;XA D:C=B:A 

Und auf ähnlihe Weife Fann man aus der Proportion A: B= GC: D, oder aus den 

gleichen Produkten AD — BC, aud noch folgende acht Proportionen bilden : 

a 0 N N | 
A:B=n:7 B:A= 3:5 
2 BR \ ‘a * 
A:n=Bir B:;n=A:s 
* 1.3 „8 4 
C:D BA 5 p33 
4:23 4 ai 
D:C A'RB D:- 'B 


Und fo Fönnte man noch andere Verbindungen zwifchen den Gröfen A, B, C, D ma: 
Ken, die alle richtige Proportionen find, wenn die Produfte, die man aus den dufern 
und aus den mittlern Gliedern bildet, entweder unmittelbar AD = BC geben oder auf 
diefe Gleichheit gebracht werden fünnen. 

Zuf. Zahlen, die zwei gleiche Produkte bilden, laffen fich ftets 
in eine foldye Verbindung bringen, daß eine geometrifche Proportion 
entfteht. 

L. €. $. 302. 
Anmerfung 5. Auf diefem und dem vorhergehenden Sage beruht die ganze Regel 
de tri ſammt Allem, was an fie fi unmittelbar anſchließt, worüber aber das Nähere 
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dem mündlichen Bortrage überlaffen bleiben muß. Uebrigens iſt diefe Anmerkung abficht- 
lich diefom und nit dem vorhergehenden Lehrfage beigefügt worden, weil man bei der 
Art, wie man nur zu oft die Regel de tri behandelt, ſich eine Verwechslung erlaubt, 
die nicht zu billigen ift. | 

ragt man 5.3. wie viel Foften 17 Ellen, wenn 6 Ellen 13 Rthlr. often ? fo ift 
das einfache und natürliche Verfahren diefes : 

68€. : 17E. = 13Rthlr, : xRthlr. 

Waare zu Waare, wie Geld zu Geld, Allein in den meiften Rechenbüchern fegt man: 
6:13 — 17 : x eine eben fo offenbare, als unzuläffige (Anmerk. 2) Verwechslung 
der mittlern Glieder der zu bildenden Proportion. 

152. Lehrſatz. Wenn von vier Größen das Produkt aus der 
erften und zweiten gleich ift dem Produkte aus der dritten und vierten, 
fo ftehen die Größen im umgekehrten VBerhältniffe zu einander, ee vers 
hält fich nämlich die erfte zur dritten, wie die vierte zur zweiten, oder 
die erfte zur vierten, wie die dritte zur zweiten. 

Beweis. Aus 151, Zuf. 

Zuf. Hierauf beruht das Verfahren, um zu drei gegebenen Groͤ— 
Ben eine vierte umgekehrte Proportionale zu finden, d.h. eine Größe, 
die fo befchaffen ift, daß die erfte und zweite im umgekehrten Verhält: 
niß zu einander ftehen, als die dritte und vierte. 

‚ „Anmerkung. Darauf gründet ſich die fogenannte verkehrte Regel de tri, 
die ſich von der gewöhnliden oder, wic man fie gewöhnlich nennt, geraden Regel de tri 
nur in Beziehung auf den Anſah unterſcheidet. Es ift jederzeit leicht zu entfcheiden, ob 
die eine oder die andere zur Anwendung fommen muß. Man frage fih nur: muß das 
gefuchte wierte Glied in eben dem Maafe größer oder Feiner als das dritte der gegebe- 
nen werden, in welchem das zweite größer oder Fleiner als das erjte ift? Iſt dieß der 
Fall, fo muß die gerade Regel de tri angewandt werden. Wenn dagegen das vierte 
Glied in eben dem Maafe größer oder Fleiner als das dritte werden muß, in weldem 
das zweite (nicht größer oder Fleiner, fondern) Fleiner oder größer als das erfte ift, fo 
bat man den Fall der verkehrten Regel de tri. Wenn 5. B. ein Fuhrmann für eine 
gewiffe Fradt 400 ſ5 80 Meilen weit zu fahren ſich verpflichtet, wie weit wird er für 
eben dicfe Summe: 950 Ib fahren müffen ? Hier fällt in die Augen, daß man nidt an— 
fegen darf: 400 15 : 950 15 = 80 M.: x M.; da der Aubrmann offenbar 950 [5 
für daffelbe Geld nicht eben jo weit fahren kann, als 400 15, fondern der Weg muß 
fi vielmehr in dem Maaße verfürzen, in welchem die fortzufhaffende Lajt zunimmt. Gs 
ift alfo die verkehrte Negel de tri, die man anmenden muß, mithin: 950 : 400 = 
80 : x. Man wird ſich nie verfehben, wenn man nach der vereinten Wirfung der in 
Betracht Fommenden Umftände fragt. Die eine ift: 400 [5 80 Meilen weit, oder 
400 . 80; die andere 950 Fb x Meilen weit, da nun der Fuhrmann diefelbe Fracht 
erhält, fo muß offenbar 400 . 80 — 950 . x, oder 90 : 400 = 80 : x fein. 

153. Lehrſatz. Sind vier Größen proportionirt, fo hat man 
auch ftets durch Addition oder Zufammenftellung (componendo) die 
Summe der erften und zweiten zur erften oder zweiten, wie die Sum: 
me der dritten und vierten zur dritten oder vierten; und eben fo durch 
Subtraction oder Trennung (dividendo) den Unterfchied der beiden er: 
fien zur erften oder zweiten, wie den Unterfchied der beiden leßten zur 
dritten oder vierten; und beides vereinigt, die Summe der beiden er: 
ften zu ihrem Unterfchiede, wie die Summe der beiden legten zu deren 
Unterfhiede; und umgekehrt für alle einzelnen Fälle. 

Eucl. V, 17, 18 und VIT, 11. — L. C. $. 304, 305. 

Beweis. Aus 150, Zuf. 2 und 141. 

Anmerkung 1. Euclides giebt folgende Erklärung von Zufammenftellung (compo- 
sitio): „Bufammenftellung eines Berhältniffes ift cs, wenn man das Verhältniß des 
Border = und Hinter = Glieded ald einer einzigen Größe zum Hintergliede nimmt.’ VB. 
Erfl. 15. Die Trennung erklärt Guclives als das Nehmen des Verhältniſſes vom 
Ueberſchuſſe des Vordergliedes über das Hinterglied zum Hintergliede. Wenn man dieſe 
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Subtraction oder Trennung gewöhnlich mit den Namen: divisio, oder dividendo be— 
zeichnet hat, fo ift dieß in Folge einer ungenauen Weberfegung des griechiſchen von Eu: 
clides gebrauchten Ausdruckes Sralpeoıs geſchehen. 

Zuſ. Aus unſerm Satze laſſen ſich durch Verwechslung und Um— 
kehrung viele andere Proportionen herleiten, die alle in Worten aus— 
zudruͤcken nutzlos ſein wuͤrde. Es folgen hier die wichtigſten. 

Die gegebenen ſeien 


1. A B:A=C+D:c 
il ci, 
3. A —B:A=-C—D:cC 
4. A—B:B=C-—D:D 
5. A+B:A—B=C-+D:C—D 
Hieraus folgen: 
eh. 0, 
7. B: A B=D:C-+D 
8 A+B: C+B=A:C 
9, B:pD=A+B:C-+D 
0.A+B:c+D=A-—B C—D 
u. ſ. w. 
Anmerkung 2. Wenn man unſere — {, nachdem man die mittlern Glie— 
der verwechſelt, afo AB: C- D= A: C, als Hypotheſis verbindet mit der 


Proportion 9 als Theſis, jo erhält man ben 19ten S. bei Euclides. \ 

154. Lehrſatz. Wenn das Anfangsglied einer Proportion 
das größte unter allen tft, fo ift das Endglied das kleinſte; und die 
Summe des größten und kleinften ift größer als die Summe der bei: 
den übrigen. 

Beweis. Für den es — aus 149. Fuͤr den zweiten Theil 
alſo: da — 0: D, fo if (153) 

er Be06.5; D, oder 
jest Des:). da num 
B>D, fs ift aud A—B>cC-—D, oder A-D>B-+C. 

Anmerkung. Diefer Sag ift bei Euclides der 28te im V B., wo der Verfaſſer 
ſtillſchweigend vorausfegt, Daß wenn das Anfangsglied das größte ift, das Endglicd das 
Fleinfte fein müffe, 

155. Lehr ſatz. Aus zwei beliebigen Proportionen A: B—= 
C:Dwud E: F=G:H fann man fiets eine dritte und vierte 
Proportion herleiten, indem man jedes Glied der einen, durch dag ent: 
fprechende der rw multiplicirt oder dividirt, alfo AE: BF = 

A _€c_.D 
CG : DH, und — 77357 . 

Beweis. Aus ©. 150, und deſſen 2tem Zuf, 

Zuf. 1. Sind daher vier Größen proportionirt, fo find es auch 
ihre gleid) Hohen Potenzen, und ihre gleich hohen Wurzeln, 

Zuf. 2. Sind vier Größen proportionirt, fo verhält ſich auch 
die Hälfte der erften zur zweiten, wie die dritte zum Doppelten der 
vierten. Oder allgemeiner: die Proportionalität bleibt ungeftört, 
wenn man das eine der beiden äußern Slieder durd) eine beliebige Zahl 
multiplieirt, und das andere durch eben diefe Zahl dividirt, Daffelbe 


gilt von den beiden mittlern Gliedern. 
Tacquet Lemma ad pr. 11 ex Archimede. 
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156. Lehrſatz. Wenn man zwei oder mehrere Proportionen 
(A:B=D:Eud B:C=E: F), wo die Vorderglieder oder 
Hinterglieder der einen entweder die Vorderglieder, oder die Hinter: 
glieder der andern ausmachen, fo find aud) die übrigen Glieder der 
erften, jedes in feiner Stelle, proportionirt den übrigen Gliedern der 
zweiten (A: C=D: P). 

Deweis. Aus 155. 

Anmerkung 1. Diefer Sag begreift den 22ten und 23ten S, des fünften und aud 
den 22ten ©. des fiebenten Buches bei Euclides in ſich. Er nennt ihn die Folgerung 
ausdem Gleichen (ex aequo), und zwar diejenige, wo, wenn A:B=D:E 
ud B:C=E:F, uhA:C=D:F, die Folgerung aus dem geord— 
neten Gleichen. Schließt man dagegen, daß, wenn A: B— E: Fund B: G 
= D:E,aA:C=D+F fein müſſe, jo heißt dieß die Folgerung aus dem 
nicht geordneten Gleihen. Beide Folgerungen beißen die aus dem Gleichen, 
weil fie in einer Gleichheit von Verhältniſſen beſtehen. Die gegebenen gleichen Verhält— 


# 


ie i A B E . : B ö 
niffe find im erften Falle BC und gp m zweiten BC und PER In bei- 


A D j 
den folgert man die Gleichheit der Verhaͤltniſſe ẽ und 7 aber im erſten Falle gehen 


die Glieder der gleichen Verhältniſſe beiderſeits in derſelben Ordnung fort. Auf der 
einen Seite find nämlich gegeben A, B, C, auf der andern D, E,F; es iſt 


das Verhältniß der erften zur zweiten (5) auf der einen Seite, glei dem Berbältniffe 
* D 1-4 » * 
zwiſchen der erſten und zweiten — auf der andern; und eben das Verhältniß der zweiten 


B | — — E 
zur dritten 5 auf jener, gleich dem Verhältniß der zweiten zur dritten auf dieſer; 


es findet alſo hier offenbar auf beiden Seiten dieſelbe Ordnung Statt und darum der 
Ausdruck: Folgerung aus dem geordneten Gleichen. Im zweiten Falle dagegen folgen 
die Glieder der gleichen Verhältniſſe nicht derſelben Ordnung auf beiden Seiten; denn 


auf der einen iſt es das Verhältniß von der erſten zur zweiten z auf der andern aber 


.E — B 
das von der zweiten zur dritten ẽ— ferner das von der zweiten zur dritten 5 auf je 


30D — 
ner, aber das von der erſten zur zweiten 5 auf dieſer. Man folgert aljo bier aller- 


dings aus dem Gleihen, aber aus dem nicht geordneten. Hierdurch werden nun 
auch die drei folgenden Erflärungen des Euclides binreihend aufgehellt- fein. 

VB. Erf. 18. „Aus dem Gleichen folgert man, wenn man bei zwei gegebenen 
Größenreihen, die beide gleichviel Glieder enthalten, und von denen je zwei der einen 
proportionirt find mit zweien der andern, die erfte zur legten der einen Reihe, wie die 
erſte zur legten der andern jest.” 

Erkl. 19. „In geordneter Proportion ift eine Reihe von Größen mit einer andern, 
wenn die erjte und zweite von jener mit der erften und zweiten von diefer proportionirt 
fr und eben fo die zweite und dritte von jener mit der zweiten und dritten von die— 

er ꝛc. 

Erkl. 20. „In nicht geordneter Proportion find dagegen drei Größen mit drei ans 
dern, wenn die erfte zur zweiten der einen Reihe it, wie die zweite zur dritten der an— 
dern, und das Hinterglied des erften Verhältniffes zu der zunächſt darauf folgenden 
Größe, wie die dem Vordergliede des zweiten Berhältniffes zunächft vorhergehende Größe 
zu diefem Vordergliede.“ 

Anmerfung 2. Unſer Sag ift allgemeiner, begreift alle möglihen Fälle unter ſich, 
und macht es ganz überflüffig, noch einen Unterfchied zwifhen geordnet un nicht 
geordnet zu maden, 

Anmerfung 3. Unſer Sas bildet die Grundlage für die Regel von Fünfen, Ket— 
tenregel, Gefelfhaftsrehnung n. f. w., mo man die gefudte Größe durch Verbindung 
mehrerer Proportionen findet, in denen immer einige Glieder diefelben find, und welche 


Fi 


94 Ä Drittes Bud, Erſter Abſchnitt. 


daher dur die Folgerung aus dem Gleichen verſchwinden; dem mündlichen Bortrage 
müffen bie zur hinreichenden Erläuterung nöthigen Beiſpiele vorbehalten bleiben. 
324. 


de U. 
Zuf. 1. Wenn A:B=D:E um 
B:C=E:F 
oder wenn A: B — E: F und 


B8DPPp., 
fo iſt ſtets D größer, eben fo groß, oder kleiner als F, je nachdem 
A größer, oder eben fo groß, oder Fleiner als C ift. 

Es ergiebt fich die aus dem Hauptfaße in Verbindung mit 149; 
und macht bei Euclides den Mten und Qlten Satz aus. Er nennt 
fie auch die Folgerungen aus dem geordneten und nicht geordneten Un— 
gleidyen. 

Zuf. 2. In jeder Proportion kann man an die Stelle zweier 
Glieder zwei andere > proportienirt⸗ ſetzen. Wenn z. B. 

:B=CD: EF und 
Be I iR 
— B = MM; EX, 
Anmerfung 4. Auf diefem Sapı berubt die jegenannte regula falsi, wie durch 
geeignete Beiſpiele mündlich zu erläutern. 

157. Lehrſatz. Sind vier Groͤßen proportionirt, ſo verhaͤlt 
ſich die zweite Potenz von der Summe der beiden erſten zur zweiten 
Potenz vonder Summe der beiden letzten wie das Produkt der beiden 
erften zum Produkt der beiden leßten. 

Bew, Denn weil A:B=C:D, fo ift auf 
A+B :C+D =A:C (153 und 151) 
ns chme=a A:C.C (155, Zuf. 1) 
8 B): (OA D)CA. B C. h (156, Zuf. 2) 

Anmerkung. Dieſer Say iſt der 12te bei Serenus de sectione cylindri, aber 
auf Linien und mithin auf Quadrate und Rgätede angewandt, Archimedes bat im 
2ten Bude feiner Schrift: Ueber Kugel und Gylinder, im Zten S. von ibm Gebrauch 
gemacht, daher auch Peyrard in feiner franzöſiſchen Ueberfegung des Werkes in einer An— 
merfung einen Beweis unferes Satzes beigefügt bat. 

158. Lehrſatz. Hat man zwei Proportionen (A:B=C:D 
und E: F=G : H), in denen die einzelnen ana aus 
denen fie befichen, alle unter einander gleich find, CE =; = z 
— * fo find die Summen oder Unterſchiede von je zwei entfpres 
chenden Öliedern beider Proportionen, in derfelben Ordnung wie die 
Glieder feldft genommen, gleichfalls proportionirt. 


Beweis. Aus &. 150 und deffen 2tem Zuf. 

L. €. $. 309. | 

Anmerkung. Bon diefem Sage ift der Mte im 5ten Bude des Euclides ein be— 
fonderer Falk, Ba: wenn A:B=C:DwE:B=F35D, ſo iſt auch 
A+E:B= F:D. In Worten: „Sind vier Größen proportionirt, und 
eine fünfte zur — verhält ſich wie eine ſechſte zur vierten, ſo iſt auch die Summe 
der erſten und fünften zur zweiten, wie die Summe der dritten und ſechſten zur vierten.“ 


Zuſ. Wenn man zu den Hintergliedern einer Proportion Groͤ— 
Ben addirt oder von ihnen abzieht, die in demſelben Verhaͤltniß fies 
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hen, als die Vorbderglieder, fo bilden auch diefe Summen oder ln: 
terfchiede noch gleiche Verhältniffe mit den Vordergliedern. 

159. Lehrſatz. Sind von zwei Proportionen die Vorderglies 
der der einen denen der andern proportionirt, fo find auch die Sum— 
men oder Unterfchiede je zweier entfprechenden Glieder, in derſelben 


Ordnung wie die Slieder felbjt genommen, unter einander propors 


tionirt. 
L. C. $. 309. 
Beweis. Aus 150 und 151, Zuf. 
Anmerkung. Diefer und der vorhergehende Say bilden die beiden cinzigen Fälle, 
wo man aus zwei Proportionen die Proportionalität der Summen oder Unterſchiede ih: 
rer Glieder folgern kann. 


Eigenfhaften der geometriſchen Reihen oder Pros 


greffionen. 





160. Lehrſatz. Sind mehrere Größen (A, B,C,D, Eı«c.) 
ftetig proportionirt, oder bilden fie eine geometrifche Progreffion, fo 
jteht die erjte zur dritten in dem zweifach höhern Verhaͤltniß als die 
erfte zur zweiten ; ferner die erfte zur vierten in dem dreifach höhern 
Verhaͤltniß, und allgemein die erfte zur nten in dem (n — h)fach hoͤ⸗ 
bern Verhaͤltniß als die erfte zur zweiten, oder die erfte verhält fid) 
zur nten wie (n — I)te Potenz der erften zu eben diefer Potenz der 
zweiten. 

L. C. 3. 298, 318. 

Beweis. Aus 131 und 155. | 

Zuf. 1. Daher ift das Verhältnig des erſten Gliedes zu einem 
beliebigen andern aus den Verhältniffen aller zwifchen beiden Itegens 
den Blieder zu einander zufammengefeßt; und da diefe Verhältniffe 
alle gleich find, fo ift jenes Verhättniß gleich der fo vielten Potenz 
des Verhältniffes vom erften zum zweiten, fo viel Glieder dem belies 
big angenommenen vorausgehen. 

Anmerfung. Die Erklärung, welche Euclides von dem zweifach höbern, dreifach 
höhern ꝛc. Verhältniß zweier Größen (A : B) gegeben bat, daß es nämlid, in einer 
jtetigen Proportion, in welcher die beiden in Rede ftehenden Größen die beiden erjten 
Glieder bilden, dad Berhältniß der erften zur dritten, der erften zur vierten ıc. fei, 
ftimmt alfo mit unferer Erflärung ganz überein. &, 136 nebit Anmerf, dazu, 

Zuf. 2. Die mittlere Proportionale zwifchen zwei Größen ift 
fleiner als die größere, aber größer als die kleinere. 

Denn A:B =B :C, und daher aud 

A? : B2 — B? : C?—A: C (155 und voriger Zuf.), 
alfo, wenn A C, auhb AB und BC. 

Anmerfung. Diefer Satz bildet den erften Cchrfas nah dem Aten Hauptfage bei 
Archimedes in feiner Schrift über Kugel und Gylinder, 

Zuf. 3. Jedes Glied einer geometrifchen Neihe ift gleich dem 
vorhergehenden multiplicirt durch den Anzeiger (129, Anm. 2). 

Zuf. 4. SEA das Anfangsglied einer folhen Reihe, B das 


zweite, und der Anzeiger q, alfoq — rg fo kann die Reihe alfo 


— 


.. 
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ausgedrückt werden: 
A, Aq, Ag®, Agd, Agt, AqQ®..... Aqu- 

L. C. $. 311. 

Zuf. 5. Das nte Glied der Reihe ift gleicd, dem Anfangsgliede 
multiplieirt durch die (m - 1)te Potenz des Anzeigers. 

Zuf. 6. Iſt das erfte Glied größer als dag zweite, alfo der 
Anzeiger ein Bruch, fo ijt jedes Glied Feiner als das vorhergehende‘ 
and die Neihe heit eine fallende. Die Glieder werden immer 
kleiner, je weiter die Neihe fortgefeßt wird, ohne darum jemals yanz 
Null werden oder verfchwinden zu können, Wenn dagegen das zweite 
Glied größer als das erjte, fo ift die Reihe eine fteigende; alle 
Glieder werden defto größer, je weiter fie fih vom Anfangsgliede ent: 
fernen. Diefes leßtere ift das Fleinfte, darf und kann aber niemals 
Null fein. 

Zuf. 7. Nichts hindert, die Reihe, für welche man urfpräng: 
lih A als Anfangsglied genommen, als fchon vor diefem Gliede bes 

ginnend zu betrachten. Man erhält alsdann: 
4 A A A A 


A — —— — =. 3? 2?’ qt’ g® y Ag, Agq?, Ag? oe.“ Agui, 
oder nach 122, Anm. 3. 

— — — — — —1i 
Aa ar Ag Ag ‚Ag . Ag . Ag Aq,Ag2,AgB..... Ag 


3 
Zuſ. 8 Man kann auch ftets die Ölieder einer gegebenen Reihe 
vermehren, dadurch dag man zwifchen zwei zunächft auf einander fols 
genden eine Anzahl mit diefen ftetig proportionirten Größen einfchal: 
tet. Die Reihe Hört dadurch nicht auf, eine geometrifche zu fein. 
Sin unferer vorhergehenden Reihe 3. B. kann man zwifchen A und Ag, 
fo wie zwifchen Ag und Aq? alfo einfcalten: 


1 3 5 3 
N A, Agt, Aqg?, Aq*, Ag, Ag‘, Ag”, Ag, Aq?.. 
oder 
A, Agdı?, Ag05, Ag0:75, Aq, Ag125, Agtı5, Aglı75, Ag®... 
und fann diefe Einfchaltung natürlich fo weit fortführen als man will. 
Man kann daher auch jede beliebige Zahl als Glied einer ſolchen 
Reihe betrachten, da es keine Zahl giebt,die nicht irgend einer Wurzelvon 
einer gegebenen Zahl (wenigftens annähernd) gleich wäre. So iftz. B. 
1 89 100000 
5 — 10743099 — 400,69897 — 1010906 — V 1069897 
Und darum kann man 5 als ein Ölied der geometrifchen Reihe betrachs 
ten, deren Anfangsglied 1, und deren Endglied 10 ift. j 
161. Lehrſatz. Sn jeder geometrifchen Reihe ift das Produft 
von zwei ganz beliebigen Sliedern gleich dem Produkte zweier andern, 
die gleich weit von jenen, das eine von dein einen, das andre von 
dem andern, und zwar entweder das eine nad) dem Anfange und das 
andere nach dem Ende hin, oder beide nach der Mitte hin entfernt 


find. 

Beweis. Aus 160, Zuf. 4, und Zuf. 1- 

Zuf. Nimmt man daher ein Paar beliebige Ölieder einer Reihe, 
die durch eine ungerade Anzahl von Zwifchengliedern getrennt find, fo 
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ift ihr Produkt gleich der zweiten Potenz von dem mittlern diefer Zwi: 
fhenglieder. 


162. Lehrſatz. In allen geometrifchen Reihen, deren Aus 
fangsglied die Einheit ift, (wie 1, 4, 4 — q )ift dag Pro: 
dukt zweier beliebigen Glieder gleich einem Gliede eben diefer Reihe, 
das eben fo weit von dem einen jener beiden entfernt- ii, als das ans 
dere vom Anfangsgliede. 

Beweis. Aus 161. 

Anmerkung 1. Diefe Eigenſchaft gehört zu denen, auf welde jih das Weſen der 
Sogaritämen gründet. 

Anmerfung Man kann unfere Reihe 1, 9, — — q’, auch fo 
ſchreiben: „0, qt, “. — qð (122, Anm, 3). 


zuf. 1. Hieraus ergiebt fih der Ste &. im IX DO. des Eucli— 
des: „Wenn von der Einheit an mehrern Größen, A,, Ay, As, A, 

. ffetig proportionirt find, fo iſt jede zweite in de Reihe A 
A, A, . eine Duadratzahl, jede dritte A,, A,, A, ıc. eine us 
bikzahl, jede fechfte A,, Aya, Ayg 6. eine Duadratzahl und Cubik— 
zahl zugleich. Und eben fo der Ite ©. : „Iſt die zunächft auf die 
Einheit folgende Größe, oder das erfte Glied unferer Reihe A,, A,, 
A, 0. eine Duadratzahl, oder Cubikzahl, fo find auch alle übrigen 
Glieder der gefammten ee Quadratzaplen ‚oder ee re 


= 20 6 
1, 9, 954 ---q , oder 1:90.94, u 


Zuſ. . Man kann die Reihe 1, q, gq- ....g auch als ſchon 
vor dem Gliede 1 beginnend anfehen, nämlih: q ", Pe ZEN 


— —2 —1 0 1 2 n—1 


J 46 a fo daß, wenn q eine 
ganze Zahl ift, die Glieder vor 1 Brüche find, deren Menner die 
fucceffiven Potenzen von q, und deren Zähler 15 die Glieder nad 1 
find die Potenzen von q feldft. 

163. Lehrſatz. Hat man eine beliebige Menge proportionir⸗ 
ter &röfen(A:B=C:D=E:F=G:Hx.), fo verhält 
fich ftets die Summe aller Vorderglieder (AHC-+EIG ic.) zur 
Summe aller Hinterglieder (B+D-+-F-+-H ic.) wie das erfte Glied 
zum „weiten, 

Eucl. V, 12 und VO, 12. — L. C. $. 310. 

Demweis. Aus 151 und 153. 

Zuf.1. In jeder geometrifchen Progreffion verhält fi die Sum: 
me aller Slieder vom erften bis zum vorleßten, zur Summe aller vom 
zweiten bis legten, wie das erfte zum zweiten. 

Zuf. 2. Iſt daher A das Anfangsglied, B das zweite, Z das 


legte, und q der Anzeiger, alfo =—, und bezeichnet S die Summe ber 


| 7% 
ganzen Reihe, fo ift | 
v. Smwinden Geometrie. 7 


Pi; 


A 
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5S—-2:S—-A=A:B, al 


2 — 
8 — oder wenn man die Anzahl der Glie⸗ 
der —.n feßt | 
— se EL Be), 
a AA 494g 
L. €. $. 327. 


Anmerfung 1. Was die Summe einer fallenden Reihe betrifft, won welcher eine 
unendlihe Anzahl von Gliedern genommen wird, fo ſehe man die erjte Anmerkung zur 
erften Erflärung im VII Bude (305). 

Anmerkung 2. Iſt jedes der Glieder einer ſolchen Fr viermal jo Flein, als das 

; - — A A i 
vorhergehende, alfo die ganze Reihe: A, RT TUE Tr RR TEE fo verwandelt 
fi unfer obiger Ausdruck für S in folgenden ; 

AZ 


AB — * 44 2 
5 u u — — 
3 


3A 
4 
alſo wenn man auf beiden Seiten hinzuaddirt, 
s+12=-% 


ein Satz, welder der 23te in der Schrift des Archimedes von der Quadratur der Pa- 
rabel ift, und in Worten fo lautet : 


Zuſ. 3. In jeder geometrifchen Neihe, deren Anzeiger 4 ift, iſt 
die Summe aller Glieder vermehrt um den dritten Theil des Kleinften 
eben fo groß als vier Drittel vom größten. 

Anmerfung 3. Daß an die Summe der ganzen Reihe darftelt, wenn man fid 
diefe unendlich fortgefegt denkt, fol im VII Buche (305, Anm. 1) gezeigt werden. 

Zuf. 4. Wenn <-A,B.C,D....Y, Z, fo ift ſtets B— A: 
A=Z—A:A+B-+C.... +Y oder in Worten: Wenn mehrere 
Größen ſtetig proportionirt find, fo verhält fi der Meberfhuß der 
zweiten über die erfie zur erfien, wie der Weberfchuß der feßten über 


die erfie zur Summe aller der leßten vorausgehenden Größen. 
Eucl, IX, 35. 


Beweis. Da A:B=B:C=C:D—=D:E..... Y:Z foiftaud 
A:B—A=B:C—B=C:D — C..—=Y:Z—Y (153), mithin 
nad) unferm Hauptſatze: 
A+B+C...+Y:B-A+C-B+D-C....+Z-Y=A:B-A, bi. 

A+B-+C..+-Y:Z— =—=A:B—A, oder 

B—-A:A=Z—A:A+B-+C...+Y. 

Zuf. 5. Aus dem erften Zufage erhält man durch Verwechslung : 
A+B-+C...+Y:A=B+C+D..+Y-+Z:B 
und aus Zuf. 4, gleichfalls durch Verwechslung 
A+B+C+..+Y:A=Z—A:B—A, mithin aud) 
B+C+D+..+Y-+Z:B=Z—A:B—A, oder 
B—-A:B=/— A:B-+-C+D....+Y+Z 
d. 5. „‚find mehrere Zahlen ftetig proportionirt, fo verhält fich ftets 
der Ueberſchuß der zweiten über die erfte zur zweiten ſelbſt, wie der 
Ueberſchuß der legten über 'die erfie zur Summe aller auf die .erfte 
folgenden.’ | 

164. Lehrſatz. Sind vier oder mehrere Größen fo befchaffen, 
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daß fie fich wie ihre Unterfchiede verhalten, nämlich die erfte zur zweis 
ten, wie der Lnterfchied der beiden erften zum Unterfchied der zwei: 
ten und dritten ıc., fo bilden diefe Größen eine geometrifche Pros 
greffton. — | 

Beweis. Aus 151 und 153. 

Anmerkung. Diefer Sas ift von großem Nuten in der Naturlehre, 


Zweiter Abſchnitt. 
Von der arithmetifhen Proportion, 


165. Erklärung. Vergleicht man zwei gleichartige Größen 
zu dem Ende mit einander, um zu erfahren, um wie vieldie eine 
größer ift als die andere, d. h. wie groß der Unterfchied zwifchen ih: 
nen ift, fo fagt man, man unterfuche das zwifchen diefen Größen 
Statt findende arithmetiſche Verhältnif, und diefes Ver: 
haͤltniß feldft ift eben jener Unterfchied. 


Anmerkung. Alle im Anfange dieſes Buches gegebenen allgemeinen Erflärungen 
finden aud bier Statt, jo wie die Benennungen Borderglied, Dinterglied 2c. (120 ff.) 


166. Erflärung. Arithmetiſche Verhältniffe heißen identifch 
oder gleich, wenn der Unterfchied ihrer Glieder derfelbe ift d.h. wenn 
das Vorderglied des einen Verbältniffes um eben fo viel fein Hinters 
glied übertrifft oder von ihm übertroffen wird, als das Vorderglied 
jedes der übrigen VBerhältniffe fein Hinterglied übertrifft, oder von 
ihm übertroffen wird. 

Und hiernach fagt man, vier Größen fliehen in arithmetiſcher 
Proportion, oder find arithmetifch proportionirt, wenn fie zwei glei» 
he arithmetiſche Verhaͤltniſſe bilden. 

Deifpiel. Die Zahlen 10, 4, 7, 1 bilden eine arithmetifche 
Proportion, darum weil 10 —4==7— 1==6 und allgemein find A, 
B, €, D arithmerifch proportionirt, wenn A—B=1C — D, oder 
B-A=D—cC. 

Es verfteht ſich dabei von felbft, daß man zur Bildung des Uns 
terfchiedes in beiden Verhältniffen die Glieder in derfelben Ordnung 
nehmen müffe d. 5. in beiden das Hinterglied vom Vordergliede oder 
umgefehrt abziehen. 

167. Erklärung. Größen find unterbrochen (nidt fie 
tig) proportioniet, wenn die Glieder der beiden gleichen Berhältniffe 
verfchieden find ; dagegen heißen ſie fetig proportionirt, wenn das 
Hinterglied des erſten Verhältniffes gleich it dem Vordergliede des 
zweiten, das Hinterglied des zweiten gleih dem Vordergliede des 
dritten ıc. | 

Haftet diefe ftetige Proportionalität an mehrern Groͤßen d. h. 
fiehen diefelben in einem folhen Zufammenhange, daß je drei unmits 
telbar auf einander folgende eine ſtetige arithmetifhe Proportion 
ausmachen, fo bilden diefe Größen eine arith metiſche Reihe 

: Ä er 


⸗ 
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oder Progreffion. Gleich weit abftehende Glieder derfelben find 
zwei folde, von denen jedes durch Diefelbe Menge von Zwifchenglies 
dern von einem und demfelben dritten getrennt ift. 

Beifpiel. Wenn A-—B=B— C=Ct—D—=D —E=E—F 
ift, fo bilden A, B, C, D, E, Feine arithmetifche Progreffion oder 
Reihe. | 
Anmerkung 1. Man fieht, daß dieſe Erflärung bis auf den einzigen Ausdruck 
arithmetiſch, ganz diefelbe ift, wie die in 131, und die Namen: mittlere Propor— 
tionale, dritte Proportionale, vierte Proportionale, Äußere Glieder, mittlere Glieder, 
entſprechende Glieder haben hier diefelbe Bedeutung, wie in 132 und 1335 die alfo aud 
bier gelten. 

Anmerkung 2. Daß mehrere Größen eine arithmetifhe Progreffion bilden, wird 
durch das vorgefegte Zeihen —— angedeutet zJ. B. — A, B,C,D, Eve. beißt A, 
B, C, D, E maden eine arithmetiſche Reihe. 

Zuf. Eine arithmetifche Reihe Heißt fallend, wenn die Ölie: 
der immer Bleiner werden, je weiter man die Reihe fortfeßt; im ent» 


gegengefesten Falle ſteigend. 


— — — — 


Eigenſchaften der arithmetiſchen Proportionen und 
Progreſſionen. 


168. Lehrſatz. Bilden vier Größen eine arithmetiſche Pro: 
portion, fo ift die Summe der beiden äußern gleich der Summe der 
beiden mittlern. 

Beweis. Aus 166. 

Zuſ. Sind drei Gröjen in fretiger arithmetifcher Proportion, 
fo ift die Summe der beiden Außern gleich dem Doppelten der mittlern, 
alfo die mittlere gleich der halben Summe der beiden äußern. 

Anmerfing 1. Man fiebt hieraus, wie leicht es ift, eine vierte, dritte, oder mitte 
lere Proportionale zu finden, 

Anmerkung 2, Die mittlere arithmetiſche Proportionale zwifchen zwei Größen, pflegt 
man aud das arithbmetifhe Mittel derfelben zu nennen, 

169. Lehrſatz. Je fleiner der Unterfchied zweier Zahlen ift, 
um defto weniger unterfcheidet fic ihr arithmetifhes Mittel von ihrer 
mittlern geometrifchen Proportionale. 

L. C, Astron. $. 126- 

Beweis. Aus 168, Zuf. und 150, Zuf. 2. 

Zuſ. Se größer der Unterfchied zweier Zahlen, um defto mehr 
ift ihr arithmetifches Mittel größer als ihre mittlere geometrifche Pros 
portionale. ’ 

170. Lehrſatz. Bilden mehrere Größen eine arithmetifche 
Reihe, fo ift es ein und derfelbe Unterfchied, um welchen jedes Glied 
gegen das nächft vorhergehende zu: oder abnimmt; fo daß eine foldhe 
Reihe allgemein fo dargeftellt werden kann: a, atd, a+2d, at3d 
...at(n— 1)d. 

Demweis. Aus 167. 

Zuf. 1. Sedes Glied ift gleicdy entweder der Summe oder dem 
Unterfhiede von dem vorhergehenden Gliede und dem Anzeiger, je 
nachdem die Reihe entweder fteigend oder fallend ift. 

Zuf. 2. Jedes Glied ift gleich der Summe oder dem Unter: 
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fhiede von dem Anfangsgliede und dem Sovielfachen des Anzeiger, 
fo viel Glieder dem in Rede ftehenden vorausgehen. 

auf. 3. Das Verhältnig des erften zum dritten Gliede ift dop— 
pelt fo groß als das des erften zum zweiten; das Verhättnif; des er: 
ften zum vierten dreimal fo groß als das des erften zum zweiten ıc., 
fo daß es alfo auch hier zweifach Höhere, dreifach höhere ıc. Verhaͤlt⸗ 
niffe, aber im arithmetifchen Sinne, giebt, f. 163, und die Anm. 
dazu. 

Zuf. 4. Jede fieigende Reihe kann mit Null beginnen und fo 
hoch jich erheben, als man will; jede fallende Reihe kann mit Null 
ſchließen, ja noch unter Null hinabgehen; es kehren dann von da an 
diefelben Glieder, die über Null ftehen, wieder, aber in umgekehrter 
Drdnung und jedes mit dem Zeichen (—) minus verfehen, oder negas 
tiv genommen. 3. B. 4d, 3d, 2d, d, 0, —d, —2d, — 34, — Ad. 

Anmerkung, Man muß fi vorfehen, daß man ſich Feine falfche Borftellung von 
negativen Gliedern bildet, Die Meinung, daß negative Größen weniger als Nichts 
feien, ift eben fo gewöhnlich und verbreitet, als verkehrt und unzuläffig. Das Nega— 
tive bezieht fi) blos auf die Stellung und auf die Bedeutung, in welder man Größen 
nimmt, In unferm Falle ift es die Stellung, die in Betracht kömmt; und es follen 
bier pofitive und negative Glieder nichts anders bedeuten, als Glicder, die auf der einen 
und andern Seite eines Gliedes ſtehen, von dem als Anfangspunct man ausgeht, 
Die einfahe Figur 86 wird dieß vollfommen Far machen. Man nehme eine Gerade 
BAb, auf weldyer man in gleihen Entfernungen AT, TS ıc. von einander Senfreäte 
errichtet, weldye eine arithmetiſche Reihe bilden, fo wird die ihre Endpuncte verbindende 
eine gerade Linie fein, die durch A gebt d. h. BAb in A ſchneidet; die arithmetiſche 
Reihe der Linien CB, MD zc. endigt alfo in A, und ihr letztes Glied ift Null, In: 
zwifchen wenn man die Linie CA über A hinaus verlängert, und auf BAb an ber an— 
dern Seite von A, gleihe Stüden At, ts, sr, rg, gp nimmt und an der untern Seite 
die Senfrechten tl, sk, ri errichtet, fo werden dieſe gleichfalls eine Reihe bilden, die 
in jeder Bezichung der. vorigen, gleid, ift und mit ihr zufammenbhängt, aber ihre Gtieder 
heißen in Beziehung auf die Glieder der erftern negativ, weil fie an der andern 
Seite von BAb, und daher in entgegengefester Stellung genommen worden. 

Zuſ. 5. Die natürlichen Zahlen O, 1, 2, 3, 4.... bifden eine 
arithmetifche Progrefjion. 

171. Lehrſatz. Sm einer arithmetifchen Progreffion ift die 
Summe zweier Glieder gleich der Summe zweier andern, die von 
jenen gleich weit entfernt, fo namlicdy, daß das eine dieſes zweiten 
Paares, um eben fo viel Ötellen vor oder hinter dem einen des erften 
Paares ſteht, als das andere jenes Paares hinter oder vor demandern 
diefes Paares fteht. 

Beweis. Aus 170. | 

Zuf. Iſt die Anzahl der Glieder der Reihe ungerade, fo iſt 
das mittlere gleich der halben Summe je zweier gleich weit von ihm 
entfernten Ölieder. 

172. Lehrfag. Iſt Null das erfie oder legte Glied einer 
arithmetifchen Reihe, fo ift ftets die Summe zweier Glieder gleich) 
einem dritten, das eben fo weit von einem jener beiden als das andere 
vom Anfangs: oder Endgliede Null entfernt ift. 

Deweis. Aus 171. 

Anmerkung 1. Eben dieß gilt alfo auch für Reihen, die von Null aus nad) beiden 
Sciten bin fortgehen, da man fie als aus zwei Reihen zufammengefegt betradhten kann. 

Anmerkung 2. Diefer Sag bildet die zweite Grundlage für das Weſen der Lo: 
garithmen. 
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173. Lehrſatz. Die Summe einer arithmetifchen Progreffion 
it gleich der Summe der beiden äußern lieder multiplicirt mit der 
Hälfte der Gliederzahl. | 

Zuf. Daher ıft diefe Summe auch gleich dem Produkte aus der 
Hälfte der Öliederzahl und der Summe oder dem Unterfchiede von dem 
doppelten Anfangsgliede und dem Sovielfachen des Anzeigers, fo 
viel Ölieder dem legten vorausgehen, oder auf das erfte folgen, alfo: 


s=[2a+(m—1)d])z 


Dritter Abfchuitt. 
Bon der harmonifchen Proportion, 


— — 


174. Erklärung. Drei Größen (A, B, C) heißen harmo— 
nifch proportionirt, wenn dag Verhättniß der erfien zur dritten 
(A:C) glei) ift dem Verhaͤltniß des Ueberfchuffes der zweiten über 
die erfie (B— A) zum Ueberſchuſſe der dritten über die zweite (C— B). 
Alfo wenn A::C=B—A:C—B fo find A, B, C harmonifch pro: 
portionirt. 

Horrebow $. 15. — Lamy p. 461. 

Zuf. 1. Es ift klar, daß, wenn das zweite Glied größer iſt als 
das erſte, auch das dritte groͤßer ſein muß als das zweite, daß alſo 
ſtets eines der beiden aͤußern Glieder das groͤßte, und das andere das 
kleinſte unter allen dreien iſt. Daher ſprechen manche die Erklaͤrung 
auch ſo aus: „Drei Zahlen bilden eine harmoniſche Proportion, wenn 
die kleinſte zur groͤßten ſich verhaͤlt, wie der Ueberſchuß der mittlern 
uͤber die kleinſte zum Ueberſchuß der groͤßten uͤber die mittlere.“ 


Zuſ. 2. Drei Zahlen koͤnnen keine harmoniſche Proportion bil— 
den, wenn der Unterſchied zwiſchen der mittlern und kleinſten kleiner 
iſt als die kleinſte ſelbſt. 

Aus 174 und 149. 

Zuſ. 3. Unter der im vorigen Zuſatz angegebenen Veſchrankung 
laͤßt ſich, wie man leicht ſieht, zu zwei gegebenen Zahlen eine dritte 
finden, welche mit ihnen eine harmoniſche Proportion bildet. 

Lamy pr. 1, pag. 461. 
Anmerfung 1. Sind a und b die beiden gegebenen Zahlen, x dagegen die gefuchte 
dritte, fo ift 





— ab 
Du —b 
Sind a und c die beiden äußern Glieder und y das mittlere, jo hat man 
j 2ac 
— c 


Dieß findet man ſchon bei Theon von Smyrna, 

Anmerkung 2. Hat man drei Linien AD, AC, AB (Fig. 86, a) jo müffen fie 
harmoniſch proportionirt ſein, wenn 

AD AB —= AD — AC: AC— AB, 
wo AD die größte, AC die mittlere und AB die Fleinfte ift; nimmt man nun auf AD, 
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AB — AB, und AC = AC, fpit AD— AC= CD, un AC — AB = BC, 
alfo AD : ÄB — CD: BC, oder AD: CD = AB : BC und man fagt alödann, 
daß die Linie AD harmoniſch geſchnitten ſei. Daher fagt La Hire (Sect. con. I, def, 1)* 
„Eine Linie heißt harmoniſch getheilt, wenn die ganze Linie zu einem der äußern 
Abſchnitte ſich verhält, wie der andere Äußere zum mittlern, oder wenn das Rechteck 
aus der ganzen Linie und dem mittlern Abſchnitte gleidy ift dem Rechtecke aus den bei— 
den äußern,” 

r en 3. Hierauf gründet fidy die Auflöfung der 11ten Aufgabe im dritten 

uche. 

Anmerkung 4. Der zweite Theil der Erklärung von La Hire wird aus dem erſten 
er vermittelft des Sages, der im IV Bude (203, uf, 5) mitgetheilt wer- 
den ſoll. 

Anmerfung 5. Diefe Proportion heißt darum harmoniſch, weil fie die Grund» 
lage der Harmonie bildet, Drei Saiten nämlid, wenn fie von gleiher Dide und Span: 
nung, geben die drei Haupttöne, Octave, Quinte, Quarte an, wenn ihre Längen 
wie 3, 4, 6 find, Die Saiten 3 und 5, geben die Octave, 4 und 6 die Quinte, 3 
und 4 die Quarte, a Zahlen 3, u 4 aber zugleich auch ſo beſchaffen, daß 

:6= 4 — —4 


175. Erklärung. Mehrere Größen, A, B,C,D, E ıc. bil 

den eine harmonifche Reihe, wenn fidy die erfle zur dritten verhält, 

wie der Unterfchied zwifchen der zweiten und erften zum Unterſchied 

zwifchen der dritten und zweiten, ferner die zweite zur vierten, wie 

der- Unterſchied zwifchen der dritten und zweiten zum Unterfchiede 

zwifchen der vierten und dritten ıc. 

alfowenn: A: C=B-—A:C—B 
B:D=C-—-B:D —cC 
C:E=D-—-cC:E—D«. 

Zuf. Sind Zahlen harmonifch proportionirt, fo bleiben fie es 
auch, wenn man alle durch eine und diefelbe Zahl multiplicirt oder 
dividirt. 


Lamy p. 463, 
176. Han Wenn von zwei gegebenen Zahlen die zweite 


größer als die erfte ift, fo laffen fich nicht immer Zahlen finden, die 
mit den gegebenen eine beliebig weit fortgehende fteigende Harmonifche 
Reihe bilden. Aber wohl kann dieß gefchehen, wenn die zweite Zahl 
kleiner ift als die erftez und darum fann man eine fallende Reihe 
fiets fo weit fortfegen als man will. 

Dew. Aus 174, Anmerkung 1 fieht man, dag man immer eine 
dritte harmoniſche Proportionale zu zwei Zahlen A, und B finden 
fann, wenn B <A, aber nicht immer, wenn B A, fondern nur 
fo lange ls B 2A. Bind fhon mehrere Slieder (von denen je: 
des größer als das ihm zunächft vorhergehende) einer folchen Reihe 
gegeben, 3. B. A, B, C, D fo ift es ungewiß, ob man die Reihe 
auch nur um ein einziges Glied weiter führen kann. Denn bezeichnen 
wir diefes mit E, fo müfe:C:E=D— C:E— Dumm, 
weil E>C, abE—D>D-—C, alfoE-+ C> 2 D was of> 
fenbar nicht immer möglich ift, da zwar E>D, aber C SD. Man 
vergleiche 179 Zuf. 2. Sft dagegen B<ZA fo (äßt ſich zuförderft leicht 
zu A, und B cine dritte harmonifche Proportionale C finden. Denn, 
weil C: A — B— C: A— B, ud A—BZA, ſo iſt auch B— 
C<t, oder 0C B, eine Vedingung, die immer erfüllt wer: 
den fann, da C noch nicht gegeben ift. 


— 
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Und nicht minder könnte man immer, wenn mehrere Slicder, 
A, B, C, D (wo jedes kleiner als das vorhergehende) einer harmonis 
fchen Reihe aegeben find, ein fünftes, und auf diefelbe Weife ein 
fechftes, fiebentes 2c. Glied finden. Denn es ift alsdann: E:C— 
D—-E:—C—D; alfo, weil C—D<C, uhD— E<E, 
oder E>}D, mas offenbar immer möglich ift, da E noch nicht ges 
aeben. Und fo kann jedes Glied immer größer fein, als die Hälfte 
des naͤchſtvorhergehenden. 

177. Lehrſatz. In jeder harmonifchen Reihe verhält ſich das 
Produkt der beiden erften Glieder zum Produkte der beiden lebten, 
wie der Unterfchied der beiden erften zum Unterfchiede der beiden legten. 


Bew. DoA:C=B-—A:C—B 
B:D=C—-B:D —cC 
C:E=D— ct: E—D 
D: F=E-—-D:F—E 


fo ift aud) Si an nn 
.F=B-A:F—eE 
178. en Bilden A, B, C, D xe. eine harmonifche Reis 
he, deren nted Glied Y und (n + Hies Z, fo iſt ſtets: 
B—n(B—-A):B—A=Y:Z2 —VX. 
Bew. Es iſt = C=B—A:C—B, alfo altern. et compon. 
:B—A=2C—B:C—B, alfo dividendo 
BB A):B—A=C:C—B, hieraus dividendo 
B—2(B—A):B—A—=B:C—B alfo ift der 
Satz für eine Reihe von drei Gliedern richtig. 

Serner: B:C— B=D:D—C, alfo au 
B—2(B—A):B—A=D:D—C, hieraus dividendo 
B—3(B—A):B—A=C:D—C, alfo aud) für drei 

Glieder richtig, u. ſ. w. 
Zuſ. Aus unſerm Satze folgt: 
B—- — )B—A):B—unB—A)=Z:Y 
alfo für das dritte Glied d.h. fürn? 
B—(B—A):B— 2 (B— A)=C:B, oder 
9A—DB:A=B:C. 
Anmerkung. Diefes Theorem ift das Hte bei Wolf in feiner (lateinifhen Ausgabe 
der) Algebra. Er jagt $. 187: „Sind drei Zahlen harmoniſch proportionirt, fo ver- 


hätt ſich der Ueberſchuß der doppelten erften über die zweite zur erften, wie die zweite 
zur dritten.’ Und —— S. Horrebow $. 30. 


Zerner aus Fe :A=B:C folgt 
:A=B:2A —B, un 
C A:C=?2A:B, oder 

C A: 24 0: B. 


Dieß iſt der bei Wolf in F. 191 enthaltene Satz: „Sind drei Größen harmoniſch 
proportionirt, jo verhält fih die Summe der erften und legten zum Doppelten der erften, 
wie die legte zur mittlern.” Man Fann dieß auch fo austrüden: ‚Sind drei Größen 
harmoniſch proportionirt, fo verhält fi die Summe der beiden aͤußern zu einer derſel— 
ben, wie die andere zur vaifte der mittlern, oder wie das Doppelte der andern äußern 
zur mittlern·⸗ und erhält dadurch die Sätze bei Horrebow $$. 22 u. 23. 


179. Lehrſatz. Sit Z das nte Glied einer harmonifchen Rei: 
he, deren beide erfte Glieder A und B find, fo hat man 
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— A.B _ A.B 
= B_In—-ı) B—-A) B+(n—1) (A—B) 
Bew, DaA:C—=B—A:C—B, fo ift 
BAUR 9. 
TQA—B B-+2A—2B  B—2(B—A) 
alfo für 3 Glieder der Sag erwiefen. 
Eben fo ferner daB:D=C—B:D—C, 








D= BC _ B AB 
9B-C 7 AB 'QA-B 
2B JA 
__ AB? 
— AAB-Q9B?-AB 
AB AB 


""3A-2B  B-3(B-A) 
alfo der Sag auch für 4 Glieder richtig. 
Auf gleihe Weife erhält man 
=. 6:D 
9%C—D 
und durch Subftitution der für C und D bereits gefundenen Werthe, 
A.B 


"ep — 
u. f. w.; daher allgemein für das n!e Glied 


— EeE) 

Zuſ. 1. Hieraus ergiebt ſich 

1) daß man jedes Glied einer harmoniſchen Reihe finden kann, 
wenn man die beiden Anfangsglieder und die Stellenzahl des 
geſuchten Gliedes kennt. 

2) dag wenn die beiden Anfangsglieder und außerdem ein belies 
biges gegeben find, man finden fann, das wievielte diefes letztere 
ift, oder deffen Stellenzahl beftimmen. 

Zuf. 2. Man fieht ferner hieraus, daß eine wachjende harmo— 
nifche Reihe nicht immer beliebig weit fortgeführt werden kann; weil 
dann B> A, und mithin der Ausdrud B— (n— 1) (B— A) 
endlih Null werden. 

Dagegen ift es eben fo einleuchtend, daß die Reihe beliebig weit 
fortgefeßt werden kann, wenn fie eine fallende ift, wo B<A, wie 
dieß auch fehon oben (176) gezeigt wurde. 

Eine fteigende Neihe, in welcher der Unterfchied der beiden ers 
fen Glieder ein genauer Theil des zweiten Gliedes iſt, iſt endlich, 
d. h. Hat eine begränyte Anzahl Glieder, weil zuleßt (n — 1)(B—A) 
fo groß als B, aiſo B— (n — 1) (B— A) gleid Null werden muß, 
fo daß der Bruch, zu dem jener Ausdruck als Penner gehört, nicht 
dargeftellt werden fann. 

Iſt der Unterfchied B — A fein genauer Theil von B, fo wird 
es immer ein Vielfaches diefes Unterichiedes geben m.(B — A) das 
noch fleiner ale B, fo dag B— m (B — A) noch pofitiv; deſſen 
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naͤchſthoͤheres dagegen — 1) G— A) größer als B, fo dag nicht 


nur das Sie 3 - BZmtıa- 3) 
negativ — 

Es ſei z. B. das erſte Glied einer ſolchen Reihe 20, das zweite 
36, ſo iſt B— A— 16 und A.B= 70; alſo die Glieder die: 


ſer Reihe: 
720 720 720 
20, 36, 36 — r 16° 36 — 3. 36 — 4.16 
20 720 0 720 

oder 20, 36, ar Ze Ze 
oder 20, 36, 180, — 60, — 257, — 16* . 

180. Lehr ſatz. Wenn man eine beliebige Zahl der Reihe 
nach durch die lieder einer arithmetifchen Progreffion dividirt, fo 


bilden die fucceffiven Quotienten eine harmonifche Reihe. 
Horrebow $. 10. — Lamy p. 465. 


Bew. us dem vorigen Sage weiß man, daß eine harımonifche 
von A,B,C, Dei. nn fo ausgedruͤckt werden kann: 
AB AB 
’ B-+(A—B)’ Srrami Sr B+n(A—B) 
wo offenbar A. B eine beliebige Be Größe ift, und B, 
B+(A—B),B+2(A—B).. .B-+Hn(A— B) eine arith: 

metifche Reihe bilden. 

Zuf. 1. Die reciprofen Werthe von den Gliedern einer 
arithmetiſchen Reihe d. h. die Quotienten, die man erhaͤlt, wenn 
man die Einheit durch dieſe Glieder dividirt, bilden eine harmoni— 
ſche Reihe. 

Anmerkung. Nimmt man mit Horrebow dieſen Satz, als Erklärung einer har— 


monifſchen Reihe an, fo laſſen ſich daraus nicht nur unfere Erklärung, ſondern auch die 
übrigen Sätze herleiten. 


Zuf. 2. Kebt man folche Glieder einer harmonifchen Reihe aus, 
die um gleich viel Zwifchenglieder getrennt find, fo bilden auch tiefe 
eine harmonifche Reihe. 

Horrebow $. 12. 

Bew. enn ſtellt man ſie als Brüche dar, fo bilden ihre Nen: 

ner auch jeßt noch eine arithmetifche Reihe. 


181. Lehrſatz. Bilden drei Zahlen eine arithmetifche Propor: 
tion, fo find die drei Produkte aus der erfien und zweiten, aus der 
erften und dritten, und aus der zweiten und dritten, ſtets harmo— 
nifch — 

Lamy p. 464. 
Bew. Es fei Alf : — A,B, C, mithin 
Ä-B=eB-C aber es ift 
A.B:B.C=A:C (143) alfo aud) 
A.B:B.C=A.(B—C):C.(A—B) (143) 
oder A.B:B.C=A.B—AC:AC — BC 
d. h. A.B,A.C,B.C find harmonifch proportionirt. 

182. Lehrſatz. Nimmt man zwifchen zwei gegebenen Zahlen 

M, N das arithmetifche Mittel (A) und aud) die mittlere Harmonifche 


fondern auch alle folgenden 


u. f. w. 


Bon der harmoniſchen Proportion. 107 


Proportionale H, fo bilden diefe vier Zahlen’ ftets eine geometriſche 

Proportion, im welcher die beiden gegebenen die aͤußern, und die 

gefundenen die mittlern Glieder, oder umgekehrt, ausmachen. 
Bew. Nach (168, Zuf. 1) ift 


a=4t2, m 
N 
nad) (174 Zuf. 3) H-yrn 
Da nun 1:M=N:M.N, fo ift au 
M.N 
MLN:M=N: I 58, Sur 2, 
M+N. — 2M. N 
a a ee 
dv. i. A:M=N:H. 


Erfte allgemeine Anmerkung. Die Eigenſchaften der barmonifhen Proportionen 
finden mannigfahe Anwendung in mehrern Zweigen der Naturlehre, worüber man Hor— 
rebow in der angeführten Stelle $. 45 sqq., fo wie meine Positiones physicae, III, 
$. 105, IV, $$. 115, 294, 333, 361 vergleiden kann. 

weite allgemeine Anmerfung. Es giebt noch eine andere Art von Proportion, 
welhe man (Wolf Algebra $. 193) die contraharmonifdhe nennt, und die zwiſchen drei 
Zahlen dann Statt findet, wenn ver Unterfchied zwiſchen der erften und zweiten zu dem 
zwiſchen der zweiten und dritten ſich verhält, wie die dritte zur erſten; 
alfo wenn —B:B—C=C:A, alfo 

BA — A? = C? — BC, und daraus 
B 02 + A? 
— 7— a 
d. h. dividirt man mit der Summe zweier Zahlen in die Summe ihrer Quadrate, fo iſt 
der Quotient, die mittlere contraharmoniſche Proportionale zwiſchen diefen Zahlen. 
Diefe Erflärung findet fih fhon bei Theon Sm. 


— — — — 


Vierter Abſchnitt. 
Von den Logarithmen. 


— — 


183. Erklärung. Wenn man eine beliebige geometriſche und 
eine beliebige arithmetifche Reihe in eine ſolche gegenfeitige Verbin: 
dung bringt, daß neben jedem Gliede der erftern ein Glied der leßtern 
fteht, fo heigen im Allgemeinen die leßtern die Logarithmen von 
den Zahlen der geometrifchen Reihe und zwar jeder von der Zahl, 
neben welcher er fteht. 

Beifpiel. Geom. NR. : 1,3, 9, 27, 81, 243 ꝛc. 

Arichm. R.: O, 1, 2, 3, 4, 5 % 

Alsdann find O, 1, 2, 3, A, 5 der Reihe nad) die Logarith— 
men vg 1,3, 9, 27, St, 243. 

Anmerkung. In der erften Anmerkung zum folgenden Lehrſatze ſoll der Beariff 
eines Logarithmen noch genauer bejtimmt werden. 

184. Yehrfag. In der geometrifhen Reihe 


0 
a or. a, a, ee a 
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find die Erponenten O, 1, 2,3 em einzeln die Logarithmen 


0 
von den Zahlen a (oder 1), a,a, a,.... a. 

Beweis. Aus 183, 160, Zuf. 4, und 170, Zuf, 5. 

Anmerkung 1. Bei der Berechnung und dem Gebraude der Logarithmen wird 
ftetö und ein für allemal die Borausfegung gemacht, daß das erfte Glied der geometri= 
ſchen Reihe die Einheit (oder a) und mithin Null felbft das Anfangsglied der arith- 
metiſchen Reihe, oder der erfte in der Zogarithmenreihe fei. Nach einer beftimmtern 
und genauern Erklärung find daher Zogarithmen „die Glieder einer mit Nul beginnen- 
den arithmetiſchen Reihe, gegenübergeftellt den Gliedern einer mit 1 beginnenden geome— 
trifhen Reihe,’ 

Zuf. 1. Iſt alfo allgemein a die Zahl, deren Logarithinus 1 ift, 
fo ift 1 = log a, 0 = log a® = log 1, und x = log a”. 

Anmerkung 2. Die Zahl a, deren Logarithmus 1 ift, Fann ganz nad Belieben 
gewählt werden; aber von ihr hängt es ab, weldye die Zahlen fein follen, von denen 
2,3, 4 x. die Logarithmen find, da fie ja die 2te, Zte, 4te 2c. Potenz von a find. 
Aus diefem Grunde nennt man die Zahl, deren Logarithmus 1 it, Die Grundzahl, 
oder Bafis des Logarithmen » Syftems. Es Fann daher fo viele verfchiedene Syſteme 
von Logarithmen geben, als man verfhiedengg3ablen zur Bafis oder Grundzahl nimmt. 

Zuf. 2. Sn 160, Zuf. 7 haben wir gefehen, daß man die Reihe 
A, Aq, Aq?..... Ag"—1, auch ſtets noch zur andern (linten) Seite 
von A hin beliebig weit fortführen fan, fo daß, wenn man A—1 
fest, man erhält 

— a —(n—1) 
4,34 . 
— 
a ee a g°....9", 
mithin find —n, —(n—1), ..—2, —1, einzeln die Logarithmen 
von den Brüchen 2 er nn ” | 

Zuf. 3. Es ändert fih in der gegenfeitigen Beziehung unferer 
beiden Reihen nichts Wefentliches, wenn man zwifchen je zwei Glie— 
dern eine beliebige, aber für beide Reihen gleiche, Menge von Gliedern 
einfchaltet, fo daß man z. B. erhielt: 

1, 4925, q95, q975, qt, q1>25, qb5, gb75, q2 ⁊c. 
0, 0,25; 0,5, 0,75, 1, 1:33: 1,5; 1,75: 2 ic. 

Es giebt daher keine Zahl, deren Logarithmus man nicht beſtim— 
men könne. Denn welche auch diefe Zahl fein, und welchen Werth 
auch q haben möge, immer muß jene zwifchen zwei Glieder der Reihe 
g, q2, q? x. fallen, folglich als ein Glied diefer, gehörig interpos 
lirten, Reihe felbft angefehen werden können, da es feine Zahl giebt, 
die nicht als eine Potenz oder Wurzel jeder beliebigen Zahl q angefe: 
hen werden könnte (160, Zuf. 8). 

Zuf. 4. Man kann alfo jeßt die noch beftimmtere Erklärung aufs 
ftellen: „Logarithmen find die Erponenten derjenigen Potenzen, zu 
denen man irgend eine conftante Zahl (g) erheben muß, um in diefen 
nach und nad alle möglichen Zahlen zu erhalten; die conftante Zahl 
(q) ift die Bafis oder Grundzahl des erhaltenen Logarithmenſyſtems. 

La Croix Algebre $. 242. 

185. a Die Summe der Logarithmen zweier Zahlen 
ift gleich dem Logarithmen des Produktes aus diefen Zahlen. 

Beweis. Aus 184, 172 und 162. 


-—2 -1 0 102 n 
+9 ,qg ,9,49,49 ...q, oder 
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Zuf. 1. Der Logarithme des Produktes aus einer beliebigen 
Menge von Zahlen ift gleich der Summe der Logarithmen der einzel: 
nen Zahlen; alfo 

A era 

Zuf. 2. Der Logarithmus einer Potenz von einer Zahl ift gleich) 
dem Produkte aus dem Erponenten in den Logaritimen der Zahl felbft; 
alfo 

log an —= n. log a. 

Beweis. Aus Zuf. 1 und 122. 

Zuf. 3. Beſitzt man Tafeln, in denen ſich die Logarithmen aller 
Zahlen befinden, fo braucht man nur nachzufehen, welde Zahl neben 
demjenigen Logarithmus ſteht, welcher der Summe der Logarithmen 
mehrerer gegebenen Zahlen gleich ift, und man weiß, daß jene erſtere 
Zahl gleich dem Produkte aus diefen leßtern ift, fo daß man alfo durch 
die Huͤlfe folcher Tafeln die läftige Operation des Multiplicirens auf 
die viel einfachere des Addirens zurückführen kann. 

186. Lehrfag. Die Logarithmen (x, y) einer und derfelben 
Zahl (z) aus zwei verfchiedenen Syftemen haben ein unveränderliches 
Verhaͤltniß zu einander, wie auch der Werth von z ſich ändern möge. 

Beweis. Es feien die beiden logarithmifchen Syfteme: 

ad, al, a2, ad... ar 

b°, bl, b2, b3..... by 
Man nehme nun an, daß: X —=z—=bY, ſo iſt: x.lga=—y. 
log b, oder: x: y==log b:: loga, alfo Haben x und y ein conftans 
tes, von z unabhängiges Verhälmiß zu einander. | 

187. Lehrfag. Der Unterfchied der Logarithmen zweier Zah— 
(en ift gleich dem Logarithmus des Quotienten, den man durch Divis 
fion einer diefer Zahlen durch die andere erhält; alfo 


log a — log b = log > 


Beweis. Aus 184, Zuf. 2, 172 und 162. 

Zuf. 1. Der Logaritimus von der nten Wurzel einer Zahl ift 
gleich dem nten Theile von dem Logarithmus diefer Zahl. 

Deweis. Nach 185, Zuſ, 2, verbunden mit 122, Anm. 3, iſt 


log b" — 1! log b 


Zuf. 2. Beſitzt man Tafeln, in denen fid) die Logarithmen aller 
Zahlen finden, fo kann man alles Dividiren auf das viel einfachere 
Subtrahiren von Logarithmen, fo wie das Wurzelausziehen auf eine 
einfache Divifion zurückbringen. 

188. Lehrfag. Sind drei Zahlen fehr wenig von einander 
verfchieden, fo koͤmmt das Verhältnig ihrer Unterfchiede ſehr nahe 
dem Verhältniffe der Unterfchiede ihrer Logarithmen. 

Beweis. Aus 184 und 169. 

189. Lehr ſatz. Sn jedem Logarithmenſyſteme find die Logarith— 
men der Grundzahl und aller ihrer Potenzen gegeben, ſie ſind naͤmlich 
ganze Zahlen, und zwar die natürliche Zahlenreihe 1, 2, 3, 42«- 
felbſt. Die Logaritimen aller Übrigen Zahlen find Brüche und zwar 


Fa 
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ächte Brüche für die Zahlen zwifchen Eins und der Grundzahl, uns 
Äächte dagegen für alle Zahlen, die größer als die Baſis. 

Beweis. Aus 184, und 184, Zuf. 2. 

Zuf. Bei unfern gewöhnlichen Logarithmen, die man Tafel: 
Logarichmen zu nennen pflegt, weil fie fi in unfern gewoͤhnli— 
chen Logarithmentafeln finden, oder auh Briggifce Logarithmen, 
weil der Engländer Henry Briggs fie zuerft berechnete, ift die Grund: 
zahl 10. Daher ift, wie immer, O der Logarithmus von 1, 1 der 
Logarithmus von 10 oder 10%, 2 von 100 oder 102, 3 von 1000 
oder 10? ıc. Die übrigen Logarithmen dräcdt man durch Decimal: 
brüche aus. Daher beginnen alle den Zahlen zwifchen 1 und 10 zus 
gehörigen mit O, worauf eine Reihe von Decimalen folgt. Eben fo 
fangen alle Logarithmen der Zahlen zwifchen 10 und 100 mit 1, an, 
und hierauf folgt dann ein Decimalbruch ıc. 

Die Logarithmen der Brüche zwifchen 1 und 0,1 fallen zwifchen 
O0 und —1, die für die Brüche zwifchen 0,1 und 0,01 fallen zwifchen 
—1und —2 ꝛc. f. 184, Zuf. 2. 

Sjeder Logarithmus befteht demnach aus einer ganzen Zahl, O, 
1, 2, Zee., die man feine Charafteriftit nennt, und aus einem 
Derimalbruche, welcher den Namen Mantiffe führt. 


Die Charakterifiit ift pofitiv oder negativ, je nachdem der 
Logarithmus einer Zahl zugebört, die größer oder kleiner als Eins 
ift; und die Menge ihrer Einheiten ift immer gerade um Eins kleiner 
als.die Menge der Ziffern, aus denen die Zahl befteht, wenn fie eine 
ganze Zahl ift, oder als die Menge der Nullen, die der Nenner ents 
hält, wenn fie ein Decimalbruch ift. O ift alfo die Charakteriftik für 
die Zahlen zwifchen 1 und 10, 1 für die Zahlen 10 und 100, 2 für 
die zwifchen 100 und 1000 ꝛc. O für die Brüche zwifchen 1 und O,1, 
— 1 für die zwifchen 0,1 und 0,01 ıc. 

Anmerfung. In den kleinern Zogarithmen = Tafeln pflegte man befonders in frü— 
berer Zeit der Mantiffe eines jeden Logarithmen aud noch die Charakteriſtik vorzufegen, 
. was aber ganz überflüffig und nuglos ift, da legfere, nad dem vorben Gefagten,, fo 
leicht ſich beftimmen läßt, i 

190. Lehrſatz. Die Logaritimen aller der Zahlen, die weder 
die Grundzahl noch eine ihrer Potenzen find, werden dadurch bes 
rechnet, daß man fowohl in der geometrifchen Reihe, welche die Po: 
tenzen der Grundzahl bilden, (durch Auffuchen mittlerer Proportios 
nalen) als auch in der arithmetifchen Reihe der Logarithmen (durch 
Auffuhen arithmetifcher Mittel) einfhaltet. | 

Beweis. Aus 184, Zuf. 3. 

Anmerkung 1. Sollte man 3. B, den Logarithmen von 5 beredänen, fo fällt diefe 
Zahl zwifdhen die Glieder 1 und JO der geometrifhen Reihe, man muß alfo zuför- 
derft zwifchen dieſen und eben fo zwifdhen den ihnen entjpredenden Gliedern, O und 1 
in der Reihe der Logarithmen einfhalten. Man fucht alfo die mittlere Proportionale 
zwifhen 1 und 10 d. i. V1.10 = Y 10 = 3,162277, der Logarithmus derfelben 
iſt das arithmetifhe Mittel zwifchen O und 1, d. i. 0,5. Da jene Proportionale nod 
von 5, für welche der Logarithmus fol berechnet werden, verſchieden ift, fo fchaltet man 
aufs Neue ein, und zwar in der geometriſchen Reihe zwifchen 3,162277 und 10, weilö 
zwifchen diefen liegt, und in der arithmetiſchen demnach zwifhen 0,5 und 1. Man nimmt alfo 


die mittlere Proportionale zwiſchen 3,162277 und 10 d. i. V 31,62277 — 5,623413 und 
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findet als zugehörigen Logarithmen Br! — 0,75. Nun ſchaltet man zwifchen 


3,162277 und 5,623413 ein, nimmt alfjo V’3,162277 . 5,623413 — 4,216964,, zu 
welder Zahl der Logarithme 0,5-+0,75 — 0,625 gefunden wird. Man fchaltet jegt 


zwiſchen 4,216964 und 5,623413 ein, und fährt überhaupt auf diefe Weife fort, bis 
man eine mittlere Proportionale findet, welche der in Rede ftehenden Zahl 5 ſehr nahe 
kömmt. Man vergl. Anmerf. 3. 

Anmerkung 2. Man fiebt hieraus, wie cs kömmt, daß, obgleich die Logaritbmen 
Erponenten von Zahlen find, die eine geometrifhe Progreffion bilden, gleichwohl in den 
Tafeln die Zahlen, zu denen Logarithmen gehören, eine aritbmetifhe Progreffion bil: 
den, — es ift die natürlihe Zahlenreihe. Man bat nämlid alte die Mittelglieder, die 
zwiſchen O, und 1, zwifhen 1 und 2 2c. falen, und die man berechnen mufte, um die 
übrigen zu finden, weggelaffen. Die Berechnung des Logarithmen einer Zahl ift Beant: 
mwortung der Frage: welde Potenz ift diefe Zahl von der Bafis? So findet man 
5 —= 10°,°%897, und deßhalb ift 0,69897, der Erponent diefer Potenz, der Logarithme 
von 5. 

Anmerfung 3. Da, wie man fieht, die Berechnung der Logarithmen, auf Aus- 
ziehbung von Quadratwurzeln aus fogenannten incommenfurabeln Zahlen beruht, 
fo können fie nit genau, fondern nur näherungsmweife gefunden werden. Je genauer 
man jene Wurzeln beftimmt d. h. auf je mehr Decimalen man fie verfolgt, defto genauer 
werden natürlid aud die Logarithmen. In den meiften Tafeln enthalten die Mantiffen 
der Zogarithmen fieben Decimalen. 

Anmerkung 4. Die oben angegebene Art und Weile war es, auf welde Briggs 
und Blacq die Tafellogaritbmen berechneten. Das Läftige und Mühfelige diefes Verfah— 
rens wird merflid gemindert dadurch, daß 

1) man nur die Logarithmen der Primzablen 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13 ꝛc. wirk: 
li zu berechnen nöthig hat, die Logarithmen aller übrigen durch bloße Addition 
ſchon gefundener erhält 3. B. log 21 =log 7-+log3; 

2) die mittlern Proportionalen, die man zur Auffuhung eines Logarithmen berechnen 
muß, nicht nuglos und verloren find, wenn der Logarithme nun endlich gefunden, 
fondern bei der Berechnung der übrigen Logarithmen aud wieder benugt werden 
fönnen 5 

3) bei Zahlen, die fehr wenig von einander verſchieden find, das arithmetifhe Mittel 
an die Stelle der geometrifhen Proportionale treten Fann (169). 

Später hat man andere Methoden entdedt, durch welche man den Logarithmen je 
der beliebigen Zahl viel einfaher und kürzer berechnen kann. Cine derjelben ſoll am 
Schluſſe des Buches in einem Anbange mitgetheilt werden. 

Anmerkung 5. Neeper, ein Schottiſcher Edelmann, der erfte Erfinder der Loga— 
rithmen, bat feine Logarithmen nicht für JO, fondern für 2,7182818 als Bafis berech— 
net. Bei ibm alfo ift log 2,7182818 = 1. Man nennt diefe Logarithmen, nad ihrem 
Erfinder Neeperfhe, auch natürlide, oder, wegen ihres Zuſammenhanges mit 
der Quadratur der Hnperbel, buperbolifdhe. Es mag genügen, bier anzumerken, 
daß der Neeperſche oder hyperboliſche Logarithme von 10 it 2,3025850 ; daß aljo (186) 
der hyperboliſche Logarithme irgend einer Zahl zum Tafellogarithmen eben diefer Zahl 
fi) verhält, wie 2,3025850 : 1. Man kann daher einen Tafellogaritymen in einen 
Neeperſchen verwandeln, wenn man ihn dur‘ 2,3025850 multiplicirt5 und umgekehrt 
verwandeln ſich Neeperſche in Tafellogaritymen, wenn man jene durch 2,3025850 dividirt, 


oder durch en d. i. 0,4342744 multiplicirt. 
7 


191. Wenn au eine ausführlihe Anweifung zum Gebraudye 
der Logarithmentafeln dem mündlichen Vortrage überlaffen bleiben 
muß, fo dürfte es doch nicht zweckwidrig fein, Folgendes hier noch 
anzumerken. Alles hierher Gehörige läßt fih unter fünf Fälle 
bringen. - 

Erfter Fall. Man foll den Logarithmen zu einer in den Tas 
fein befindlichen Zahl finden. — ft für fich klar. 

Zweiterfalt. Man foll den Logarichmen eines Decimalbruchs 
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finden, der größer oder kleiner als 1 fein kann, aber nicht mehr Zif: 
fern enthält, als die Höchfte in den Tafeln, die man gebraudt, bes 
findliche Zahl. Man fucht den Logarithmen zu diefer Zahl, als 
ob e8 eine ganze Zahl wäre, nimmt aber die Charakteriftit, wenn fie 
in den Tafeln fiehen follte, nicht dazu, fondern beftimmt fie nad) 
189, Zuſ. 

Hierbei muß aber noch ausdruͤcklich bemerkt werden, daß man 
zur Erlangung einer groͤßern aͤußern fuͤr die Praxis nicht unwichtigen 
Gleichmaͤßigkeit aller Logarithmen unter einander, die negative Cha— 
tafteriftit des Logaritimen von einem Achten Bruce vermeidet, und 
ſtatt ihrer die pofitive feßt, welche fie zu 10 ergänzt, alfo + 9 an: 
ftatt — 1, eben fo 8 anftatt — 2 ıc. Dadurd wird freilich ein fol: 
cher Logarithmus um 10 zu groß, allein es ift ungemein leicht, bei 
Rechnungen mit ihnen, namentlich bei den, am häufigften vorfom: 
menden, Additionen und Bubtractionen, die nöthige Ruͤckſicht darauf 
zu nehmen. | 

Dritter Fall. Man foll den Logarithmen einer Zahl, fie fei 
ganze oder Decimalbruh, finden, welche aus mehr Ziffern beftcht, 
als die hoͤchſte Zahl der Tafeln. 

Man fucht in den Tafeln diejenige der Höchften Zahlen, deren 
Ziffern mit eben fo vielen von den höchften Ziffern der gegebenen Zahl 
übereinftimmen, hängt ſowohl ihr felbft, als ihrer nächften Nachfols 
gerinn foviel Nullen an, dap jede gleich viel Ziffern mit der gegebes 
nen Zahl erhält. Ä 

Darauf nimmt man die Unterfchiede zwifchen diefen beiden Zahs 
len felbft, dann zwifchen der gegebenen und der kleinern von ihnen, 
und endlich zwifchen den beiden Logarithmen, die neben jenen aus 
den Tafeln genommenen Zahlen ſtehen, fucht zu diefen drei Unter: 
fhieden eine vierte Proportionale, welche nady S. 188 nahe dem Un: 
terfchiede zwifchen den Logarithmen der gegebenen Zahl und der Klei: 
nern aus den Tafeln genommenen gleich ift; addirt alfo diefelbe zum 

Logarithmen der kleinern Zahl, und beſtimmt endlich die Charakteriftik 
nach 189, Anmert. 

Sin den mündlichen Bortrag muß die Erörterung der Gründe ver: 
wiefen werden, warum dieſes Verfahren bei fehr großen Zahlen mehr 
Genauigkeit fordert, als bei Hleinern. Eben dahin gehört die Erläus 
terung des Gebrauchs der in den mittlern und größern Tafeln befindlis 
chen mit P. P. d. i. parfes proportionales überfchriebenen Columme. 

Vierter Fall. Zu einem gegebenen Logarithinus die zugehds 
rige Zahl zu finden. 

Findet fich der Logarithme genau in den Tafeln, fo ift die danes 
benftehende Zahl die gefuchte; wo nicht, fo begnügt man fich entweder 
mit der Zahl, deren Logarithme dem gegebenen am naͤchſten fömmt, 
oder, wenn man genauer zu Werke gehen will, fucht man auf ähnliche 
Weife wie im vorigen Falle, einen Proportionaltheil, indem man 
fließt: wie ſich der Unterfchied der beiden Logarithmen zwifchen die 
der gegebene fällt, zum Unterfchiede ihrer Zahlen verhält, eben fo 
verhält fih der Unterfchied zwifchen dem gegebenen Logarithmen und 
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dem Fleinern zum Unterſchiede zwifchen der gefuchten Zahl und der klei: 
nern; und addirt diefen leßtern zur kleinern Zahl. 

Dei größern Tafeln braucht man diefe Rechnung gar nicht aus: 
zuführen, fondern man findet das Refultat fchon in der Columme 
P. P. vor. 

Fünfter Fall. Man foll den Logarithmen eines beliebigen, 
ächten oder undächten Bruches finden, 

Man zieht vom Logarithmus des Zählers den des Nenners ab, 
und erhält fo den gefuchten. Die zu ihm gehörige Zahl ift der Des 
simalbruch , der dem gegebenen gewöhnlichen Bruche gleich ift. 

Zum Schluſſe möge nod) eines Rechnungsvortheils erwähnt wer: 
den, der Beachtung verdient: Wenn eine Addition fhon an fich, unter 
fonft gleichen Umftänden, leichter und fchneller zu Stande gebracht wird 
als eine Subtraction, fo ift es in folchen Fällen, wo man von der 
Summe mehrerer Logarichmen die Summe mehrerer andern abziehen 
foll, doppelt vortheilhaftwenn man Alles auf eine einzige Addition zus 
ruͤckbringen kann. Und dieß gefchieht einfach dadurch, daß man ans 
fRatt der zu fubtrahirenden Logaritimen feldft, deren dekadiſche Ers 
gänzungen d. h. die Unterfchiede nimmt, die man erhält, wenn 
man die Logarithinen von 10 abzieht und die Summe aller vorhande⸗ 
nen Logarithmen um das Sovielfache von 10 vermindert, fo viel de: 
fadifche Ergängungen fich unter den Summanden befinden. 


Sollte man 5. B. log —— 3 ſuchen, ſo haͤtte man 


log 23 = 1,3617278 
log 303 = 2,4814426 
log 277 = 2,4424798 
def. E. log 13 — 8,8860566 
def. E. log 24 = 8,6197888 
def. E. log 47 = 8,3279021 


23.303 . 277 

Durch eine leichte Hebung bringt man es dahin, von einem Lo: 
garithmen, den man vor fich fieht, die defadifche Ergänzung fo fort 
hinzuzuſchreiben, indem man feine niedrigfte Ziffer von 10, jede der 
übrigen aber von 9 (in Gedanken) abzieht. 
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Bon der Aehnlichkeit der Figuren, und den Verhaͤltniſſen 
ihrer Seiten und Flächenräume, 


GCinleitung. 


192. Erklärung. Aehnliche geradlinige Figuren find dies 
jenigen,, in denen die Winkel, einzeln genommen, einander gleich, 
und die Seiten, die gleiche Winkel einfchließen und außerdem gleis 
hen Winkeln gegenüberftehen, daffelbe Verhaͤltniß zu einander haben. 

Eucl. VI, Ertl. 1. — L. G. III, Erkl. 2. 

Beifpiel. Sn Fig. 87 it W. BAE=GFK, AED—=FKIJ, EDE 
=—=KJH, DCB=JHG, CBA=HGF und 

AB:BC:CD:DE:EA=FG : GH: HJ: JK:KfF. 

Anmerfung 1. In diefer Erklärung ift von zwei Gigenfhaften die Nede, die nicht 
immer und notbwendig beifammen find, fondern von denen die eine ohne die andere Statt 
haben kann. So find z. B. in den Biereden Fig. 41 und 46 die Winkel alle gleich, 
aber die Seiten nicht proportionirtz; umgefehrt find in den drei Parallelogrammen CDBA, 
CDba, und CDß« Fig. 43 zwar die Seiten einzeln gleich und daher gewiß proportio« 
nirt, aber die Winkel find ungleich, alfo weder in dem einen noch in dem andern Falle 
find die Figuren ähnlich. Nur die Dreiede maden bier eine Ausnahme, Im zweiten 
Lehrfage diefes Buches (196) fol gezeigt werden, daß in ihnen beide Eigenfhaften unzer= 
trennlich verbunden find, und fpäter (218) foll nachgewieſen werden, was erfordert wird, 
damit bei Bieleden etwas Aehnliches Statt finde. 

Anmerkung 2. Es ift nicht leiht, eine genaue, vollkommen genügende und für 
alle Fälle glei) paffende Erflärung von Achnlidfeit zu geben. Die natürlichfte Borftel- 
lung, die man damit verbindet, bleibt immer die einer gleihen Geſtalt; daß zwei Figu— 
ren diefelbe Geftalt haben, und zwar die eine im Großen, die andere im Kleinen; denn 
hätten fie auch gleihe Größe, fo wären fie congruent. Man ſucht alfo die Aehnlichkeit 
1) darin, daß beide Figuren diefelbe Anzahl von Eden haben, 2) in der Gleichheit 
mehrerer von ihren Stüden, namentli ihrer Winkel, und 3) in der Proportionalität 
der Seiten. Der erfte Punct ift von felbjt klar; nidyt minder der zweite, da wenn die 
Seiten nicht in beiden Figuren diefelbe Neigung oder Lage gegen einander hätten, an 
eine Aehnlichkeit gar nit zu denken wäre, Das dritte ift auch nothwendig, und zwar 
ift es nicht genug, daß überhaupt die Seiten, die gleihe Winkel einfließen, propor⸗ 
tionirt find z.B. in Fig. 87 daß AB : AE —= FK : FG, fondern ed müffen auch die 
in beiden Figuren fid) entfpreddenden Seiten gleihen Winkeln gegenüberftehen ; denn nur 
dann werden diefe Seiten in beiden Bieleden in derfelben Ordnung auf einander folgen, 
wodurd eben die Gleihhrit der Geftalt, oder die Aehnlichkeit zu Stande gebracht wird *). 


Beſondere Aufmerkfamfeit verdient die Erklärung von Aehntichkeit, welche Herr 
Dberiebrer Dr. Tellkampf in feiner „Vorſchule der Mathematik“ aufgefteut hat. Zwei 
Figuren von gleicher Eckenzahl find, diefer Erklärung zufolge, ähnlich, wenn fie fih in 
eine folche gegenfeitige Lage bringen laſſen, daß die Geraden (Tonvergenten), welche 
ihre Eden verbinden, alle in einem einzigen Puncte (Eonvergenzpunct) zufammenfau: 
fen, und durch die homologen d. I. auf derfeiben Eonvergente liegenden Eden propor: 
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Anmerfung 3. Euclides hat in feiner Erflärung die Worte: „und außerdem glei« 
hen Winkeln gegenüberftehen‘’ weggelaffen; aber es möchte ſich Faum in Abrede ftellen 
loffen, daß fie einen wefentlihen Theil der Erflärung ausmaden. 

Anmerfung 4, Man fann mit Recht die Frage aufwerfen, warum man zur Aehn—⸗ 
lichkeit der Ziguren Gleichheit der Winkel fordert und nidt bios Proportionalität, 
wie für die Seiten? — Die Antwort liegt nahe. Die Proportionalität aller Winkel 
in zwei Figuren von gleicher Edenzahl (Anm. 2) würde nothwendig und immer ihre 
Gleichheit zur Folge haben, Denn wäre (Fig. 87) A:B:C:D: :G 
: H:J:K, ſo wäre auch 153) A: F= AB -HC-HD+HE:F G 

H-+JI-+ Kun da (104, 31. DA+B-+-C+D rl 

H J + K, auch A = F, und fo für die übrigen Winkel, 

Anmerkung 5. Im VIIBude fol gezeigt werden, wie unfere Grflärung aud auf 
den Kreis könne angewandt werden. 

193. Erklärung Im ähnlichen Figuren beißen gleihge: 
legene, oder entfpredhende (Homologe) Seiten diejenigen, wels 
he gleiche Winkel einfchließen, und außerdem gleichen Winkeln gegen: 
überftehen. 

Anmerkung. Euclides giebt davon Feine ausdrückliche Erflärung in feinem fechften 
Buche, beweift aber im vierten Sage deffelben, daß in ähnlihen Dreieden die Seiten, 
welche gleihen Winkeln gegenüberjtchen, entfpredende (opödoyor ieupai) find; 
und aus dem Beweife felbft erhellt, daß Euclides diefen Ausdrud hier in demfelben Sinne 
gebrauht, in weldem er von entſprechenden Glievern einer Proportion (V B. 
Erf. 13) ſpricht (133). 

Aus dem Folgenden wird man fehen, daß die Seiten, welche gleidhgelegene oder 
entſprechende heißen , in der Proportion, zu der fie gehören, entweder beide Border: 
oder beide Hinterglieder find, 

194. Erklaͤrung.“ Bon ähnlichen Figuren ſagt man, fie feien 
auf verfchiedene gegebene Linien gleihmäßig geftellt, wenn 
nicht nur die Winkel an diefen Linien gleich, fondern auch die uͤbri— 
gen gleihen Winkel und die proportionirten Seiten in allen Figuren 
ſich in derfelben Ordnung (von jenen Linien aus gerechnet) folgen. 

Anmerkung. Euclives giebt Peine Erflärung von gleihmäfig geftellten Figuren, 
fest aber VI, 22, eine folhe Stellung voraus und leitet aus der Ordnung, in welder 
die proportionirten Seiten folgen, den Beweis ber. In Fig. 87 find die Figuren M 
und N gleihmäßig auf die Seiten AE und FK geftellt. 
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Von der Aehnlichkeit der Dreiecke und Parallelogramme 
und dem Verhaͤltniſſe ihrer Flaͤchenraͤume. 





195. Lehrſatz. Wenn man in einem Dreiecke (ADE Fig. 45) 
eine Gerade (BC) parallel einer der Seiten (DE) zieht, fo theilt fie 
die beiden andern Seiten in proportionirte Stuͤcke und umgekehrt; 
wenn eine Gerade zwei Dreiecsfeiten in proportionirte Städe theilt, 
fo ift fie parallel der dritten. 

Euel. VI, 2. — L. G. II, 15, 16. 
Erfter Beweis. Man muß zwei Fälle unterfcheiden, den wo 


tionirt getheilt werden. — Ein Hauptvorzug diefer Erklärung befteht darin, daß fie 
auch — ihre Gültigkeit a wenn die in Betracht Eommenden Figuren nicht 


mehr i s 
he in derfelben Ebene liegen Am, de & Heberf. 
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die Linien AB und BD ein gemeinfchaftliches Maaß haben, und den, 
wo ihnen dieß fehlt d. h. wo fie incommenfurabel find. 


Erfier Fall. Haben AB und BD das gemeinfchaftlihe Maaß 
AZ, fo wird alfo AB die AZ mehrere male z. B. mmal und BD eben 
fo 3. B. n mal in fi fallen. Zieht man alsdann ZQ|| DE, fo tät 
fih durch S. 63 erweifen, daß AC die AQ auch mmal und CE die: 
ſelbe Linie -nmal in ſich faßt, woraus (143, und 146) folgt, daß AB: 
BD = AC: CE. — Den umgekehrten Sag beweift man indirect. 
Wäre nicht ED || BC, fo fei EM || BC. Nach dem erften Theile unfes 
res Satzes wäre alsdann AC: CE AB: MB, was offenbar mit der 
Vorausfeßgung AC: CE AB: BD unvereinbar iſt. 


Zweiter Fall. Haben AB und BD fein gemeinſchaftliches Maaß, 
fo foll nichts defto weniger AB:BD=— AC:CE fein. Denn wäre dem 
nicht alfo, wäre 5. ®. AB:BM=AC:CE, fo müßte nad) dem zwei⸗ 
ten Theile des erſten Falles EM || BC, aber nad Vorausſetzung ED || 
BC, es müßte alfo aud) EM || ED fein, was offenbar ungereimt ift. 

Anmerkung 4. Diefer Beweis fheint aus der wahren Natur der Sache hergeleitet, 
und daher vor andern den Vorzug zu verdienen. Euclides giebt einen andern, ben wir 
hier nod beifügen wollm, da ihn doch vielleicht einige vorziehen möchten. Zwar jtünt 
er ſich auf den bei und erſt fpäter.(200) folgenden Zehrfag, allein diefer ift von den ihm 
zunächſt vorauögehenden Sägen unabhängig, und hätte daher, gleich wie bei Euclides an 
die Spige des ganzen Buches geftellt werden können. 

Zweiter Beweis (aus Euclides). Man ziehe die Geraden BE, 
CD (Fig. 88), fo find die Dreiecke BCD und BCE gleichflaͤchig; nad) 
unferm fpätern Sage (200) verhalten ſich die Dreiecke ABC und BCD 
wie ihre Srundlinien, AB und BD, eben fo die Dreiede ABC und 
BCE wie ihre Grundlinien AC und CE; alfo AB:BD—AC:CE. - 

Den Beweis für die Umkehrung des Satzes kann man entiveder 
indirect, oder mit Euclides direct führen, indem man durch Hälfe- 
des ©. 200 zeigt, daß A ABC: A DBC —AB: BD, A ABC: 
A BCE =AC:CE und mithin, da nad) Vorausfegung AB:BD— 
AC:CE, au A ABC: A DBC= A ABC: A BCE, alfo A DBC 
— A BCE, und darum BC || DE (84, Anmert. 2). 

Zuf. 1. Die ganzen Seiten haben daffelbe Verhältniß zu einans 
der wie ihre Stücke, nämlich: 

AD: AE=AB:AC=BD: CE 

Beweis. Aus dem Hauptfaße und 153. 

L. G. II, 15, Zuſ. 1. 

Zuf. 2. Wenn zwei Linien, die einen beliebigen Winkel bilden, 
von einer beliebigen Menge von Parallelen gefchnitten werden, fo 
find die zwifchen diefen Paralleten enthaltenen Stücke der einen Finie 
proportionirt den in derfelben Ordnung genommenen Stüden der ans 
dern, alfo (Fig. 45) AZ: ZB:BD—=AQ:0QC:CE. 

L.. G. III, 15, duf. 2. 

Anmerkung 2. Durch diefen Sat wird man in den Stand gefegt, in dem erften Bu- 
he der Aufgaben die achte (erfte Auflöfung) und neunte aufzulöfen, | 

196. Lehrfag. Wenn die drei Winkel eines Dreiecks (ABC 
Fig. 89) einzeln den drei Winkeln eines andern Dreiecke (ADE) glei 
find, alfo ®. BAC — DAE, ABC — ADE x., fo find die Seiten, 
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welche in beiden Dreiecken gleihe Winkel einfchließen und gleichen 
Winkeln gegenüberftehen,, in demfelben Verhältnip. 
Eucl. VI, 4 L. G. III, 16,.3uf. 

Vorbereitung. Man denke fich das Fleinere Dreief ADE in das 
größere ABC hineingelegt, wie in $ig.89; alsdann iſt (24) DE ||-BC. 
Zieht man nun noch DF || AC, fo ift (56) PE FC. 

Beweis. Für AD, AE, AB, AC aus 105, Zuf. 15 und eben 
fo für AB, BC, AD, DE (—=FC), woraus die ‘Proportionalität von 
AC, CB, AE, DE von felbft folgt. | 

Zuf. I. Daher find Dreiecke „ die gleiche Winkel haben, Ahns 


lich. 

Anmerfung 1; Um auf die Aehnlichkeit zweier Dreiede zu fehließen, ift es genug, 
zu wiffen, daß zwei Winkel deö einen einzeln zweien Winfeln des andern gleich find, 
da ja hieraus von felbft die Gleichheit der beiden dritten folgt (38, Buf. 2). 

L. G. IH, 18, 3uf. 

Anmerkung 2. Wan kann nun aus dem dritten Bude der Xufgaben die 1, 2, 4, 
5, 6, 10, und 12 auflöfen, 

Zuf. 2. Sind in zwei Dreieden (Fig. 91 und 92) die Winkel 
des einem den Winkeln des andern gleich und mithin (Zuf. 1) die 
Dreiecke felbft ähnlich, fo find die aus den Spigen gleicher Wintel 
gezogenen Höhenperpendikel (BG, EH) in demfelben Verhältniß, wie 
ein Paar entfprechender Seiten, und theilen die Seiten, nad) denen 
oder deren Verlängerungen fie gezogen find, in proportionirte Stuͤcke. 

Zuf. 3. Nimmt man auf einer Linie BD (Fig. 93) einen Punct 
B, und zieht aus zwei andern Puncten (D, E) zwei Linien (DC, EG), 
die unter einander parallel, und fich eben fo zu einander verhalten wie 
ihre Entfernungen von dem angenommenen Puncte B (DC : EG — 
DB: EB), fo liegen ihre Endpuncte mit dem Puncte B ftets in einer 
geraden Linie*). 

Beweis. Indirect. Lägen C und G nicht mit B, fondern mit 
einem andern Puncte 3. B. L in gerader Linie, fo wäre DL: EL — 
DC:EG—=DB:EB, alfo au DE: EL=DE: EB (153), mithin EL 
EB, was offenbar unmöglich ift, fo lange nicht L mit B zufams 
menfällt. 

Anmerkung 3. Diefer Sag ift in vielen Fällen, au in der Naturlehre von Kur 
gen, Man findet ihn bei Rob, Simfon in feinen Kegelfänitten, Cr bildet den erften 
Lehnſatz zum 10ten Hauptfage des Zten Bude. 

Anmerfung 4. Aus dem Beweife unferes Dauptjages ergiebt ſich fehr leicht, daß 
wenn in zwei Dreieden die Seiten des einen einzeln denen des andern. parallel laufen, 
auch ihre Winkel einzeln gleih und mithin die Dreiede felbft ähnlich find — ein Sap, 
bei deffen Grörterung Legendre (III, 21) faft zu wortreid ift, und dem man nod 
folgenden aus (104) und (20) leicht fi ergebenden beifügen fann: Zwei Dreiede find 
aähnlich, wenn die Seiten des einen einzeln auf denen des andern ſenkrecht ftehen. 
Man könnte diefen. legtern Satz auch fo ausſprechen: Grricdytet man auf den Seiten 
eines Dreiecks in beliebigen Puncten Perpendikel, fo haben diefelben entweder einen ge= 
meinſchaftlichen Durchſchnittspunct, oder bilden ein Dreieck, welches dem Urbreiede ähn- 
ib ift, Die Fälle, wo das. erftere Statt findet, kann man-aus A. 21 und X, 197. 
kennen lernen. 

Anmertung 5.. Auf unferem Sage beruht auch der Gebraud der Transverfal : Lie 


— un nm 





‘  *) Liegen die Puncte D und E auf derſelben Seite von B, wie in Fig. 93, fo mür: 
fen die Parakelen EG, DC auch nach einerlei Seite von BD a werden, nach 
verfchiedenen Seiten dagegen, wenn B zwifchen D und E Liegt. 

Anm. des Heberf. 





118 Biertes Bud, Erſter Abſchnitt. 


nien, wie fie ſich auf allen verjüngten Maaßſtäben befinden, um noch Unterabtheilungen 
der Laͤngeneinheit, welche der Maßſtab darſtellt, beftimmen zu können. 

Man braucht nur einen Blick auf Fig. 88b zu werfen, um zu ſehen, daß, weil 
AC durd die Horizontallinien in 10 gleiche Theile getheilt ift, das Stüd der mit 1 be— 
zeichneten diefer Linien, welches innerhalb des Dreieds BAC liegt, O,1 von BC iſt; 
daſſelbe Stüd der mit 2 bezeichneten Linie, O,2, das der Zinie 3 0,3 ıc. Eben fo leicht 
fiebt man, daß in dem Dreiede, an deffen Eden die Zahlen 10, 10, 9 ftehen, diefel- 
ben Theile nur in umgekehrter Ordnung, von oben nad unten fortgehend , fidy finden. 
Sedte ih aljo auf der unterften Horizontale den einen Birfelfuß in 20 und den andern 
z. B. in 5, fo babe ich offenbar in diefer Länge das 25fache von BC, oder 25 Theile 
von der Länge BC; ſchiebe ich dagegen den einen Birfelfuß auf der Senkrechten 20, den 
andern dagegen uuf der Transverfale 5 von unten nad oben bis zu einer der übrigen 
z. B. ſechſten Horizontale fort, fo habe ich diefer Länge das 25,6fadhe von BC. 

Anmerkung 6. Auf unferm Sage beruht ferner im Allgemeinen der Gebrauch des 
fogenannten Proportionalzirfelö (Sectors bei den Engländern), den man in größern und 
volftändigen Reißzeugen findet. Diefes Inftrument , deffen Erfindung von vielen Gali- 
lei zugefehrieben wird, befteht aus zwei Platten von Metall (auch wohl Holz), die durch 
ein Scharnier verbunden find, um deſſen Mittelpunct fie ji bewegen. Auf diefen Plat- 
ten fiebt man mehrere gerade Linien, die alle in jenem Mittelpuncte des Scharniers zus 
fammenlaufen und auf der einen Platte genau diefelben wie auf der andern find, ſich 
daher paarmweife entſprechen. Mir werden den Gebraud aller diefer Linien näher ange— 
ben bei Gelegenheit der Säge, auf welche er fi gründet. Für jest nur noch ein 
Paar Worte über die Art, wie alle diefe Linien gebraucht werden, und über das Wefen 
des Proportionalzirfeld im Allgemeinen, Werden die beiden Platten AD, AE (Fig. 88) 
von einander entfernt oder geöffnet, fo bildet jedes Paar zufammengehöriger oder ſich 
entſprechender Linien wie AD, AE am Mittelpuncte des Scharnierd einen beftimmten 
Winkel. Wenn man alödann den einen Fuß eines gewöhnlidhen Zirkels, der eine be— 
ftimmte und befannte Deffnung hat, in einen Punct D der Linie AD ftellt, und (indem 
man den Platten die erforderlihe Deffnung giebt) den andern in den Punct E ber ent- 
ſprechenden Linie, der eben fo weit vom Mittelpuncte A entfernt ift, als D, fo daß 
alſo AE —= AD, fo ift ſowohl der Winfel DAE als aud die Länge von AD oder AE 
beftimmt, — Nimmt man mittelft des Zirfeld nod die Entfernung eines zweiten Paa— 
res gleichweit vom Mittelpuncte entfernter Puncte B und C der zufammengehörigen Li— 
nien,, fo ift BC || DE (51, 3uf. 6) und darum AB:AD=—=BC:DE, fo daß alfo BC 
daffelbe Verhältniß zu DE bat, wie AB zu AD. In diefem Wenigen ift die Grundlage 
der ganzen Theorie des Proportionalzirfels enthalten, 

Anmerkung 7. Auf unferm Sase beruht nun noch inöbefondere der Gebraud des 
Zinienpaared, das auf den englifhen Proportionalzirfein mit L. (lines) oder mit E. P. 
(equal parts), auf den franzöfifchen mit den Worten parties egales bezeichnet ift. Diefe 
Linien find nämlid in gleiche Theile, meijt in 200 getheilt und dienen hauptſächlich dazu, 
eine gegebene Linie in eine beliebige Anzahl gleicher Theile zu theilen 5; da aus dem in der 
vorigen Anmerkung Gefagten hervorgeht, daß BC (Fig. 88) denfelben Theil von DE 
ausmacht, welher AB von AD ift. Wollte man 3.8. DE in acht gleihe Theile thei— 
ien, fo giebt man dem Proportionalzirfel eine foldye Deffnung , daß die Spisen eines 
um die gegebene Weite DE geöffneten Zirfels, in zwei Theilpuncte der Linie AD, AE 
einpaffen, deren beiftehende Theilungszahlen irgend ein Bielfadhes von 8 z. B. 192 aus— 
machen ; und mißt dann bei unveränderter Deffnung des Proportionalzirfeld die Entfer- 
nung der beiden Theilpuncte unferer Linien, denen die achtmal Fleinern Theilungszahlen 
alfo in unferm Falle 24 zugehören. 

Anmerfung 8. Auf unfern Sat gründet ſich endlih aud noch der Gebraud der 
Zirkel, welde auf beiden Seiten des Scharnier mit Füßen verfehen find, alfo deren 
vier haben. In Deutfhland führen fie gewöhnlich den Namen Theilzirkel, in Eng: 
land proportional - passers und in Frankreich compas de reduction. Ginen folden 
Zirkel ftelle Fig. 88° dar. Da AD — AE, und AB=AC, fo ift BCJI DE, alfo 
A ADE äbnlid A ABC, und daher AB: AD—=CB:DE, d. h. es ift CB derſelbe 
Theil von DE, welcher AB von AD iſt. Meiftentheils ift AB die Hälfte von AD oder 
jeder der Fürzern Füße halb fo groß als jeder der längern. Aber man richtet fie auch 
nicht felten fo ein, daß man den Mittelpunct A verſchieben, und die Längen des Fürzern 
und längern Fußes in jedes beliebige Verhältniß zu einander bringen fann, Eine aus: 
führliche Beſchreibung diefer Zirkel findet man bei Bion, B. III, Gap. 1. 


197. Lehrſatz. Wenn die drei Seiten eines Dreiecks (AB, 
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AC, BC $ig. 94) daffelbe Verhältnig zu einander haben, wie die 
Seiten eines andern Dreiefs (DE, DF, EF), fo find je zwei foldye 
Winkel. beider Dreiecke, die von proportionirten Seiten eingefchloflen 
werden, von gleicher Größe. 

Eucl. I, 5. — L. G. III, 19. 

Vorbereitung zum Beweife. Man denke fid über der Seite DF 
ein Dreiet DFG fo conftruirt, daß W. FDG—A, W.DFG—C, und 
mithin G —=B if. 

Beweis. Aus der Hypotheſis und der Gleichheit der Winkel in 
den beiden Dreiecken ABC und DGF, folgert man durch Huͤlfe von 
©. 156, daf die Seiten der Dreiede DEF und DGE einzeln gleich 
find, daß es mithin auch ihre Winkel find ꝛc. 

; Zuf. Zwei Dreiede, deren Seiten proportionirt find, find 
nlich. 

? Anmerkung 1. Bei Dreieden bat alfo das zweite Erforderni für die Aehnlichkeit, 
die Proportionalität der Seiten jederzeit das erfte, die Gleichheit aller Winkel zur Folge; 
fo wie umgekehrt Gleichheit der Winkel nicht Statt finden Fann, ohne daß zugleid die 
Seiten proportionirt find; alfo bei Dreieden — aber aud nur bei ihnen — ift es, um 
auf ihre Aehnlichkeit zu fließen, hinreichend, eine der beiden, die Aehnlichkeit geradli- 
niger Figuren begründenden Bedingungen nachgewieſen zu haben. 

Anmerkung 2. Diefer Say ift für die Aehnlichfeit genau das, mas der frühere 
frühere Sat (50) für die —— war. Eine ähnliche Uebereinſtimmung mit Lehrſã⸗ 
gen der Gongruenz wird man leicht bei den beiden folgenden Sätzen wahrnehmen, 

4198. Leh rſatz. Wenn ein Winkel (ABC Fig. 89) eines Dreieds 
CABC) gleich ift einem Winkel (DBF) eines andern Dreieds (DBF) 
und die Öeiten, welche diefe beiden Winkel einfließen (AB und AC, 
BD und BF) proportionirt find, fo find auch die beiden andern Wintel 
des erftern Dreiecks einzeln denen des zweiten gleich, und mithin die 
Dreiecke ähnlich. . 

Eucl. VI,6.— L. G. II, 20. 

Vorbereitung. Man denkt die Dreiecke fo über einander gelegt, 
daß die beiden gleichen Winkel ſich decken. 

Beweis. Alsdann ift (195, Zuſ. 1) DF || AC ic. 

Zuf. Wenn man in einem Dreieck (ABC Fig. 95), in welchen 
eine Linie (DJ) parallel mit einer der Seiten (AC) gezogen ift, nad 
leßterer aus der Gegenecke (B) eine beliebige Menge von Geraden 
zieht, fo theilen diefe die beiden parallelen Linien in proportionirte 
Stüde, fo daß AK:KL:LM:MC—=DE:EF:FG:GJ. 

L..G. III, 22. 

Anmerkung. Hierauf gründet ſich die zweite Auflöfung der ten Aufgabe im erften 


uche. 

199. Lehrſatz. Wenn zwei Seiten (AB, AC) eines Dreiecks 
(ABC $ig. 89) proportionirt find zweien Seiten (BD, DF) eines an: 
dern Dreiecks (DBF) und außerdem ein WBinfel (ABC) des erftern, 
aber nicht der von dem in Nede ftehenden Seiten eingefchloflene, fons 
dern einer ihrer Gegenwinkel gleich iſt dem gleichgelegenen Winkel 
(DBF) des andern Dreiecks, fo find die beiden Dreiecke ähnlich, wenn 
von dem andern Paar der Gegenwintet (ACB, DFB) jeder entweder 
ein ſpitzer, oder ein rechter, oder ein finmpfer if. 

Eucl. VE, 7. 

Beweis 1. Man lege das Dreieck DBF fo auf Dreieck ABC, 
daß die beiden gleichen Winkel ſich decken. Sind nun die Wintel bei 
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F und C rechte, fo ift offenbar DF || AC und die Nichtigkeit unferes 
Satzes einleuchtend. Aber auch dann muß nothwendig DF || AC fein, 
wenn die genannten Winkel beide entweder fpiß oder fiumpf find. 
Denn gefest, es wäre dem nicht alfo, es könnte alfo eine andere Lis 
nie wie 5. ®. AL|| DE fein; fo wäre DB: AB—=DF:AL, aber nad 
Vorausſetzung auch DB:AB=DF:AC, alfo AL=AC, und darum 
W. ALC—=C, folglich wenn C ein fpiger, auch ALC ein folcher, alfo 
ALB ein ftumpfer, alfo auch der ihm, wegen DF || AL, gleiche DBF 
ein folcher, was offenbar der Vorausſetzung widerfpricht, da ja, wenn 
C ein fpiger ift, es aud) DFB fein foll. 

Auf ähnliche Weife zeigt man, daß, wenn AC nicht || DF, auch 
die Winfel C und DFB nie beide zugleich ftumpfe fein könnten. | 

Beweis 2. Unfer Satz läßt fih auc direct beweifen. Man 
mache (Fig. 94) W. FDG=BAC, DFG=BCA; dann muß auch G 
—B=E fein. In den Dreiecken ABC und DFG ift alsdann (197) 
AB:AC=DG:DF, aber nad Vorausfeßung auh AB: AC=DE: 
DF, alfo DE=DG, und daher A DEF A DGF (49) ꝛc. 

Anmerkung 1. Man fieht deutlich, welche enge Verwandtſchaft zwiſchen diefem un— 
fern Sage und dem frühern S. 49 Statt findet; daher auch in beiden fo weit als mög— 
lich diefelben Ausdrüde und Wendungen gebraucht worden find. Der Grund, warum 
das zweite Paar der Gegenwinfel (ACB und DFE) gleidyartig d. h. beide zugleich ent— 
weder ftumpfe oder rechte oder fpige fein müffen, ift, wie aud ſchon im erften Bude 
bemerft wurde, Fein anderer, als weil nad S. 29, Zuf. 2 fid vom Puncte A zwei 
gleihe Linien ziehen laffen, die aljo zu AB daffelbe Verhältniß, nämlich das von DF: 
DE haben, von denen aber die eine mit BC einen fpisen, die andere einen ftumpfen 
MWinfel bildet, während der Winkel F derfelbe bleiben würde. Sind die Winfel in un- 
fern Dreieden ungleichartig, fo ift der eine dad Supplement des andern. 

Anmerkung 2, Was in der zweiten Anmerfung zu ©. 49 gefagt wurde, gilt 
auch hier, fo daß man nicht felten unfern Sas aud fo ausſpricht: „Dreiecke find &hntic, 
wenn zwei Seiten des einen zweien Seiten des andern proportionirt, und die beiden 
Winkel gleih find, welde den größern diefer Seiten gegenüberftehen.” Denn jeder 
Dreieckswinkel, der nicht der größten Seite gegenüberfteht, kann nur ein fpiger fein. 

Anmerkung 3. Und daraus ergiebt fid) alsdann, daß rechtwinkelige Dreiede oder 
ftumpfwinfelige, in denen die ftumpfen Winkel glei, ähnlich fein müffen, wenn die ein 
anderes Winkelpaar einſchließenden Seiten proportionirt find — ein Sat, der aud eine 
unmittelbare Folge aus unferm allgemeinen Hauptfage ift. 

200. Lehrſatz. Dreiecke (ABC, KCD Fig. 98), welche dies 
ſelbe Höhe haben, aber auf verfchiedenen Grundlinien (BC, CD) ftes 
hen, haben, was ihren Flächeninhalt anlangt, daffelbe Verhältniß 
zu einander, wie die Grundlinien und umgekehrt. Daffelbe gilt für 
Parallelogramme. | | 

Eucl. VI, 1. s 

Vorbereitung zum Beweife. Man verlängere nad beiden Sei: 
ten bin die Grundlinie BD, und fchneide auf der einen eine beliebige 
Menge, z. B. m Stüde, BE, EF, FG ıc. ab, von denen jedes gleich 
BC; auf der andern Seite von D aus fchneide man gleichfalls eine 
beliebige Menge, 3. B. n Stüde, DH, HJ ıc. ab, die alle gleich 
CD; verbinde fAmmtlihe Ducdhfchnittspuncte mit A. Da nad Bor: 
ausfegung AK || BD, fo iſt AKCD= A ACD, und mari darf daher, 
fo large man blog, wie in unferm Sage, auf den Flähenraum fieht, 
an die Stelle von A KCD durdweg A ACD fegen. 

Beweis. Unferer Conftruetion zufolge it A AGB das mfade 
bes A ABC, und A ADJ das nfahe von A ACD. Nun ift aber 
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nach (S4, Zuf. 2) A AGB entweder > oder = oder < AAN), je 
nahdem BG entweder > oder — oder DJ, alfo ift (148) A ABC: 
AACD (oder A KCD) —=BC: CD. | 
Den Beweis für die Umkehrung führt man indirect, indem man 
zeigt, daß man in eine Ungereimtheit verfällt, fobald man annimmt, 
die Dreiede ABE und KCD lägen nicht zwifchen denfelben Paralleten. 
Für die Parallelogramme folgt der Satz aus dem für die Dreiecke in 
Verbindung mit 56, Zuf. 1. 


Anmerkung 1. In den meiften Lehrbüchern wird diefer Sag fo erwiefen, daf man 
die Grundlinie des einen Dreieds in gleihe Theile theilt z. B. in m; und die andere 
in n Theile von eben diefer Größe. Alsdann ſchließt das eine Dreied m, und das 
zweite m gleider Dreiecke in fih, beide verhalten fi alfo wie m: n d. h. wie ihre 
Grundlinien, Aber es fällt in die Augen, daß man bier ſtillſchweigend annimmt , die 
beiden Grundlinien feien commenfurabel zu einander, was doch nicht immer wahr ift. 
Und darum ift diefer Beweis unvollfommen. 


Anmerfung?. Man fann nun die zweite Auflöfung der Ziten Aufgabe im 2ten Bu- 
de zu Stande bringen. 

201. Lehrfag. Stehen Dreiecke oder Parallelogramme (BAC, 
FGH $ig. 100) auf gleichen Grundlinien (BC, FH), fo verhalten ſich 
ihre Slähenräume wie ihre Höhen. 

Zacquet zu Euclid. VI, 1, Zuſ. 

Vorbereitung. Ziehe die Sentrehten AD, GJ; nimm DE 
=BC, JK=HF, yiehe AE und GK. 

Beweis. Betrachtet man AD, GJ als Grundlinien, und DE, 
IK ats Höhen, fo ift (200) A ADE: A GJIK=AD:GJ, alfo, weil 
NADE=A ACB, und A GJIK=GHF ıc. 

Für Parallelogramme folgt der Saß aus dem, was eben bewie: 
fen worden, in Verbindung mit 56, Zuf. 1. 


Anmerfung. Man ift nun in den Stand gefegt, die erſte Aufgabe des Aten Buches 
zu löſen. 


202. Lehrſatz. Die Flähenräume von Parallelogrammen 
oder Dreiecken, die verfchiedene Grundlinien (CD, CK Fig. 99) und 
verfchiedene Höhen (DE, KH) haben, ftehen im zufammengefeßten 
Verhältniffe diefer Grundlinien und Höhen (CD.DE:CK.KH). 

Vorbereitung. Man verwandelt die beiden fhiefwinteligen Pas 
rallelogramme in die Rechtecke FD und MK, und legt leßteres fo auf 
eriteres, daß fie einen Winkel gemein haben, und verlängert KH bis N. 


Deweis. Man wender &. 200 erft auf die Rechtede MK, FK, 
dann auf FK, FD an und folgert daraus den Satz durch Hälfe von 
©. 155- 

Anmerkung 1. Man fieht bier wieder ein Beifpiel, wo ein allgemeiner Say erft 
dann erwiefen werden fann, wenn feine Richtigkeit in beſondern Fällen dargethan iſt; 
denn nichts anders als beſondere Fälle unſeres allgemeinen Sates bilden die beiden vor— 
bergehenden Säge. 


Zuf. 1. Parallelogramme oder Dreiecke, die in ihren Winkeln 
übereinftimmen, ftehen im zufammengefegten Verhättniffe der Öeiten, 
die gleiche Winkel einfchliegen. Denn in den ähnlichen Dreiecken 
(ABC, DEF $ig. 91 und 92) it BG: EH=AB: DE, alio 

A ABC: ADEF=AC.BG:DF.EH—=AC.AB:DF.DE. 

Anmerkung 2. Unfer Zuſah macht bei Euclides den 23ten Sag im 6ten Buche 
aus. Der dort gegebene Beweis ift fehr feharffinnig. Euclides bringt die beiden Pa: 
railelogramme in eine ſolche Lage gegen einander (Fig. 52), daß zwei ihrer gleichen 


‘ 
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Winkel Scheitelwinkel werden, vollendet darauf HJ, und leitet den Beweis aus der Ber 
gleichung diefes Parallelogramms mit jedem der beiden gegebenen AG und GD her. 

Anmerkung 3. Die in diefem erften Zufage ausgejprodene und bewiefene Behaup- 
tung gilt nicht blos für Dreiede, Die in allen ihren Winkeln übereinftimmen, fon= 
dern auch für folde, die einen Winkel glei haben ; wie man fi ſogleich überzeugen 
wird aus 

Zuf. 2. Wenn zwei Dreiede (DAE, BAC $ig. 96) einen gleis 
chen Winkel haben, fo ftehen ihre Flaͤchenraͤume im zufammengefeß: 
ten Verhältniffe der diefe Winkel einfhließenden Seiten (AD, AE und 
AB, AC). 

Papp. eollect. math. VII, 146. — L. G. III, 24. 

Vorbereitung. Ziehe BE. 

Deweis.' A ADE : A ABE AD : AB (200). 

A ABE: A ABC AE : AC 
mithin A ADE : A ABC AD.AE: AB. AC 

Zuf. 3. Sind Parallelogramme oder Dreiecke gleichflaͤchig, fo 
ftehen ihre Srundlinien im umgekehrten Verhältmiffe ihrer Höhen 
(150 und 151). 

Tacquet zu Euclidves VI, 15 3uf. 

Zuf. 4. Sind Parallelogramme oder Dreiede gleihflähig und 
haben uͤberdieß einen Winkel gleich, fo verhalten ſich die diefen Win: 
kel in der einen Figur einfchließenden Seiten umgekehrt wie eben diefe 
Seiten der andern, und umgekehrt. 

Weil aledann BD und JK Fig. 99 daffelbe Verhältniß zu einan: 
der haben wie ED und IIK. 

Eucl. VI, 14, 15. 

Anmerkung 4. Euclides beweift feinen 14ten und 15ten S. auf diefelbe Weife, die 
wir ſchon oben in Anmerf, 2 mitgeteilt haben, 

Anmerkungd. Man ift nun im Stande, die zweiten Auflöfungen der 14ten, 15ten 
und 16ten Aufgabe im 2ten Buche auszuführen, 

Zuf. 5. In allen Rechtecken von gleichem Flähenraum verhalten 
fih die Grundlinien umgekehrt wie die Höhen; und umgekehrt d. h. 
find vier Linien proportionirt, fo ift das Rechteck, das aus den bei: 
den Außern conftruirt wird, gleihflädig dem aus den beiden mittlern. 

Eucl. VI, 16. 

Anmerfung 6. Guclides leitet diefen Sag aus feinem 14ten ab, den er auf die 
oben (Anmerf. 2) angegebene Weife bemwiefen bat. Wir werden bald (203, Zuf. 3 
und 4) zeigen, daß der Sag genau bderfelbe ift als unfer früherer Sat 150 und deffen 
erfter Zufag. Es würde befremden müffen, diefen wichtigen Sag gar nit in dem 5ten 
Bude des Euclides zu finden, wenn er nicht mit dem fo eben genannten 16ten und mit 
dem 17ten des 6ten Buches zufammenfiele, und der Berfaffer die Proportionalität in 
noch beftimmterer und engerer Beziehung auf die Geometrie betrachtet hätte, 

zuf. 6. Sf ein Quadrat einem Rechtecke gleihflädhig, fo ift 
feine Seite die mittlere Proportionale zwifchen den Seiten des Recht: 
ecks, und umgekehrt d. h. find drei Gerade ftetig proportionirt, fo ift 
das über der mittlern befchriebene Quadrat gleihflächig dem Rechtecke 
aus den beiden aͤußern. 

Eucl, VI, 17: 

Anmerkung 7. Diefer Zufag folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden 5ten, und 
hiermit fümmt das überein, was unten (203, uf. 4) gefagt ift. 

u — 8. Unfer Zuſatz 5 kann zu einer Erweiterung des Zuſ. 2 benutzt werden. 
ämlich: 

Zuſ. 7. Wenn ein gleichſchenkeliges Dreieck (FAG Fig. 96) ei: 
nen Winkel mit einem andern Dreieck (BAC) gemein hat, und der 
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Schenkel AF des erftern die mittlere Proportionale zwifchen den den 
gemeinfchaftlichen Winkel einfchließenden Seiten AB, AC des undern 
Dreiecks it, fo haben beide Dreiecke gleichen Flaͤchenraum. 

L. G. IV, 15. 

203. Lehrfa tz. Wenn die Srundlinie (CD Fig. 99) eines 
Rechtecks (CFED) oder eines ihm gleihflähigen Parallelogrammes 
(CABD) die Srundlinie eines andern Rechtecks (CKHM) oder diefem 
gleichflächigen Parallelogramms (CKJG) m mal in fi faft, und wenn 
die Höhe (DE) des erften Rechtecks (oder Parallelogramms) die Höhe 
(KH) des andern n mal in fich fchließt, fo verhält fich der Flächens 
raum des erſten Rechtecks (oder Parallelogramms) zu dem des zweis 
ten, wie das Produkt aus m und n zu Eins; und dag erftere Rechteck 
(oder Parallelogramm) fchließt das zweite fo viel mal in ſich, fo viel 
Einheiten in dem Produkte enthalten find, weldes man durd Muls 
tiplication der Zahlen m und n erhält. 

Deweis. Aus 202. 

auf. 1. Iſt das Rechteck MK einmal angenommen und beftimmt, 
fo kann es als Maaß für alle Rechtecke, und mithin (118) für alle 
geradlinigen Figuren betrachtet und gebraucht werden. 

Als allgemeines Flähenmaag nimmt man nun das Rechteck MK 
fo, daß feine Grundlinie und Höhe gleich find, d. h. daß es ein 
Quadrat ift, deflen Seite CK als Einheit zur Meffung der Längen 
von den Linien CD, DE ıc. nebraudht wird und deren eigne Länge 
meift entiweder eine Linie, oder einen Zoll, oder Fuß, oder eine Rus 
ihe u. f. w. beträgt. 

Das Quadrat MK heißt die Fläheneinheit, oder aud 
Duadrateinheit, um es von Längeneinheit, die zur Meflung 
von Abftänden oder Längen dient, zu unterfcheiden. Enthält alfo 
das Rechteck CK 10 Fuß, fo find dieß natürlich ſolche, die fih auf 
die Duadrateinheit beziehen, die man daher auh Duadratfuße 
nennt, und es heißt dieß fo viel als unfer Rechteck ſchließt in fich 
10 gleiche Quadrate, wo in jedem die Seite einen Fuß beträgt. 

Anmerkung 1. Aus dem Gefagten ergiebt fih von felbft, daß irgend zwei gleich— 
artige Flächen = oder Quadrat > Einheiten von verfchiedener Benennung ſich zu einander 
verhalten, wie die Quadrate der Zahlen, melde das Verhältniß der entſprechenden Län— 
geneinheiten darftellen. So ift z. B. das Verhältniß eines QDuadratzolles zu einem Qluas 
dratfuße wie 1? : 122 d. h. wie 1 : 144, oder es geben 144 Quadratzolle auf einen 
Quadratfuß, — wenn ein (Längen-) Zuß 12 (Xängen=) Zolle enthält. — Eucl. VIII, 11. 

Anmerfung 2. Man fieht daraus, wie man mit Euclives (VII, Grft. 16) ein 
Produft aus zwei Factoren eine Flächenzahl nennen fann, deren Seiten eben diefe 
Factoren find; ferner daß Flächenzahlen im zufammengefegten Berbältniffe ibrer Seiten 
ftehen, (VII, 5) und, daß ähnliche Flächenzahlen diejenigen find, deren Seiten pros 
portionirt find (VII, Erkl. 21). Hierin liegt aud der Grund, warum die Xiten 
ebene Derter (Flächen = Derter) und ebene (Flächen-) Aufgaben alle diejenigen Pro— 
bleme nannten, bei denen Produfte aus nicht mehr als zwei Zahlen oder nur Flächen— 
zahlen gebraudpt wurden, Diefe Erklärung foll in dem fünften Bude (252, Anmerf, 5) 
näher entwicelt werden. 

Anmerkung 3. Nach diefen Erörterungen können verfchiedene unferer frübern Säge 
noch auf eine andere Weife, als es geſchehen ift, ausgedrüdt, und zugleih die von 
andern Schriftftellern gebrauchten Ausdrüde erläutert werden, Es fol dieß in den fols 
genden Zufägen geſchehen. 

Zuf. 2. Das Produkt zweier Zahlen, welche die Längen zweier 
Linien bezeichnen, drückt den Inhalt des aus diefen Linien conftruirs 
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ten Rechtecks aus. Daher wird ein Verhältniß, das aus zwei ans 
dern zufammengefeßt ift, dargeftellt durch die Rechtecke aus den Linien, 
welche je zwei entfprechende Glieder der einfachen Verhältniffe bils 
den; und ebenfo ein zweifach hohes Verhältnig von einem gegebenen 
durch die Quadrate der das letztere ausdrücdenden Linien. 


Zuf. 3. Sind vier Linien proportionirt, fo ift das Rechteck aus 
den aͤußern gleichflächig mit dem Nechtecfe aus den mittlern; wie dieß 
fhon in 202, Zuf. 5 aus andern Gründen hergeleitet if; und man 
fieht, wie diefer Satz mit dem frühern in 150 übereinfommt. 


Zuf. 4. Sind drei Linien proportionirt, fo ift das Quadrat über 
der mittlern gleichflächig mit dem Nechteefe aus den beiden äußern; 
wie dieß fchon in 202, Zuf. 2 aus andern Gründen nacdgewiefen; 
und man fieht, wie diefer Satz übereinfommt mit dem fruͤhern 150, 
Zuf. 1. 

Zuſ. 5. Den Inhalt eines Parallelogramms kann man durch 
das Produft aus der Grundlinie in die Höhe ausdruͤcken, was mit 
dem frühern Saße 82, Zuf. 2 übereinfommt. 

Auf ähnliche Weife läßt fih der Flächeninhalt eines Quadrates 
durch die zweite Potenz, oder das Quadrat feiner Seite darftellen. 

Anmerkung 4. Aus diefem Grunde gefhah es, daß die Alten fi) der Ausdrücke 
Suvapıs (ziveite Potenz) ypapanjs, oder ypapm) Suvarar etc. bedienten, um den Flä— 
chenraum des über dieſer Linie befehriebenen Quadrates zu bezeihnen. — Bildet nun 
die Menge von Einheiten, welde den Fläheninhalt eines Duadrates ausdrüdt, Feine. 
. Quadratzabl, fo ift die Seite deffelben incommenfurabel in Befiehung auf die Einheit, 

welche die Länge mißt. Dieß findet namentlich immer Statt bei der Diagonale eines 
Duadrates in Beziehung auf deffen Seite, wie wir oben 126, Anmerkung 2 gezeigt ha— 
ben, und wie auch Euclides im legten Sage feines 10ten Buches bewiefen hat. 
| Zuf. 6. Der Flächenraum eines Dreiecks kann daraeftellt werden 

durch das Produkt aus der Grundlinie in die Hälfte der Höhe, oder 
aus der Höhe in die Hälfte der Grundlinie, kurz durch die Hälfte 
des Produktes aus Grundlinie und Höhe, und dieß ſtimmt überein 
mit 84, Zuf. 1. 

Zuf. 7. Der Flächenraum eines regelmäßigen Vielecks wird aus: 
gedruͤckt durch die Hälfte des Produktes aus dem Umfange und dem 
Höhenperpendifel (aus dem Mittelpuncte auf eine der Seiten) in 
Uebereinftimmung mit ©. 117. | 

Zuf. 8. Der Fläheninhalt eines rechtwinfeligen Paralleltrape: 
zes wird dargeftellt, durch das Produkt aus der an den beiden rechten 
Winkeln anliegenden Seite in die halbe Summe der beiden parallelen 
Seiten, oder (168, Zuf.) in das arithmetiſche Mittel zwifchen den 
beiden parallelen Seiten; in Uebereinftimmung mit ©. 86. 

Zuf. 9. Ein Rechte auf eine gegebene Linie zu jiellen d. h. 
über einer gegebenen Geraden ein Rechteck zu conftruiren, weldes 
mit einem. gegebenen gleihflädhig ift, koͤmmt überein mit der Auffus 
chung eines Quotienten, den man erhält, wenn das Produft zweier 
Zahlen durch eine gegebene dritte dividirt wird; jedenfalls kümmt es 
darauf hinaus eine Linie zu finden, die mit einer gegebenen Linie ein 
Rechteck bildet, das einem gegebenen Rechtecke gleihflädig iff, — 
was der Segenftand der 16ten Aufgabe im zweiten Buche if. 

Anmerfung 5. Alle vorhergehende Ausdrüde find genau, wenn man fie auf die 
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rechte Weife gebraucht. Aber fie find an ſich betrachtet nicht geometrifh, und man giebt 
nicht blos zu ungenauen fondern zu völlig unrichtigen Borftellungen Beranlaffung, wenn 
man jie, wie viele thun, ohne Weiteres und vom Anfange an gebraudt. Die Xlten 
erlaubten ſich nie dergleihen ungenaue Ausprüde, wie z. B.: ein Rechteck iſt gleich 
dem Produkte aus feiner Grundlinie und Höhe. Wir haben au, wie ſichs gebührt, 
in dem Vorhergehenden uns immer folder Ausdrüde: wird ausgedrüdt durd, 
wird dDargejtellt dur, kömmt überein mit, anjtatt des ungenauen und un 
richtigen ift gleich, bedient, Man Fann im eigentlichen und ftrengen Sinn Feine Linie 
durd eine andere multipliciren fondern nur Zahlen; und mithin aud ſolche Zahlen, 
welche die Längen zweier mit einem gemeinfdaftliben Maaße gemeffener Linien ausdrü— 
den; und nichts anders als diejes verjteht man unter der Multiplication oder dem Pro- 
dufte zweier Linien. Die Multiplication zweier Linien giebt immer ein Rechteck oder 
Quadrat; aber die Menge von Quadrat= Einheiten — d. h. von gleihen Quadraten, 
deren Seiten ald Einheiten oder gemeinſchaftliches Maaß für die Länge gebraudt wer— 
den — welche der Flähenraum eines gegebenen Rechtecks in fih faßt, ift gleih dem 
Produkte der Seiten dieſes Rechtecks d. 5. gleih dem Produfte der Zablen, welde die 
Längen der Seiten in Beziehung auf jene genannte Einheit, oder gemeinihaftlides Maaf 
ausdrücken. Will nun Jemand die genannten XAusdrüde, nachdem ihr wahrer Sinn 
genau erflärt ift, gebrauden, fo thue er foldes, aber dod nur als eine Art von Ab— 
fürzung im Ausdrude, 

Anmerfung 6. Man kann aledann, wenn man fidh diefer Art, die Sachen aus— 
zudrüden, bedient, anſtatt Nechted aus A und B das Zeichen A. B, und für Qua- 
drat über A, das Zeichen A? gebrauden. 

Man fehe hierüber: d’Alembert Melanges, V, p. 211 sqq. — Tacquet scho- 
lion zum 34iten und 44ften des erften, und zum 22ften Sage des fechften Buches des 
Euclides. — Glavius über eben diefe Stellen, 


Zuf. 10. Bezeichnet man die Flähenräume zweier Parallelos 
gramme oder Dreiecde durch F und f, ihre Srundlinien mit G und g, 
ihre Hoͤhen mit H und h, fo iſt nad) unferm Hauptſatze: 

F:f=G.H:g.h, woraus man folgert: 

1) Sind entweder die Grundlinien oder die Höhen, aber nicht beide 
zugleich, zu einander incommenfurabel, fo muͤſſen auch ftets 
(130, Zuf. 1) die Flächenräume F und f gleichfalls zu einander 
incommenfurabel fein. 

2) Sind Höhen und Grundlinien zugleich incommenfurabel gegen 
einander, fo kann das Verhaͤltniß der Flächenräume (F: f) ein 
commenfurables fein. (128, Anmerkung 2). 

Diefer Fall finder z.B. Statt, wenn man in einem gleich» 
fhenteligen, vechtwinfeligen Dreieck über einer Cathete und der 

Hypotenuſe Quadrate befchreibt. 

3) Werden Quadrate über Linien befchrieben, die zu einander coms 
menfurabel find, ‚fo verhalten fih ihre Flähenräume d. h. die 
Quadrate felbft wie eine Duadratzahl zu einer Duadratzahı d. i. 
. zwei Zahlen, aus denen man die Quadratwurzeln ziehen 

ann. 

4) Auadrate können zu einander incommenfurabel fein. Denn es 
fei (Sig. 124) AF incommenfurabel zu FD, 3. B. wie V 15:2; 
man fuche zwifchen beiden die mittlere Proportionale FB, fo ift 
FB,=2v15=YV60, alfo FB;: FD, =V60:4=V15:2, 
alfo diefe beiden Quadrate incommenfurabel zu einander, aber 
FB, :AFRR = v60:715d.i.—=2:1, alfo diefe Quadrate 
zu einander commenfurabel. 

Es giebt alfo Quadrate, die zu einander incommenfurabel find; 
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es giebt Linien, die zu einander incommenfurabel find, deren Qua» 
drate aber commenfurabel werden; und es giebt endlich ſolche incom⸗ 
menſurable Linien, deren Quadrate gleichfalls incommenſurabel find. 
Euclides nennt die erſtere Art von Linien incommenfurabel in Laͤnge, 
die zweite incommenfurabel in Potenz, und er fpricht demgemäß 
den green Sag feines 10!" Buches fo aus: „Die Quadrate, welche 
über Linien befchrieben werden, die in Länge commenfurabel find, 
verhalten fich zu einander, wie eine Quadratzahl zu einer Quadrats 
- zahl, und umgekehrt. Die Quadrate, weldhe über Linien befchrie: 
ben werden, die in Länge incommenfurabel find, verhalten fich nicht 
wie eine Duadratzapl zu einer Quadratzahl und umgekehrt. Linien 
(dieß ift der Zufaß), die commenfurabel in Länge find, find es auch 
ftets in Potenz, aber in Potenz commenfurable Linien find es nicht 
immer in Länge; Linien, die in Länge incommenfurabel find, find 
es nicht immer in Potenz, aber die in Potenz: incommenfurablen 
find auch ftets in Länge incommenfurabel.’ 

Zuf. 11. Aus den vorhergehenden Zufägen, befonder® aus dem 
vierten fieht man, daß alle Verhältniffe, wie zufammengefeßt fie auch 
fein mögen, allezeit durch das Verhältniß zweier geraden Linien auss 
gedrückt werden können. 

Denn es ſei z. B. M:N=A.B.C:D.E.F. Die 
einfahen Verhaͤltniſſe A: D, B:E, C: F, können immer, feien 
fie commenfurabel oder incommenfurabel, durdy gerade Linien dar: 
geftellt werden. 

Sft nun P die mittlere Proportionale zwifchen A und B, Q die 
zwifchen D und E, R aber die dritte Proportionale zu Pund Q, fo 


ift (Zuf. 4) 


P, = A,B 

Q, = D.E alfo 
P,:Q=A.B:D.E, aber, weil 
P:Q=R:R fs if (160, Zuf. 4) 
PR: Q=P:R, alfo 
P:R=A.B:D.E, mithin 
M:N=P.cC:R.rF, alfo wenn 


S die mittlere Proportionale zwifhen P und C, T die zwifchen R und 
F, U aber die dritte Proportionale zu S und T, 
—— C:R.F, aber 
T=5S:TUT, alfo 
MH: N —=5:T, und auf ähnlihe Weife in allen 
möglichen Fällen. 

204. Lehrfag. Nimmt man in zwei Ähnlichen Dreiedden (ABC, 
DEF $ig. 91 und 92) zwei Paare entfprechender Seiten (AC, DF, 
BC, EF) fo ift das Rechteck aus der einen Seite (AC) des einen 
Dreieds und der nicht entjprechenden des andern (EF) gleichflaͤchig 
mit dem Rechtecke aus den beiden un Seiten (BC, DF). 

Bew. Aus 196, und 202, Zuf. 4 

Anmerkung. Die Richtigkeit unferes Satzes —* ſpäter (251, Anmerk.) noch auf 
einem anderen Wege dargethan werden. 


205. Lehrſatz. Aehnliche Dreiecke verhalten ſich in Anſehung 
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ihrer Flächenräume, wie die Quadrate ihrer entfprechenden Seiten, 
oder, mit andern Worten, fie, ftehen in dem zweifach hohen Verhälts 
niffe ihrer entfprechenden Seiten. 
Eucl. VI, 19. — L. G. III, 23. 
Vorbereitung. Es feien BG und EH ($ig. 91 u. 92) die Hoͤ⸗ 
hen der Dreiecke ABC und DEF. 


Bew. Aus 202, und 196, Zuf. 2, oder, ohne alle Vorbereis; 
tung, aus 202, 196, und 156, Zuf. 2. 

Anmerfung. Wir haben früher (137, Anmerk.) bemerft, daß der Ausdrud zwei— 
fah hohes Verhältniß bei Euclides eine andere Bedeutung zu haben ſcheint, als bei 
und, baben aber darauf (160, uf. 1, Anmerf.) gezeigt, daß beide Bedeutungen in 
der That zufammenfallen, Zufolge der dem Ausdrucke zweifah hohes Verhältniß bei 
Euclides beigelegten Bedeutung muß man bemweifen, daß, wenn BL die dritte Pro- 
portionale zu AB und DE ift, die Proportion AABC : ADEF — AB : BL, Statt 
babe. Man Fann diefen Beweis folgendermaßen führen: Man ziehe CL. Run ift 

BC : BA = EF: ED alfo auch 

BC : EF= BA: ED; aber 

BA : ED = ED: BL (Borausfegung), alfo 
BC: EF—= ED: BL, folglid 

ABLC — ADEF (202, 3uf. 4); aber 
ABCA : ABLC = AB: BL, (200), alfe 
ABCA : ADEF = AB: BL. 

206. Lehrfag. Wenn eine Gerade (BD Fig. 97) einen Wins 
fel CCBA) eines Dreiecks (ABC) halbirt, und bis zum Durchſchnitt 
mit der Gegenfeite (CA) diefes Winkels verlängert wird, fo ftehen 
die Segmente (AD, CD) diefer Seite in demfelben Verhältniffe zu 
einander wie die an fie anaränzenden Dreiedsfeiten (AB, BC), und 
das Quadrat der Halbirenden, vermehrt um das Rechteck aus den 
genannten Segmenten der Gegenſeite ift gleihflädig dem Rechtecke 
aus den beiden andern Dreiedgfeiten. 

Eucl. VI, 3. — L. G. IN, 17, 31. 

Vorbereitung für den erften Theil: Verlängere AB und ziehe 
CE || BD. 

Deweie. Aus 24, 25, und 52 zeigt man, daß EB—=BC, 
und wendet dann 195 an, 


Vorbereitung für den zweiten Theil: Made W. DAF — W. 
ABF, verlängere BD bis F und ziehe CF. 
- Beweis. Aus Hypoth. und Konftruction zeige man, daß 
AABF vw AADF vw ABCD, alfo 
AB,BC = BF,BD (204) 
= BD, BD,DF (72, Zuf. 2) 
== BD, AD,DC (204). 
Zuf. 1. AD-+ DC oder AC: AD= AB -+ BC: AB 
d. 5. e8 verhält fi die Begenfeite des halbirten Winkels zu einem 
ihrer Segmente, wie die Summe der beiden andern Seiten zu der 
an jenem Segmente anliegenden Seite. 

Erfte und wichtige Anmerkung. Der erfte Theil unferes Sages ift der dritte im 
ſechſten Buche des Euclides. Aber er gilt au für den Xußenwinfel CBE (Fig. 101 
und 102), dann trifft die Halbirende BD die Verlängerung der Gegenfeite, doch nicht 
immer, und nicht immer nad derfelben Seite hin. Iſt nämlich W. EBC — 2BCA 
und mithin Dreieck ABC gleichſchenkelig, fo muß BD || AC fein, und Bann alfo Fein 
Durchſchnitt diefer beiden Linien Statt finden; ift W. EBC < 2 BCA, fo wird BD 
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nach derſelben Seite von BC hin mit AC convergiren, wie in Fig. 1013 umgekehrt aber 
nab der Seite von BA bin, wenn W. EBC> 2BCA, mie in Fig. 102. 
Biebt man nun in Fig. 101 CO || AB, fo ift 
DA: DC = AB : CO, aber es ift 
W. BOC — EBO (35) = OBC, alfo 
BC = CO (52), mithin 
DA: DC = AB: BC, 
Man ziehe ferner QA fo, daß W. QAB=BDC, fo üt 
A DCB w A BQA, da W. QOBA = DBC, alſo 
DB : BC = BA : BQ, mithin 
CB,BA = BD,BUQ (202, uf. 5) 
- — BD,DQ — BD, (72, 3uf. 2) 
Aber, weil A DCEB w A DQA, fo ift 
DB : DC = DA : DQ, alſo 
CB,BA = DC,DA — BD, 
d. h. der Ueberſchuß des Rechtecks aus den Segmenten der dem halbirten Außenwin— 
kel gegenüberliegenden und verlängerten Gegenfeite über das Duadrat der Halbirenden ift 
gleih dem Rechtecke aus den beiden andern Dreiedöfeiten, 

Unfern Sag fann man daher allgemein, möge ein innerer oder äußerer Winkel hal— 
birt werden, jo ausſprechen: Wenn eine Gerade einen innern oder äußern Winfel eines 
Dreieds halbirt und bei hinreihender Berlängerung der Gegenfeite dieſes Winfeld be— 
gegnet, fo verhalten fi die auf diefer Gegenfeite durch die Halbirende gebildeten Seg- 
mente wie die an ihnen liegenden Dreiedöfeiten, und die Summe oder der Unterſchied 
des Rechtecks aus jenen Segmenten und des Quadrates der Halbirenden ift glei dem 
Rechtecke aus den beiden andern Dreiedsfeiten. Robert Simfon wies zuerjt die Rich— 
tigfeit des erften Theiles unferes Sases au für die Außenwinkel nad und gab dadurd 
dem Zten S. im ſechſten Buche des Euclides eine nit unwichtige Erweiterung 5 aber er 
fagt nichts über den zweiten Theil”). 

Anmerkung 3. Iſt Dreicd BCA (Fig. 97a) in C redtmwinkelig und man halbirt 
W. CBA durch BD, fo ift AC: CD—=BC-H-BA:BC und weil AB> CB, fo ift AD 
>CD, alſo AC>2CD, während W, ABC—=2CBD, mithin it AC:CD>W. ABC: 
CBD. Nimmt man nun W. ABE = ABC, fo ift auf gleiche Weife : 

CE : AC > @W.CBE : CBA, alfo ud 

CE : CD > ®.CBE : CBD F 
und es folgt daraus der Sag, der nod näher und aus ganz andern Gründen fpäter (372) 
entwickeit werden fol, nämlid : 

Zuf. 2. Wenn man in einem rechtwinfeligen Dreiecke aus ei: 
nem der fpigen Winfel nad) der Gegenfeite gerade Linien zieht, von 
denen die erftere den ganzen Winkel halbirt, die zweite die an der 
Cathete anliegende Hälfte halbirt, die dritte das an diefer Cathete ans 
liegende Viertel ꝛc., fo haben die Segmente der Gegenfeite, welche 
zwifchen irgend zweien diefer Winkelhalbirenden und der Spitze des 
rechten Winkels liegen, ein größeres Verhältnig zu einander, als die 
Winkel, welche eben jene Linien mit der Cathete bilden, aus deren 
Endpunct fie auslaufen. 

Anmerfung 4. Pappus fegt diefen Sas beim Beweife des erften Lehrſatzes in fei- 
nem 5ten Bude voraus ; fein Gommentator Gommandinus hat einen Beweis des Satzes 
gegeben. 

207. Lehrſatz. Zieht man in einem Dreiecke (ACG Fig. 103) 
aus zwei Winkelſpitzen (C, A) gerade Linien nah den Halbirungss 
puncten der Gegenfeiten, fo fchneiden fich diefelben (in D) ſtets fo, 
daß der obere d. h. zwifchen Winkelfpige und Durchſchnittspunct entz 
haltene Abfchnitt einer jeden doppelt fo groß als der untere iſt; und 





* 


*) Ein Beweis für den zweiten Theil unſeres Satzes, der wegen feiner Einfachheit 
und feiner für den außern und innern Winkel gleichen Anwendbarkeit gefannt zu wer: 
den verdient , it in dem Anhange zu diefem Buche (310) engednst — 
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die Gerade, welche man aus der dritten Winfelfpige (G) durch diefen 
Durchfchnittspunet nad) der Gegenfeite zieht, halbirt auch diefe, fo 
daß die drei Geraden, welche die Ecken mit den Halbirungspuncten 
der Öegenfeiten verbinden, einen gemeinfchaftlichen Durcchfchnittspunct 
haben, der jede von ihnen in zwei Stüde theilt, von denen das obere 
doppelt fo groß als das untere iſt. 

Erfier Theil. Worbereitung. Ziehe FY || AG. 

Beweis. Man zeigt, daß nach 196, und 149 FY=3EG —= 
L AE, und mithin, wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke ADE und FDY 
auch 2DF = AD. 

Zweiter Theil. Vorbereitung. Man ziehe FR || AC. 

Beweis. Wie im erften Theile zeigt man, daß FR = BC, 
und aus der Aehntichkeit der Dreiecke ADB und FDR, daß FR — 
AB ıc.*). 

Anmerkung. Diefer Sap ift von großem Nusen in der Naturlehre, da er dazu 
dient, den Schwerpunct eines Dreiecks zu finden, der mit dem gemeinſchaftlichen Durch— 
ſchnittspuncte D ſelbſt zuſammenfällt. 

208. Lehrſatz. Faͤllt man aus zwei Winfelfpigen (G, C 
Fig. 104) eines Dreiecks (CAG) Perpendifel auf die Gegenfeiten 
(CA, AG), fo ſchneiden fich diefelben Cin D) innerhalb oder außerhalb 
des Dreiecks, je nachdem daffelbe ſpitz- oder ftumpfmwinfelig iſt; und 
zieht man aus der dritten Winkelſpitze (A) durch diefen Durchſchnitts— 
punct (D) eine Gerade nach der dritten Dreiecksfeite, fo ſteht aud fie 
auf leßterer ſenkrecht. 

Beweis. A CBD vw A CAE vw A GBA, alfo 


CB: BD = BG: BA 
oder CB: BG —= BD: BA 
alfo A BCG vw A ABD (198) 
mithin W. BAD — BGF 


und darım W. DFG — ABD = 90°. 

Zuf. 1. Die drei Höhenperpenditel jedes Dreiecks haben einen 
gemeinfchaftlichen Durhfchnittspunct. E 

Zuf. 2. Im rechtwinkeligen Dreiecke ift diefer Durchſchnitts— 
punct die Spitze des rechten Winkels. 

Zuf. 3. Kür ein gleichfeitiges Dreieck Fällt diefer Sag mit dem 
vorhergehenden zufammen, da in ihm die Hoͤhenperpendikel auch zus 
gleich die Seiten halbiren. | 
Anmerkung. Diefer Sas ift im Grunde derfelbe mit dem 6Oten im Tten Bude 

der mathematifhen Sammlungen des Pappus, mo tr fo ausgedrückt ift: „Es fi ein 
Dreict ACG ; man ziehe die Geraden AF, CE, BG, fo daß AF fenfrebt auf CG und 
vie Puncte A, B, D, E im Umfange eines Kreiſes liegen, fo find auch die Winkel bei 
B und E redte.” Weil nämlidy dann, wie fpäter (275) gezeigt werben fol, W. BDE 
BAE— ABD + AED = 180° iſt. 

"9209. Lehrfag. Wenn man in einem rechtwinkeligen Dreiede 
CABC Fin. 65.) aus der Spitze (C) des rechten Winkels eine Senk⸗ 
rechte (CL) auf die Hypotenuſe zieht, fo wird durch fie das ganze 
Dreieck in zwei folche Dreiecfe (ACL, CBL) getheilt, die nicht nur 
unter einander, fondern auch dem ganzen ähnlich find. 

Euch. VI, 8. — L. 6. II, 23. 


*) Ein anderer Beweis unfered Sahes ift im Anhange zum zweiten Buche (219) an: 
gedeutet worden. 


v. Swinden Geometrie, 9 
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Beweis. Aus 38, Zuf. 2, und 196, Zuf. 1. 
Zuf. 1. Die Sentrechte CL ift die mittlere Proportionale zwis 
fhen den Segmenten der Hypotenufe, alfo AL:CL=CL:LB. 

L. G. II, 23, 3. 

Anmerkung 1. Wendet man S. 89 auf 202, uf. 5 an, fo fieht man leicht, daß 
unfer 3ufag mit jenem S. 89 übereintömmt, obſchon er bier auf andere Weife bergelei- 
tet ift. 

"auf. 2. Jede Cathete ift die mittlere Propvrtionale zwifchen 
dem an ihr liegenden Hpypotenufenfegmente und der ganzen Hypotes 
nufe; alfo | 

AB: AC==AC: AL 
und AB : BC = BC : BL 

L. G. III, 23, 2. 


Anmerkung 2, Diefer Sag ift derfelbe mit 87, Zuſ. 1, wenn man auf legtern 


202, 3uf. 5. anwendet, 
"Anmerkung 3. Aus unferm Zufage leitet man fehr leicht, durch Hülfe von 202, 


Zuſ. 5 und 72, 3uf. 1, den Pytbagoräifchen Lehrſatz ab (87). 

Zuf. 3. Aus den beiden erften Zufägen, verbunden mit 202, 
Zuſ. 5, erhält man 

CL, = AL,LB 

CB, = AB,LB 
alfo CL, : CB, = AL: AB 


Dieß iſt der Lehnfag, der bei Euclides auf den 13ten Satz des 13ten 


Buches folgt. 

Anmerfung 4. Alſo ftehen CL und CB in dem zweifach niedern Berhältniffe von 

AL und AB, was man gewöhnlid fo ausprüdt: 
CL: CB=WVAL:VWAB 

Die Alten würden gefagt haben : die (zweiten) Potenzen von CL und BC verhalten fid 
zu einander wie die Linien AL und AB 

Zuf.4. Wenn man in dem rechtwinfeligen Dreiecke ACB ($ig. 105) 
aus der Spiße des rechten Wintele (C) die Senkrechte CD auf die Hy» 
potenufe zieht, und fie bis zum Durchfchnitt (F) mit der in A auf AC 
errichteten Senkrechten AF verlängert, fo find AD und CD die mitts 
lern Proportionalen zwifchen DF und DB. Denn 

DB: CD =(CD: DA = DA : DEF (Zuf. 1). 

Anmerfung 5. Gäbe es daher ein Mittel, um, wenn DF und DB rechtwinkelig 
verbunden find, die Linien AF, AC, CB fo zu ‚sieben, daß AF und AG in einem Puncte 
A der verlängerten BD, fo wie AC und BC in einem Puncte C der verlängerten DF 
ſich ſchnitten ‚ fo wäre das berühmte Problem, zwei mittlere Proportionalen zwiſchen 
zwei gegebenen Geraden zu finden, geometrifch gelöft. Allein dieß it nicht moͤglich. 
Plato hat inzwiſchen ein Verfahren ausgeſonnen, welches durch Hülfe zweier Winkelha— 
ken das Geforderte mechaniſch leiſtet. Dieſes Berfahren ift nichts anders als Anwendung 
unferes Zufaged, Man fehe die 2te Anmerk, zur 9ten Aufgabe des dritten Buches. 

Zuf. 5. Errichtet man BJ ſenkrecht auf AB und JL ſenkrecht auf 
ACJ, fo find AB und AJ zwei mittlere Proportionalen zwifchen AC 
und AL. Denn 

AC;AB= AB: AJ = AJ: AL (Zuf. 2). 

Anmerkung 6. Hierauf berußt die Einrichtung eines von Descartes *) erfundenen 
Inſtrumentes, um zwei oder mehrere mittlere Proportionalen zwiſchen zwei gegebenen Li— 
nien zu finden. Ich ſage zwei oder mehrere, da man, wie leicht zu ſehen, das Ziehen 
— Senkrechten auf AL und AJ auf die angefangene Weife beliebig voeit fortjegen 
ann. 


*) Geometria, lib. 11 et IH ab init. 
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Von tinien, die nad) dem äußern und mittlern DVerbält- 
niffe gefchnitten werden. 





210. Erklärung. Eine Linie (AB Fig. 107) heißt nach dem 
äußern und mittlern Verhättniffe (in C) gefchnitten, wenn die ganze 
Linie fid zum größern Stücke (AC) eben fo verhält, wie diefes groͤ— 
Bere Stüd zum fleinern (CB). 

Eucl. VI, 3. R 

Anmerfung 1. Wendet man auf unfere Erflärung 202, Zuſ. 6 an, fo fiebt man, 
daß eine nady dem mittlern und äußern Verhältniſſe gefehnittene Linie diejenige ift, wo 
das Quadrat des größern Abſchnittes gleihflädhig ift dem Rechtecke aus der ganzen Li- 
nie und dem andern Abſchnitte; und es folgt daraus von felbft: 

Zuf. Eine Gerade nach dem dußern und mittlern Verhältniffe 
fhneiden heißt fie fo fchneiden, daß das Quadrat des größern Stuͤ— 
des (AC) gleihflähig ift dem Rechtecke aus der ganzen Linie und dem 
fleinern Stuͤcke. 

Anmerfung 2. Wir haben bereits früher (96 und 97) von folden, auf die ge- 
nannte Weife gefchnittenen Linien, Gebrauch gemacht; und in der Anmerkung zu 96 
auf die 10te Aufgabe im erften Buche derfelben verwieſen, um eine Linie auf die ange 
gebene Weife zu ſchneiden. 

Anmerkung 3. Die Alten legten diefem Schnitte nad dem äußern und mittlern 
Berbältniffe einen hohen Werth bei, und nannten ibn darum den göttliden Schnitt, 
auch wohl fhlehthin den Schnitt. Und in der That die Eigenfhhaften, die er in ſich 
ſchließt, find bemerkenswerth. Euclides handelt von ihnen in den ſechs erften Sägen 
feines 13ten Budes, Wir glauben den Wißbegierigen unferer Zefer einen Dienſt zu 
erweiſen, wenn wir, um fie an die Art und Weiſe der Alten zu gewöhnen, diefe Säge fo 
viel als möglich mit den eignen Worten des Euclides wiedergeben und nur das hinzufü— 
gen, was nach unferm Urtheile hinzu gehört. 

All. Lehrſatz. Wenn eine Gerade (AB Fig. 106) nah dem 
Außern und mittlern Verhältniffe gefchnitten ift und man verlängert 
fie un die Länge des größern Abfchnittes (AC), fo ift die ganze fo 
entftandene Linie(BD) ebenfalls (in A) nach dem äußern und mittlern 
Verhältniffe gefchnitten und zwar bilder die urfprünglich gegebene Li: 
nie (AB) den größern Abfchnitt. 

Euel. XIII, 5. . s 

Beweis. Es fei die gegebene Linie L, der arögere Abſchnitt G, 
der kleinere K, fo daß alfoG-- K=L und L+G die verlängerte Li— 
nie ift. Alsdann 

LG == B2 & (210) 
alfo auch LG : L=G + K:G 
di. L+HG : L=L:6G, 

oder (Fig. 106) BD : AB= AB: AD. 

Anmerkung 1. Leitet man — der —— 
eine neue dividendo her, fo bat man . 

L—G:G=G-—K:K 

.W,K:G6G = G— K:K, 
derG:K=-K:G—K 

d. h. (Fig. 107) wenn BE = AC 
9 * 
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was folgenden Lehrſatz giebt: Schneivet man auf einer (in C) nad) dem äußern und mitt« 
lern Berbältniffe getheilten Linie (AB) von demjenigen Endpuncte aus, an welchem das 
Pleinere Segment liegt, ein Stüd (BE) glei dem größern Segmente (AC) ab, fo 
wird auch diefes in demfelben Puncte (C) wie die urfprünglih gegebene Linie nad dem 
äußern und mittlern Berhältniffe gefähnitten, und zwar wird dasjenige Scament nun 
das größere, welches bei der Theilung der urfprünglichen Linie das Pleinere war (BE). 

Anmerkung 2. Man hätte, wie man leicht fieht, anftatt BE = AC (Fig. 107) 
zu nehmen, au AF==BC (Fig. 108) maden fönnen, 

Anmerkung 3. Man ficht hieraus, daß wenn eine nad) dem äußern und mittlern 
Berbättniffe getheilte Linie gegeben ift, es immer mögli ift, aus ihr fowohl eine un- 
endliche Reihe wachſend fortſchreitender Linien, als auch eine eben foldhe Reihe abnehmend 
fortgehender berzuleiten, die alle gleihfalls nad dem äußern und mittiern Berhältniffe 
getbeilt find, und zwar braudt man nichts weiter zu thun, als zuerft die urſprünglich 
gegebene Linie und dann eben fo jede-zulegt gefundene in dem erftern Falle um ihr grö- 
fered Segment zu verlängern, in dem zweiten um ihr Fleineres zu verkürzen. 

Anmerkung 4. Da nad Anmerf. 2 , 

G—-K:K=-K:G 
und nah Vorausſetzung K:G=G : L 
pftauG— K:K=G6G:L=G:G+K 
ale (G + KG — K) = GK 
d. b. ift eine Gerade nad dem dufern und mittlern Verhältniß geſchnitten, fo ift der 
Unterſchied der Quadrate beider Segmente fo groß ald das Rechte aus eben diejen Seg— 
menten. 


212. Lehrfas. Wenn von zwei Geraden jede nach dem äußern 
und mittlern WVerhältniffe gefchnitten ift, fo find beide proportionirr 
getheilt d. 5. die Segmente der einen verhalten ſich wie die der 
andern. 

Eucl. XIV, 7. — Pappus C. M. V, 44. 

Beweis. Die beiden Linien feienL, 1; ihre gröfern Segmente 

G, g, ihre kleinen K, k, fo ift 


alfo (u + :1+ kı, = 6 
doumgL+K:Itk=G:g ar 
und dividend L—G-+- K:l— g-+k= 8 
.h: Ike bi 
ker 


‚ Anmerkung 1. Diefer Beweis ift von Euclides; inzwiſchen läßt fi die Richtig— 
keit unferes Sage: Fürzer darthun aus der Art, wie man verfährt, um eine Gerade auf 
die in Rede ftehende Weiſe zu ſchneiden (96). Es feien AB und EB (Fig. 68, a) 
zwei nad) dem äußern und mittlern BVerhältniffe in M und C gefäpnittene Linien, fo er: 
giebt fi) unmittelbar aus der Gonftruction : 

AG :BG= ED: DB 
AG : GH= ED : DF 
AG — GH: AG = ED — DF:DE«. 

„Anmerkung 2. Die Stüde einer nad dem dufern und mittlern Verhältniſſe ge- 
theilten Zinie werden zur Auflöfung vieler Aufgaben benugtz; man follte daher erwarten, 
eine fo getheilte Linie auf dem Proportionalzirkel zu finden. Aber bei weitem auf der 
Mehrzahl diefer Inftrumente findet fid) Feine unter diefem Namen getheilte Linie. Die: 
fer Mangel ift inzwiſchen nur ſcheinbar; fie ift in der That vorhanden, Wird nämlich 
ein Kreishalbmefler nad dem äußern und mittlern Berbältniffe gefhnitten , fo ift das 
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größere Stüd die Seite des in diefen Kreis befhriebenen regelmäßigen Zehnecks, wie 
wir jpäter (290) zeigen werden, Man braudt daher nur die auf dem Proportional- 
zirfel verzeichnete Seite des regelmäßigen Sechsecks d. h. den Radius ald ganze Linie 
zu nehmen, fo hat man in der ebenfalls verzeichneten Seite des Zehnecks das größere 
Stüd jener für die Theilung nad dem äußern und mittlern Verhältniſſe. 

213. Lehrſatz. Wird eine gerade Linie nad) dem dufern und 
mittlern Verhältniffe gefchnitten,, fo potenzirt die aus ihrer Hälfte 
und dem größern Stuͤcke gebildete Linie das fünffache Quadrat der 
Hälfte. 

Eucl. XIII, 1. 

Erläuterung. Es foll alfo (Fig. 107) (AC-H4AB),—=5(4 AB), 
fein. 

Beweis 1. Es ift 

AC, = AB,BC 
— AB, (AB — AC) 
— AB, — AB,AC (76) 


alfo auch 
AC, a8 AB,AC = AB, 
AC, 2 ZAB,AC + (ZAB), = AB, + (4AB), 
(AC + AB), = 5 (}AB), (74). 


= 5 (4AB), 
aber AG, = (AH + HG), = (AC + 4AB),, alfo 
| (AC + 4AB), = 5 (4AB), 
Anmerfung 1. Drüdt man unfern Sag nad Art der Neuern aus, fo erhält man 
| (AC -F 4 AB)? — ni ‚AB, alfo 
AC- 4AB = AB V’5, und daraus 
AC—= LAB VVS — 41AB — eine Beziehung, die 
das Verfahren an die Hand giebt, eine gerade Linie nad dem dufern und mittlern Ber: 
bältniffe zu theilen (10te Aufgabe des Iten Buches). 
Anmerfung 2. Man bat aud 
2 AC=4AB(Y5 - N 
alfoBC = AB— HAB (VY5 — 1) 
=4ABQ2 — VS D 
— 3 AB 3 — V 5), 
alſo AA:BE=V5 —1:3— VY 
woraus man fieht, daß unfer Schnitt für alle Linien derfelbe ift d. h. daß jede durch ihn 
in Segmente getheilt wird, die bei der einen genau daffelbe Verhältniß, wie bei jeder 
andern haben, 

214. Lehrſatz. Wird eine gerade Linie nad) dem aͤußern und 
mittlern Verhältniffe gefchnitten, fo find beide Segmente zu einan: 
der und zur ganzen Linie incommenfurabel, und jedes führt den Ma: 
men Apotome. 

Eucl. XII, 6. 

Beweis. Nah 213, Anmerkung 2 it G=4L(V5—1) und 
K=}3L(3— v 5), alfo beide zu einander und zur ganzen Linie ins 
commenfurabel. — 

Euclides nennt (X, 74) Apotome den Unterfchied zweier blos in 
Potenz commenfurabler Linien, wie es hier V 5 in Beziehung auf 
1 und Z ift, deren Quadrate 5, 1, und 9 commenfurabel find. 


215. Lehrfag. Wenn man eine gerade Linie (KJ Fig. 109) 
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in zwei folche Abfchnitte (BK, BJ) theilt, daß die ganze Linie dag 
fünffahe Quadrat eines diefer Abfchnitte (BK) potenzirt, und man 
theilt die doppelte Länge (BD) deffelben nach dem äußern und mittlern 
Verhältniffe, fo ift das größere Stuͤck gleich dem andern Abfchnitte 
(BJ) der gegebenen Linie. 
Eucl. XIU, 2. 
Beweis. Es ift unferer Annahme gemäß 
KJ = BK.V5, alfo 
BJ = KJ — BK=BKv5 — EEK 
=BR(vw5 —1ı) 
‚ Wenn aber BD, welhe = 2BK, nah dem aͤußern und mittleren Ver: 
hältniffe gefchnitten wird, fo ift das größere Stuͤck 
4BD(VY5 —1)=BK (v5 — 1) (214) 
alfo BJ diefes größere Stüd, 

216. Lehrſatz. Wird eine Linie L nad dem aͤußern und mitt 
lern Verhaͤltniſſe gefchnitten, fo potenzirt die aus dem kleinern Stüs 
ee (K) und der Hälfte des größern (G) zufammengefeßte Linie das 
fünffache Quadrat von der Hälfte des größern Stuͤckes. 

Eucl. XIII, 3. 

Beweis. DoOK:G—=4L(3 — V5):iIL(v 5 — 1) 
(213, Anmerkung 9), pitauK:G=3 — v3: v5—1, 
und mithin 





—_6 8—-v9 
2(3—V 5 v5—1+46—2V5 
436 er 
— deV5 
13 
—6. V5 


alfo KL6)M = 5 (Ga 
217. Lehrſatz. Wird eine gerade Linie CL) nach dem Aufern 
und mittleren Verhältniffe gefchnitten, fo ift das Quadrat des Fleinern 
Abfchnittes (K) und das Quadrat der ganzen Linie (L) zufammen ge: 
nommen fo groß als das Dreifache des Quadrates von dem größern 
Abfchnitte (G). 
Eucl. XIIT, 4. 
Beweis. Nah 213, Anmerkung 2 ift 
K= aL (3 — V 5), 
alfoK? = 4Ll? (9 — 6 V5 +5) = 4L? (14 —6V55) 
und K? + L? = 1L? (18 — 6 v5), 
aber nah 213, Anm. 2 ift auch 
u — 
= Tr _y ie = 


alfoK2? + L2 — G?. 


—446 
— 
8 —-6V5 

— — — — 62. 
ET 
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218. Lehrſatz. Wenn man zwei Vieledfe (M und N $ig. 57), 
von gleicher Seitenzahl durch Diagonalen, die man von einer Ecke 
CA, F) nad) allen übrigen zieht, in Dreiedfe (BAC, CAD, DAE und 
GFH, HFJ, JFK) zerlegt, fo find die Vielecke ſtets aͤhnlich, wenn 
jene Dreiecke paarweife, und zwar je zwei folche, die in der Reihen» 
folge fich entfprehen, ähnlich) find; (alfo ABACWAGFH, ACAD 
ev AHF, ADAE w AJIFK). 

L. G. UI, 26, Anmerkung. 

Beweis. Aus der Sleichheit der Winkel in den ähnlichen Drei» 
ecken leitet man die Sleichheit der gleichgelegenen Winkel beider Viel: 
ecke her, als die erfie Bedingung ihrer Aehnlichkeit. 

Eben fo folgert man aus der Proportionalität der Seiten in den 
aͤhnlichen Dreiecken die der entfprechenden Vielecfsfeiten — und dieß 
ift das zweite Erfordernig der Aehnlichkeit unferer Vielecke. 

Anmerkung. Diefer Sag mußte bewiejen werden, damit man ſehe nit blos, daß 


ähnliche Vielecke möglich find, fondern aud wie man bei ihrer Gonftruction verfahren 
müſſe. S. 2te Aufgabe des 2ten Buches. 


Zuf. 1. Sind zwei Dreiecke ähnlich, fo muͤſſen es auch ſtets 
die Parallelogramme fein, welche ein Paar entfprechender Seiten zu 
Diagonalen haben, und daher doppelt fo groß ale die Dreiede find. 
Darum gilt alles, was für ähnliche Dreiecke erwiefen ift, nothwendig 
auch für ähnliche Parallelogramme. Ä 

-Zuf. 2. Die beiden Parallelogramme (Fig. 52), welde um die 
Diagonale eines andern liegen ,. find unter fih und dem Ganzen, zu 
welchem fie gehören, ähnlih. 

Eucl. VI, 24.. 

219. Lehrfatz. Aehnliche Vielecke (M und N Fig. 87) laſſen 
ſich durch entfprechende Diagonalen in ähnliche Dreiecke zerlegen. Die 
Flächenräume folder Vielecke verhalten fih, wie die Quadrate ihrer 
entfprechenden Seiten, oder ftehen in dem zweifach hohen Verhält: 
niffe diefer Seiten. 

Eucl. VI, 0. — L. G. Ill, 26, 27. 

Beweis. Erfter Theil aus 198. — Zweiter Theil aus der de: 
trachtung, Daß die Vielecke fih wie die Summen ihrer Dreiecke, und 
diefe wie die Quadrate ihrer entfprechenden Seiten, alfo wie die Qua: 
— der entſprechenden Vielecksſeiten verhalten, in Verbindung mit 

. 158. 

Anmerkung 1. Man Fann nun die 2, 3, 4, 5, 6, und 7 Aufgabe im vierten 
Bude auflöfen, 

Zuf. 1. Sind vier Linien proportionirt, fo ftehen die über ih: 
nen befchriebenen Quadrate in dem zweifach hohen Verhaͤltniſſe diefer 
Linien; darum kommt das geometrifche Quadrat mit dem zweifach 
hohen Verhältniffe überein, und man kann die arithmetifchen Qua— 
drate oder die zweiten Potenzen von Zahlen, welche die Längen von 
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Linien ausdrücken, anſtatt der geometrifchen Quadrate gebrauchen. 
©. 136, und 203, Zuf. 5. 

König zu Eucl. VI, 20. 

Zuf. . Aus diefem Sage, auf Parallelogramme angewandt 
und verglichen mit 203, Anm. 2, ſieht man, in welhem Sinne Eu: 
clides im 18ten Sage feines VIII Buches behauptet, daß: „ähnliche 
Flächenzahlen im zweifach hohen Werhältniffe ihrer entfprechenden 
Seiten fiehen; und (S. 26) daß fie fih zu einander verhalten, wie 
eine Quadratzahl zu einer Quadratzahl.“ 

Zuf. 3. Sind drei Linien ftetig proportionirt, fo verhäft fich 
eine über der erften befchriebene Figur zu der über der zweiten befchries 
benen und der erftern ähnliche Figur, wie die erfte der drei Linien zur 
dritten (160). 

Zacquet zu Eucl. VI, 20, Zuſ. 2. 

Anmerkung 2. Auf diefem Sage beruhen die auf den Proportionalzirkeln franzö- 
fifher Gonftruction unter dem Namen „les Plans‘ befindlichen Linien. Sie ftehen nicht 
auf den englifhen Proportionalzirkeln. Auf einigen andern findet’ man fie auch wohl 
unter der Benennung der geometrifhen Linie, Sie dienen dazu, um, wenn eine gege— 
bene Figur vergrößert oder verkleinert werden fol, die Seite der Figur zu finden, wel: 
de der gegebenen ähnlid und von ihr ein beftimmtes Bielfahe oder einen beftimmten 
Theil ausmadt. Da auf diefen nämlidy der Abftand z. B. von O bis 90 das Dreifache, 
von O bis 40 das Zweifache ꝛc. des Abftandes von O bis 10 ift, fo ſtehen die Zahlen 
90, 40, 10 oder 9, 4, 1 in dem zweifach hohen Verhältniffe der ihre Entfernung 
von einander meffenden Zahlen 3, 2, 1 d. h. in dem Berhältniffe, weldes ähnliche Fi— 
guren zu einander haben , deren entfpredende Seiten fi) wie die Zahlen 3, 2, 1 ver: 
halten. Sollte man aljo eine Figur conftruiren, die dad Neunfache von einer gegebe- 
nen und ihr ähnlichen wäre, fo faffe man eine der Seiten der legten in den Zirfel und 
bringe (durch erforderlihes Deffnen des Proportionalzirfels) feine Spigen auf zwei fidy 
entſprechende Zahlen unferer Linien 3. B. 10 und 10, alödann wäre der Abjtand von 
90 bis 90 die entfpredende Seite der gefuhhten Figur, Oder würde ein Viele gefor: 
dert, dad der ſechſte Theil von einem gegebenen wäre ; jo gebe man dem Proportional- 
zirfel eine ſolche Deffnung, damit ein gewöhnlicher Zirkel, der genau eine der Seiten 
der gegebenen Figur umfpannt, die Entfernung 3.8, von 96 bis zu 96 meffe; alödann 


ift die Entfernung von r3 d, i. von 16 zu 16 die entfpredende Seite des gefuchten 


Vielecks; welches 5 von dem gegebenen iſt; deren Seiten ſich alfo zu einander verhal- 
ten wie ve 1, derweil: VG. 


220. Lehrfas. Sind vier Linien proportionirt, fo ftehen die 
beiden ähnlichen Figuren, die man auf entfprechende Weife über den 
beiden erften befchreibt, in demfelben Verhältniffe, wie die beiden 
Ähnlichen und auf entfprechende Weife über den beiden legten unferer 
Linien befchriebenen Figuren; und umgekehrt, ſtehen zwei ähnliche 
Figuren in demfelben Verhältniffe wie zwei andere folche Figuren, fo 
find ihre entfprechenden Seiten proportionirt. 

Erfter Beweis. Nach Euclides, 

Erfter Theil. Vorbereitung: A, B, C, D feien die vier Linien; 
b die dritte Proportionale zu A und B, und d eine dergleichen zu C 
und D; alfo 
CG:D 
B:b 
D:d 


a>» 


: B 
:B 
: D 


I 
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daher B: b D:d 

und A : C b:d 

9 J overA:b=C:d 

um ift aber Fig. Über A : Fig. über B—=A: bı. 
Fig. über C : Fig. über DC: ai 219, Zuf. 3 
alfo Fig. über A : Fig. über B— Fig. über C: Fig. über D. 
Zweiter Theil. Worbereitung. Nimm d als vierte Proportios 
nale zu A, B, GC; alfo 


q:B 
und A, : By A 
alfo dk, = D,, und d=D, alfo 
A:B=tC:D. 

Anmerkung. Diefer, in feinem zweiten Theile bier fehr vereinfachte, Beweis des 
Euclides ijt ſchön und ftreng geometriſch. 

Zweiter Beweis. Eriter Theil. Aus 219, 219, Zuf. 1, und aus 
155, Zuf. 1. 

Zweiter Theil. Aus 155, Zuf. 1 und 219, Zuf. 1. 

221. Lehrſatz. Im jedem rechtwinfeligen Dreiede (Fig. 110) 
ift eine beliebige über der Hypotenuſe befchriebene Figur, fo groß als 
die beiden Figuren zufammen genommen, bie ihr ähnlich und auf ähn: 
liche Weife über den Catheten befchrieben find. 

Eucl. VI, 31. 

Deweis. Aus 219, 153, 219, 87, 142. 

Anmerkung 1. Bon unferm Sage ift der Pythagoräiſche Lehrſat (87) ein befonderer 
Fall; und beide Säge find Folgerungen aus einer allgemeinern Eigenſchaft der Dreiede, 
wie dieß in 87, Anmerkung 2 und in Sag 91 und deffen Zufägen gezeigt worden iſt. 

Anmerkung 2. Man kann nun die Ste Aufgabe des Aten Buches auflöſen. 

222%. Lehrfag. Alle regelmäßigen Vielecke von gleicher Sei: 
tenzahl find aͤhnlich, und ihre Flähenräume verhalten fih wie die 
Quadrate ihrer Seiten, oder ihrer Halbmeffer, oder ihrer Perpendis 
tet (109). 

L. G. IV, &. 

Beweis. Erfter Theil. Aus 218 und der Befchaffenheit aͤhn— 
licher Bielede. 

Zweiter Theil. Aus 219 und 205- 

Zuf. Daher find ſolche Vielecke, wie diejenigen, von denen 
oben in ©. ©. 113 — 116 (Fig. 80, 81 und 82) gehandelt worden 
ift, ähnlich den Vielecken, in denen fie fiehen; und für ©. 116 fell 
das eingefchriebene Vieleck (EFGJL Fig. 82) nah Umfang und Sins 
halt ein minimum fein, wenn die Puncte E, F, G, J, L die Halbi⸗ 
rungspuncte der Seiten des Vielecks ſind, in welches es eingefchries 
ben if, Denn dann ift der Nadius OE als Perpenditel auf AD aus 
O am fürzeften. 

223. Lehrfag. Die Umfaͤnge regelmäßiger Vielecke von gleich 
viel Seiten, die Über Linien von ungleicher Länge befchrieben find, 
verhalten fich wie ihre Halbmeſſer, oder ihre Perpendikel. 

Beweis. Aus 102, Zuf. 2, und 196, Zuſ. 2. 

Zuf. In allen regelmäßigen Vielecken von gleicher Seitenzahl 
ift das Verhältnig des Umfangs zum Halbmeſſer oder zum Perpendi⸗ 
kel ein und daſſelbe. 
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224. Lehrſatz. Regelmaͤßige Vielecke von verfchiedener Sei— 
tenzahl ſtehen im zuſammengeſetzten Verhaͤltniſſe ihrer Umfaͤnge und 
Perpendikel. | 

Deweis. Aus 117, und 152. 

Zuf. Sind alfo die Umfänge gleich, fo verhalten ſich die Flaͤ— 
henräume wie die Perpendifel, und bei gleichen Flächenräumen ver» 
halten ſich die Umfaͤnge umgekehrt wie die Perpendikel (143, und 150). 

225. Lehrfas. Von zwei regelmäßigen Vielecken (ABDEF und 
GOKLMN Sig. 111), deren Umfänge gleich find, hat dasjenige 
(GOKLMN) das größere Perpendifel (PQ), welches die größere Sei: 

tenzahl hat. 

Vorbereitung. Der Umfang des einen und des andern Vielecks 
fei U; in jenem die Seitenzahl m, in diefemn, und zwar feim>n; 


U 
ziehe CJ und PQ | |; dann ift FE — 7 GN= J alſo FE 


>6N, und darum auch FJ>GQ; mache RI—=GQ, und ziehe RC. 
Es ift nun W. FCE>GPN, alfo auh W. FCI>GPQ. 
Deweis. FJ: CGQ — 2 : 2 a : — aber auch 


n nm — 
FCJ : GPQ — — — alſo 
FJ : GQ oder RJ = FCJ : GPQ 
Nun ift aber FJ : RJ > FCJ : RCJ (206, Zuf. 2) 
alfo auch FCJ : GPQ > FCJ : RCJ 
mithin GPQ < RCJ 
und darum PGQ > CHI. 

Legt man alfo an JR in R den Winkel JRS, welcher gleich PGQ, 
fo muß der Schenkel RS jenfeits des Schenfels CR, von JR aus ges 
rechnet, fallen und darum fein Durchſchnittspunct mit JC auf deren 
Verlängerung liegen, alfo JS>JIC, aber, wie leicht zu fehen, ift JS 
—=PQ, alfo PQ>IC. | 

226. Lehrſatz. Won zwei regelmäßigen Vielecken, die gleiche 
Umfänge haben, hat den größern Flächenraum dasjenige, welches die 
größere nl Seiten hat, 

Papp. coll. math, V, 1. — L. G. IV, Ant. S. 7. 

Deweis. Aus 224, Zuf. und 225. 

Zuſ. Haben ein gleichfeitiges Dreieck, ein Quadrat und regelr 
mäßiges Sechseck gleiche Umfänge, fo hat das Sechseck einen groͤ⸗ 
ßern Flaͤcheninhalt als das Quadrat, und dieſes einen groͤßern als 
das Dreieck. 


Berechnung. Fuͤr das Sechseck PORSTU (Fig.80) iſt das Per: 
pendikel | u 
x=- VW - = Vmw’-1m 
V3Rs 
—RS. 3 
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alfö wenn Ü den Umfang bezeichnet 
xX=e,vi=l.vd 
Für das Quadrat ift das Perpendifel der Hälfte der Seite gleich, 
alſo = 5 = U VJ, alfo Keiner als im Sechsecke. 


Sm gleichfeitigen Dreiecke DAF endlich ift das Perpendifel 
CX 4 AX (208, auf. 3) 
— ee — 
= I Vv 
=+AFVY3=AFVH 
—— 1 
3 Va 
alfo Heiner als das Perpendikel des Quadrates. 

Anmerkung. Die Bienen, welde ihre Zellen ſechseckig bauen, bedienen ſich alfo 
einer von den Figuren, bei denen Fein Raum ungenüst verloren gebt (104, Zuf. 2) 
und namentlidy diejenige, welde bei demfelben Umfange den größten Inhalt hat. 

Man vergleihe Pappus in der fehr leſenswerthen Vorrede zum 5ten Bude feiner 
mathematiſchen Sammlungen, und von den Neuern unter andern: la Chapelle insti- 
tutions de geometrie Tom II, p. 217 — 33. 


227. Lehrſatz. Wenn man in einem regelmäßigen Fuͤnfeck 
(Fig. 79) aus den beiden Endpuncten (H, K) einer der Öeiten (HK) 
nach den Endpuncten der beiden anaränzenden Seiten (KC, HE) ges 
trade Linien (HC, KE) zieht, fo finden folgende Beziehungen Statt: 

1. Diefe beiden Diagonalen theilen das Fuͤnfeck in einen Rhombus 

(CBEX), in zwei gleichfchenfelige Dreiecfe (KXC, HXE), de: 

ren Schenkel den Seiten des Fuͤnfecks gleich find, und in ein 

drittes gleichfchenkeliges Dreieck (KXH), deffen Grundlinie die 
zuerft genannte Seite des Fünfeds iſt. 


2. Sede diefer Diagonalen fehneidet die andere nach dem dufßern 
und mittlern Verhältniffe, und zwar hat der größere Abfchnitt 
die Länge der Fuͤnfecksſeite. 

3. Zieht man alle Diagonalen des Fuͤnfecks, fo wird jede von zwei 
andern fo gefchnitten, daß das arößere Stuͤck, welches die eine 
diefer leßtern abfchneibet, durch die andere wiederum nach dem 
äußern und mittlern Verhaͤltniſſe getheilt wird; und zwar ift 
das kleinere Stück das zwifchen den beiden Durdfchnittspuncten 
enthaltene. 

4. Die Durdfchnittspunete diefer fämmtlichen Diagonalen bilden 
die Ecken eines neuen Fuͤnfecks, das dem urfprünglichen ähnlich, 
mit ihm einen gemeinfchaftlihen Mittelpunct hat, deflen Lage 
aber der des erftern entgegengefeßt ift, und deffen Seite endlid, 
fid) zu der des gegebenen verhält, wie der kleinere Abfchnitt eis 
ner durch eine andere gefchnittenen Diagonale zu diefer feldft. 

Eucl. XII, 8. (für den zweiten Theil) 

Beweis. Erfter Theil. Aus 104, Zuf. 1, 38, 51, 25. 
Zweiter Theil. A KXHw A KHE (196) ꝛc. 

Dritter Theil. AKXHD A HVE verbunden mit 215, Anm. 2. 


A 
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Vierter Theil. Regelmaͤßig ift das Fuͤnfeck ONVXY, wie man 
aus der Congruenz der Dreiecke BON, ENV xc. fieht, und ift daher 
dem urfprünglichen Fuͤnfeck BCKHE ähnlich (222). 

Einen gemeinfchaftlihen Mittelpunct haben beide Fuͤnfecke, da 
die Senkrechten, die man auf den Seiten des einen in ihren Halbis 
rungspuncten errichtet (wie BJ) auch die Seiten des andern unter rechs 
ten Winfeln halbiren. 

Endlih ift, da A BKHwW A BON, ON:KH=BO:BK. 

Anmerkung 1. Alle diefe Eigenſchaften, von denen unfer Sag handelt, find den 
Fünfeden eigenthümlich, mit Ausnahme der einzigen, daß die Diagonalen in "den Pun« 
cten ihres gegenfeitigen Durchſchnitts die Eden eines neuen dem urfprünglihen ähnlichen 
Vielecks biſden. Diefe theilen alle Bielede vom Fünfecke an, nur mit einigen Befon- 
derheiten,, von denen wir fpäter (300) handeln werden. 

Anmerkung 2. Berfährt man mit dem neuen Fünfecke wie vorher mit dem gegebe= 
nen, fo entfteht ein drittes Fünfeck, von dem Alles das aud gilt, was unfer Sab für 
ONVXY nachgewieſen bat. 


— — — — 
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301. Zieht man aus der Ede (A) eines Dreiecks (ABC Fig. 63) nad der Gegen— 
feite (BC) zwei gerade Linien (AD, AE) fo, daß jede diefer lesteren die erftere unter 
einem Winfel ſchneidet, welcher glei ift dem, von deſſen Scheitel beide auslaufen 
(ADC =BAC= AEB), fo erhält man zwei Dreiede (ADC, AEB), weldye beide dem 
Urdreiede und daher auch unter einander ähnlich find. 

196. 

Trage: Bon welchem Sage des vierten Buches Fann der vorftchende als eine Er— 

mweiterung angefehen werden ? | 

Anmerkung. Der Kürze halber ſollen die Linien AD, AE den Namen Aehnlich— 
feitstinien führen; beide mögen die Aehntlichkeitstinten der Ede A heißen, und 
zwar AD die zur Seite AG, AE dagegen die zur Seite AB gehörige. 

302. Zieht man aus der Spige eines der Winkel eines Dreiecks die beiden Aehn— 
lich keitslinien (AD, AE Fig. 63), fo ift das Duadrat jeder von den diefen Winkel ein- 
ſchließenden Seiten glei dem Rechteck aus der dritten Seite und dem Segmente verfel: 
ben, welches zwijchen jener Seite felbft und der zu ibr gehörigen Aehnlichkeitslinie ent: 
halten iſt; alfo AC4—CB,CD, AB,—BC;BE. 

196 


303. Das Quadrat jeder der beiden von einer Ede auslaufenden Aehnlichkeitsli— 
nien ift gleih dem Rechteck aus den beiden Segmenten (BE, CD Fig. 63) der dieſer 
Ede gegenüberliegenden Seite, welche zwifchen den beiden andern Dreicdöfeiten und ihren 
zugehörigen Aehnlichkeitslinien enthalten find. 

304. Das Rechteck aus einer Aehnlichkeitslinie und der Dreiedsfeite, nad wel— 
der fie gezogen ift, ift glei dem Rechteck aus den beiden andern Dreiedöfeiten. 

305. Der Unterfchied zwifden der Duadratfumme der beiden Seiten eines Dreicds, 
von deren gemeinſchaftlichem Endpuncte aus die beiden Aehnlichkeitslinien gezogen find, 
und zwiſchen dem Quadrate der dritten Seite, ift gleih dem Rechtecke aus eben dieſer 
— Seite und dem zwiſchen den beiden Aehnlichkeitslinien enthaltenen Segmente der— 
elben. 

A. 302 — 72. 

Zuſ. 1. In jedem rechtwinkeligen Dreieck fallen die nach der Hypotenuſe gezogenen 
Lehnlichkeitslinien zuſammen. 

Zuſ. 2. Das Rechteck aus jeder Cathete und dem zwiſchen ihren Aehnlichkeitsli⸗ 
nien enthaltenen Segmente ift doppelt fo groß als das Quadrat der andern Gathete.' 

306. 3ieht man aus jeder Ede eines Dreieds ihre beiden Aehnlichkeitslinien, fo 

ift die Summe der drei Rechtecke aus jeder Seite unde demjenigen Segmente derjelben, 
welches zwiſchen den beiden nach ihr gezogenen Aehnlichkeitslinien enthalten ift, gleich der 
Duadratfumme der Seiten, 
307. In jedem rechtwinkeligen Dreiede ift die Summe der beiden Rechtecke, die 
einzeln aus einer Gathete und dem Segmente derfelben gebildet werden, welches zwiſchen 
den nad ihr gezogenen Aehnlichkeitslinien enthalten ift, doppelt fo groß als das Qua— 
drat der Hypotenuſe. 

DVoppelter Beweis. Entweder aus X. 305, 3. 2, oder aus X. 306. 

308. Iſt in einem Dreiede einer der Winkel halb fo groß, ald die Summe der 
beiden andern, und man zieht aus deffen Spitze die beiden Aehnlichkeitslinien, fo ift das 
Rechteck aus der Seite, nad welder fie gezogen find, und dem zwiſchen beiden Wehn- 


nen enthaltenen Segmente deffelben glei dem Rechteck aus den beiden andern 
eiten, 


A. 183: 
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309. Nimmt man auf einer geraden Linie drei beliebige Puncte (A, B, C Fig. 64), 
und zieht durdy zwei derfelben (B, C) zwei beliebige Parallelen (BD, CE), fo daß fie 
fih eben fo zu einander verhalten wie die Entfernungen (BA, CA) der Puncte, durd 
welde fie geben, vom dritten Puncte (A), fo liegt diefer dritte Punct mit den End: - 
puncten der beiden Paralleten ftets in einer geraden Linie, 

Frage: Wovon hängt es ab, ob die beiden Parallelen auf derfelben, oder auf ver: 
ſchiedenen Seiten der urfprünglien Geraden (BAC) liegen follen ? 

Zuf. Bleibt Alles wie beim Hauptfage und man zieht aus denfelben Puncten (B, 
C) ein zweites Paar Parallelen (BF, CG), welde daffelbe Verhältniß zu einander ha— 
ben, wie das erfte Paar, jo liegen aud deren Endpuncte mit dem dritten Puncte in ei= 
ner geraden Linie, 

310. In jedem Dreieck ift das Duadrat des Stüdes einer Winkelhalbirenden, 
welches zwifchen dem Scheitel des balbirten Winkels und feiner Gegenfeite enthalten ift, 
glei dem Unterfchied zwifchen den beiden Rechtecken, von denen das eine aus den dem 
balbirten Winfel anliegenden Dreiedsfeiten, dad andere aus den durd die Halbirende be— 
ftimmten Segmenten der Gegenfeite gebildet wird, 

Fig. 73. BE = BD; CF = CD; A AED w A ADF. 
Anmerkung. Der Sap behält im Allgemeinen feine Gültigkeit, wenn einer_der 
Außenwinkel hatbirt wird, und läßt fih auch ein dem vorher angedeuteten ganz ähn« 
licher Beweis führen. . 

311. Berbindet man die Spigen zweier Dreicde, welde eine gemeinfchaftliche 
Grundlinie haben, durd eine gerade Linie, und verlängert diefelbe, wenn es nöthig ift, 
bis fie die gemeinſchaftliche Grundlinie oder deren Verlängerung ſchneidet, fo verhalten 
fi) die Stuͤcke diefer Linie, zwiſchen den Spigen der Dreiede und der Grundlinie, wie 
die Flächenräume der Dreiede, 

Frage: In wiefern bleibt der Sas nod richtig, wenn beide Dreiede gleichflächig 
und beide Spisen auf derfelben Seite der Grundlinie liegen ? 

312. In jedem rechtwinkeligen Dreiede ift die Hypotenufe mit dem auf fie aus der 
Gegenede gefältten Perpendifel zufammen genommen größer alö die Cathetenſumme. 


154. 

313. - In jedem rechtwinkeligen Dreiede ift das zur Hypotenuſe gehörige Höhen- 
perpendifel größer als die doppelte Länge der Senfredten, die man aus dem gemein- 
ſchaftlichen Durchſchnittspuncte der die Winkel halbirenden Linien auf eine der Sei— 
ten fällt. 

A. 312. — A. 121. 

314. Zieht man die drei Höhenperpendifel eines Dreieds, und verlängert fie, 
wenn ed nöthig ift, bis zu ihrem gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct (X. 22), fo find 
die drei Rechtecke, die man aus den Stüden eines jeden bildet, welche zwiſchen dem ge= 
meinſchaftlichen Durchſchnittspuncte und feinen beiden Endpuncten (Spige und Fußpunct) 
enthalten find, unter einander gleichflächig. 

Frage: In wiefern ift unfer Satz aud beim rechtwinkeligen Dreiede wenigftens 
nicht unrichtig ? 

315. Wenn zwei Dreiede (ABC, DBC Fig. 65) eine gemeinfdaftliihe Grundlinie 
(BC) haben, und zwifchen denfelben Parallelen liegen, fo find die von den beiden an— 
dern Seiten begränzten Stüde (EF, GH) jeder mit der gemeinfhaftlihen Grundlinie 
parallelen Geraden (EH) von gleidher Größe, 

316. Zieht man in einem Dreiede (ABC Fig. 66) das zu einer der Seiten (BC) 
gehörige Höhenperpendifel (AK), mit demfelben durch einen der Endpuncte (B) der ges 
nannten Seite eine Parallele (BO), weldye mit legterer von gleidher Größe (BD= BC), 
verbindet ihren Endpunct (D) mit dem Fufpuncte (K) des Höhenperpendifels (AK), 
und zieht durch den Durchſchnittspunct (E) diefer Berbindenden mit der Dreiedsfeite 
(AB), EG parallel mit BC, und EF, GH beide parallel mit AK, fo ift das Viereck 
EGHF ein Quadrat. 

Anmerfung. Solcher Quadrate giebt ed alfo für jedes Dreieck drei. 

317. Sind in einem Dreiede Grundlinie und zugehörige Höhe von gleicher Länge, 
fo ift dasjenige von den drei Quadraten, die auf die im vorigen Sage angegebene Weife 
in das Dreied beſchrieben werden Fönnen, welches über einem Theile diefer Grundlinie 
fteht, halb fo groß als das Dreieck, und audy jede feiner Seiten halb jo groß als des 
Dreieds Grundlinie, 


318. In jedem gleichfchenkeligen Dreiecke find die beiden in daffelbe beſchriebenen 
Quadrate, deren Seiten mit den Schenkeln zufammenfallen , von gleiher Größe. 


#. 
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319. Auch im rehtwinfeligen Dreiede find die beiden in daffelbe beſchriebenen Qua» 
drate, deren ‘Seiten mit den Gatheten zufammenfallen, von gleiher Größe. 


320. Schneidet man von den Winfelfpisen eines Dreiedd aus uuf den nah den 
Halbirungspuncten der Gegenfeiten gezogenen Zransverfalen, oder ihren über die Eden 
binaus gehenden Berlängerungen Stüde ab, die fi eben fo zu einander verhalten, wie 
die Trandverfalen felbft, auf denen fie abgefchnitten worden, und fällt aus jedem dieſer 
Puncte auf die Dreiedöfeite, welde dur die Transverfale halbirt wird, eine Sen 
rechte, fo haben diefe bei hinreihender Verlängerung ſtets einen gemeinſchaftlichen Durch— 
ſchnittspunct. 

A. 22. 

321. Verbindet man in einem ſpitzwinkeligen Dreiecke die Fußpuncte zweier Hö— 
henperpendikel, ſo iſt dieſe Gerade antiparallel (A. 37, Anm.) derjenigen Dreiecksſeite, 
auf welcher ihre Endpuncte nicht liegen. 

196. 

Frage: In wiefern iſt unfee Sag auch beim rechtwinkeligen Dreiecke noch wahr? 

322. Verbindet man alle drei Fußpuncte der Höhenperpendikel eines ſpitzwinkeli— 
gen Dreiecks unter einander, fo werden die Winkel des durch jene Verbindungslinien ges 
bildeten Dreiedö durch die Höhenperpendifel des Urdreieds halbirt. 


Frage: Wie ändert ſich unfer Sag für recht- und ftumpfwinkfelige Dreiede ? 

323. Theilt man eine der nicht parallelen Seiten (AD) eines Paralleltrapeziumd 
(ABCD #ig. 67) in zwei Stüde (AE, ED), die fid zu einander verhalten, wie die 
Zahlen m und n (alfo AE : ED = m : n) und zieht durch den Theilpunct (E) eine 
Gerade (EF) parallel mit den beiden parallelen Seiten, fo ift ftets: n.AB--m.CD 
= (m + n). Er. 

196, Zuſ. 3, angewandt auf die Dreiede ABC und ACD. 

uf. Die Gerade, welde die Halbirungspuncte der beiden nicht parallelen Seiten 
eines Paralleltrapeziums verbindet , ift alfo das arithmetiſche Mittel zwiſchen den beiden 
parallelen Seiten, 

324. ‚heilt man eine Gerade (AB Fig. 68) in zwei Stüde (AC, CB), welde 
fi) mie zwei beliebige Zahlen m und n verhalten, zieht dann eine beliebige zweite Ge— 
rade (DE), melde die erftere fehneidet und durd die Puncte A, C, B drei belichige 
Parallelen AD, CF, BE, die man bis zum Durchſchnitt mit DE verlängert, fo ift ftets: 
m.BE—n.AD=(m-+n).CF. 

R Frage: Wie läßt ſich diefer und der vorige Sag in einen einzigen zufammen- 
fafien ? 

325. Erflärung. Mittelpunct der mittlern Entfernungen (von einigen auch 
Mittelpunct der Entfernungen, von andern Punct der mittlern Entfernungen genannt) 
beißt für eine geradlinige Figur derjenige Punct, deſſen Entfernung von irgend einer 
in der Ebene der Figur gezogenen Geraden das arithmetifhe Mittel ift, zwiſchen der 
algebraifen Summe der Entfernungen aller Eden von eben diefer Geraden, 


326. Für jedes Dreieck ift der Mittelpunct der mittlern Entfernungen der gemein- 
ſchaftliche Durchſchnittspunct der Transverfalen, melde die Eden mit den Halbirungds 
puncten der Gegenfeiten verbinden. 

207 — A. 323. 

327. Zür jedes Biere ift der Mittelpunct der mittlern Entfernungen der gemein= 
ſchaftliche Durchſchnittspunct der drei Geraden, welde die Halbirungspuncte je zweier 
Gegenfeiten verbinden, 

328. Zieht man durch den Mittelpunct der mittlern Entfernungen irgend eines 
Bieleds eine beliebige gerade Linie, und nad ihr von ſämmtlichen Een Parallelen von 
beliebiger Richtung, fo ift die Summe derjenigen von ihnen, welche auf der einen Seite 
der durd den Mittelpunct gehenden Geraden liegen, glei) der Summe derer, die auf 
der andern Seite liegen. 

329. Bilden die drei Seiten eines rechtwinkeligen Dreieds eine ftetige geometri— 
fe Proportion und man zieht die Senkrechte auf die Hypotenuſe aus der Gegenede, jo 
ift die kleinere Gathete gleidy dem nicht anliegenden Hypotenufenfegment , und die Hypo— 
tenufe jelbft wird durd die Senkrechte nady dem äußern und mittlern Verhältniß (210) 
getheilt, 

330. Umkehrung des vorigen Satzes. 

331. Wenn man auf den Seiten eines Dreieds (ABC Fig. 39) von ihren End- 
puncten aus gleihmäßig Stüde (BD, CE, AF) abſchneidet, welde einzeln dreimal 


Fu 
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fo Flein find, ald die Seiten, auf denen fie abgeſchnitten worden, und diefe Durdfchnitts- 
puncte (D, E, F) mit den Gegeneden verbindet, fo ift jedes der Dreiede AFH, BDJ, 
CEG dreimal fo Flein al& das mittlere GHJ. 

84, 3uf. 3. J 

332. Erklärung. Iſt eine gerade Linie harmoniſch getheilt (174, Anm. 2), 
fo beißen die vier Linien, welche durch die vier Theilpuncte fo gezogen find, daß fie ent— 
weder einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct haben, oder einander parallel laufen, 
Darmonifalen, 

333. Hat man vier beliebige Harmonifalen und zieht mit eincr derfelben eine Pa- 
rallele, fo wird das zwifchen zwei von den drei übrigen enthaltene Stück diefer Linie 
durch Die vierte Harmonifale balbirt, 

334. Nimmt man außerhalb einer beliebigen Geraden einen beliebigen Punct, ver- 
bindet denfelben mit ihrem Halbirungspuncte und den beiden Endpuncten und zieht auch 
mit ihr durch eben dieſen Punct eine Parallele, fo find die vier fo erhaltenen Linien 
ftetö Harmonifalen. _ 2 

335. Dede von vier Darmonifalen gefhnittene gerade Linie wird in diefen Durch— 
ſchnittspuncten harmonisch getbeilt. 

336. Laufen zwei harmoniſch getheilte Linien von demfelben Puncte aus, fo ſchnei— 
den ſich die drei Geraden, welche einzeln die drei übrigen Paare entfpredender Theilpun— 
cte verbinden, entweder bei hinreichender Verlängerung in einem einzigen Puncte, oder fie 
find einander parallel. 

Indirecter Beweis. 

337. Laufen zwei harmoniſch gethrilte Linien von demfelben Endpuncte aus, und 
bezeihnet man die drei übrigen Theilpuncte einer jeden, von dem gemeinfdaftlihen aus 
gerechnet, mit den Namen des zweiten, dritten und vierten, fo haben aud die drei Ge— 
raden einen gemeinfhaftliden Durdfchnittspunct, welche den zweiten Theilpunct einer 
jeden mit dem vierten der andern und die beiden dritten unter einander verbinden. 

338. Wenn bei zwei harmoniſch getheilten Linien die drei Geraden, welde drei 
Paare entſprechender Theilpuncte mit einander verbinden, einen gemeinſchaftlichen Durch— 
ſchnittspunct haben, fo fällt da& vierte Paar der Theilpuncte entweder zufammen, oder 
fie liegen in einer geraden Linie mit jenem Durchſchnittspuncte. 

Zuſ. Sind die genannten drei Berbindungdlinien unter einander parallel, fo ift es, 
wenn die vierten Theilpuncte nicht zufammenfallen, auch die vierte, 

339. Schneidet man auf einer geraden Linie (AM Fig. 69) von einem ihrer End⸗ 
puncte aus vier Stüde (AB, AC, AD, AE) ab, melde eine Proportion bilden, und 
ift der dritte (D) der fo erhaltenen Durchſchnittspuncte der Halbirungspunct de3 von dem 
eriten und vierten begränzten Segmentes (BE), fo ift dad Stüd (AE) zwiſchen End- 
punct und viertem Durchſchnittspuncte durch den erften und zweiten (B und C) barmo= 
niſch getheilt. 

153 — 153. 

340. Btweimalige Umfehrung des vorigen Lehrſatzes. 

341. Errichtet man auf einer Dreiedöfeite in ihrem Halbirungspuncte eine Senf: 
rechte, verlängert fie, bi6 zum Durchſchnitt mit der ihr zunächſt liegenden der beiden an— 
dern, und zieht durch diefen Durdfchnittöpunct eine Gerade nach der dritten Dreiedsfeite 
parallel mit der erften, fo ift das Quadrat diefer Parallele glei dem Ueberſchuß des 
Rechtecks aus den Stüden, in welde Die zweite Seite durch die Senkrechte getheilt wird, 
über das Rechteck aus den Stüden, in melde die dritte Seite dur die Parallele zer: 
legt wird. 

206. 

Frage: Findet nicht eine ähnliche Beziehung Statt, wenn man die Senkrechte bis 
zum Durchſchnitt mit der entfernteren der beiden andern Dreiedöfeiten verlängert, und 
im Uebrigen auf diefelbe Weife verfährt, wie in unferm vorftehenden Sage angege- 
ben ift. 
342. Fällt man aus dem Fußpuncte eines der Höhenperpendifel eines ſpitzwinkeli— 
gen Dreiecks auf die beiden andern Dreiedfeiten zwei Senkrechte, fo ift die Entfernung 
ihrer Fußpuncte halb fo groß al& der Umfang des Dreiedö, welches durch die Fußpuncte 
der Höhenperpendifel des Dreiecks beftimmt wird. 

Fig. 70. — A. 321. 

343. 3icht man von einer Dreiecksſpitze (A Fig. 71) aus zwei Gerade (A4D, AE) 
nad der Gegenfeite, welche mit den beiden andern Seiten gleihe Winkel bilden (BAD 
— EAC), fo verhalten fi die durch die genannten Geraden von der Dreiecksſeite abges 
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föpnittenen Stüde (BD, EC), wie die Rechtecke aus den von ihren Endpuncten nad) 
der Gegenecke auslaufenden Linien (alfjo BD: CE = AB. AD: AC, AR). 
202, Zuſ. 2. 

Frage : In wiefern fann man die für die Halbirung eines Dreicds =» Winkels Statt 
findende befannte Proportion (206) als einen befondern Fall unferes vorftehenden Satzes 
betrachten ? 

344. Es verhalten fi, wenn Alles bleibt wie beim vorigen Sate, die Duadrate 
der beiden ungetheilten Dreiedöfeiten, wie die Rechtecke aus den Segmenten der drit— 
ten, welche zwifchen jenen Seiten felbjt und den beiden Transverfalen liegen (alfo Fig. 71 
AB, : AC, = BD,BE : CD,CE). 

345. Iſt in einem gleichſchenkeligen Dreiede die Grundlinie größer als jeder Schen— 
fel und man ſchneidet auf eriterer von ihren beiden Endpuncten Stüde ab, welche gleich 
der Schenfellänge find, verbindet dieſe Puncte mit der Gegenede, fo ift in dem fo ent: 
ftandenen neuen gleihfchenfeligen Dreied jeder Schenkel die mittlere Proportionale zwischen 
der Grundlinie eben diefes und dem Schenkel des urfprünglichen. Dreicds. 


196. 

346. Zieht man durch den Halbirungspunct (H) der Grundlinie eines gleichſchen— 
feligen Dreieds (ABC Fig. 72) eine Gerade, die man verlängert bis zum Durchſchnitt 
mit den Schenfeln oder deren Berlängerungen, fo ift diefelbe (DE) ftets größer als des 
Dreieds Grundlinie felbft. 

®W,JCH = BDH — 154. 

3uf. Bon mehrern folden Geraden (DE, FG) ift diejenige (FG) die größere, 

welche den größern Winfel mit der Grundlinie bildet, 
%. KEH = DFH. 

347. Wenn man die Winkel eines Dreieds halbirt und die Halbirenden bis zum 
Durchſchnitt mit den Gegenfeiten verlängert, fo ift die Summe der drei Rechtecke, die 
man aus je zwei von drei ſolchen Scitenjtüden, welche feinen gemeinſchaftlichen Endpunct 
haben, conjtruirt, fo groß als die Summe der drei Rechtecke aus je zwei der drei übri- 
gen Seitenjtüde, 

206 = 72. * 

Frage: Entſteht nicht vielleicht eine ähnliche Beziehung bei der Halbirung der Au— 
ßenwinkel eines Dreiecks? 

348. Zieht man in einem Dreiecke (ABC Fig. 73) drei beliebige Transverſalen 
(AD, BE,-CF) fo, daß fie einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct haben, und mit 
jeder derfelben dur den Halbirungspunct der Seite, nach welder fie gezogen ift, eine 
Parallele, fo haben auch diefe bei hinreichender Verlängerung jtet3 einen gemeinſchaftli— 
hen Durchſchnittspunct. 


196 — 63. 

uf. 1. Umkehrung des Hauptfases. 

Zuf. 2. Die obern d.h. zwiſchen Dreiedöfpige und gemeinſchaftlichem Durchſchnitts— 
punct enthaltenen Abſchnitte der Transverfalen find doppelt jo groß, als die Stüden ih: 
rer Parallelen zwiſchen dem Halbirungspunct der Seite und dem gemeinſchaftlichen Durch— 
ſchnittspunct. 

349. Die gemeinſchaftlichen Durchſchittspuncte der im vorigen Sage genannten Li— 
nien liegen ſtets in einer geraden Linie mit dem Mittelpuncte der mittlern Entfernun— 
gen (A. 327) des Dreiecks, und zwar iſt letzterer von dem Durchſchnittspuncte der Trans— 
verſalen doppelt ſo weit entfernt als vom Durchſchnittspuncte ihrer, die Seiten halbiren— 
den, Parallelen. 

A. 348, Zuſ. 2. — 207. 
Zuſ. Daher liegen in jedem Dreiecke der Höhendurchſchnitt, und der gemeinſchaft- 
liche Durchſchnittspunct der auf den Seiten in ihren Halbirungspuncten errichteten Sent- 
rechten mit dem Mittelpuncte der mittlern Entfernung in einer geraden Linie und zwar 
ift legterer vom Höhendurchſchnitt doppelt fo weit entfernt als von dem andern Puncte, 

350. Zieht man in einem Dreiede drei beliebige Transverfalen, fo daß fie Feinen 
gemeinfhaftlihen Durchfchnittspunct haben , fondern ein Dreie bilden, und mit ihnen 
einzeln Parallelen durch die Halbirungspuncte der Seiten des Urdreieds, fo bilden dieſe 
bei binreihender Verlängerung ein Dreied, welches dem erftgenannten ähnlich, aber vier: 
mal fo Plein als daffelbe ift, und in weldhem jede Ede mit der entſprechenden des ihm 
ähnlichen Dreieds und dem Mittelpuncte der mittlern Entfernungen in einer geraden Li⸗— 
nie liegt, und zwar fo, daß die Spige des Fleinern Dreieds nur halb fo weit von dir: 
ſem Mittelpuncte entfernt ift, als die des größern. 


v. Swinden Geometrie. 10 ⸗ 
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Frage: Welcher von den beiden unmittelbar vorhergehenden Sägen ift der allge 
meinere, fo daß in ihm der andere als cin befonderer Zall enthalten ift ? 

351. Schneidet man von den Spisen eines Dreieds aus auf deffen Seiten gleidy- 
mäßig (d. b. fo daß man nicht von einer Ede aus zweimal abſchneidet) Stüde ab, die 
der eignen Länge der Seiten, auf denen fie genommen werdeng proportionirt find, und 
zieht von dieſen Durchſchnittspuncten beliebige Parallelen nad einer beliebigen Gera- 
den außerbalb des Dreiecks, fo ift die Summe derfelben eben jo groß, ald die Summe 
der mit ihnen parallelen Zinien, die man entweder von den Halbirungspuncten der Sei« 
ten oder von den Spigen des Dreiecks nad) derfelben Geraden zieht. 

A 


Frage 1. Bleibt unfer Say aud noch gültig, wenn man die proportionirten Stü- 
de nicht auf den Seiten felbjt, fondern auf ihren Berlängerungen abſchneidet? 

Trage 2. Welde Veränderung wird für unfern Sag herbeigeführt, wenn die Ges 
vade, nad welcher die Parallelen gezogen werden, nicht außerhalb des Dreiecks liegt, 
fondern durd daffelbe hindurchgehet? 

352. Wenn man entweder auf den Seiten eines Dreieds felbft, oder auf ihren 
Berlängerungen gleichmäßig Stüde abſchneidet, die der eignen Länge der Seiten propor= 
tionirt find, und diefe Durchſchnittspuncte unter einander verbindet, fo hat das von den 
Berbindenden gebildete Dreied mit dem Urdreiede einen gemeinſchaftlichen Mittelpunct 
der mittleren Entfernung. 

%. 351. — A. 3%. 

353. Wenn in einem Bierede (ABCD Fig. 74) die beiden Diagonalen (AC, BD) 
nidyt nur unter einander, fondern aud einer der Umfangöfeiten (BC) glei find, und 
ebenfall& von gleiher Länge das dritte Paar zugeordneter Seiten (AB, CD) ift, jo 
iſt das Viereck ein Antiparallelogramm (X. 37) und das Rechteck aus den beiden unglei« 
hen zugeordneten Seiten (AD, BC) glei dem Ueberfhuffe des Quadrates von einer 
der drei zuerft genannten Seiten über dad Quadrat von einer der beiden andern gleichen. 


196. 

354. Erflärung. Nimmt man auf jeder Seite eines Dreieds oder deren Ber: 
längerung einen beliebigen Punct, fo zerfallen die feh& fo entftandenen Segmente d. h. 
die Linien, welde zwifhen den genannten Puncten und den Endpuncten der zugehörigen 
Dreiedöfeiten liegen, in zwei folde Ternionen, deren einzelne Glieder einen gemein- 
ſchaftlichen Endpunct haben, und die wir Fünftig mit dem Namen nicht an einans 
der anliegender, oder getrennter Stüde bezeichnen wollen. So ift z. 8. 
für das Dreied ABC (Fig. 72), wenn man die Puncte F, G, H auf feinen Seiten 
oder deren Berlängerungen nimmf, die eine Ternion der getrennten Stüde: AF, BH, 
CG; die andere AG, BF, CH. Ganz etwas Aehnliches gilt für die Umfangöfeiten je: 
des beliebigen Vielecks. 

355. Nimmt man auf den Seiten eines Dreiecks oder ihren Verlaͤngerungen drei 
Puncte fo, daß fie in gerader Linie liegen, fo verhalten ſich die Rechtecke, die man aus 
den getrennten Stücken zweier Seiten bildet, umgekehrt, wie die zugehörigen getrenn- 
ten Stüde der dritten Seite, alfo (Fig. 75) AF,CE : AE,BF = CD : BD. 

196. 

Frage: In mwiefern Fann man behaupten, daß von dem vorjtehenden Sape ein be— 
fonderer Fall der befannte Lehrſatz it: „Zieht man zwiſchen zwei Dreiedöfeiten eine Pa— 
rallele mit der dritten, fo find die Nechtede, die man einzeln aus einer jener beiden Seiten 
und dem nicht an ihr anliegenden Segmente der andern bildet, unter einander gleichflächig.“? 

Anmerfung._ Mit Rücdficht auf 03, 3.3 und 3. 5 fann man unfern Sag aud fo 
ausfprehen: „Das Produkt aus den getrennten Etücden der einen Zernion ift gleich 
dem Produkte aus denen der andern.’ Der Kürze halber werden wir ung Fünftig dies 
fer je ptern Ausdrudsweife und zwar nicht nur bei dem voritehenden Sage, fondern 
auch bei andern, ihm ähnlichen, bedienen. 

356. Zieht man in der Ebene eines Bieredö eine beliebige Gerade fo, daß fie alle 
Umfangöfeiten deffelben oder deren Verlängerungen fchneidet, fo ift das Produft aus 
den vier getrennten Stüden der einen Glaffe, glei dem Produfte aus denen der andern. 

> 355. 

357. Allgemein zieht man in der Ebene eines beliebigen Vielecks eine Gerade fo, 
daß fie alle Umfangöfeiten oder deren Berlängerungen fehneidet, fo ift das Produft aus 
allen getrennten Stüden der einen Glaffe glei dem Produfte aus denen der andern. 

Zrage 1. Hört die Gültigkeit unferes Sages ganz auf, wenn die Schneidende mit 
einer der Umfangsfeiten des Vielecks parallel läuft ? 

Zrage 2. Wie wird ed mit unferm Sate, wenn die Schneidende durd eine oder 
zwei Eden des Vielecks geht? 
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358. Zieht man in einem beliebigen Dreiede von den Spiten nad den Gegen- 
feiten oder deren Berlängerungen drei Transverfalen fo, daß fie einen gemeinfhaftlichen 
Durdichnittspunct haben, jo ift das Produft aus den getrennten Seitenftüden der einen 
Ternion glei dem Produfte aus denen der andern. 

200 — 153. 

359. Nimmt man auf den Seiten eines Dreieds oder deren Berlängerungen drei 
Puncte fo, daß die Produfte aus der einen und aus der andern Ternion der getrenn- 
ten Stüde glei find, fo liegen diefe drei Puncte entweder in einer geraden Linie, oder 
10, daß die durch fie gezogenen Transverfalen einen gemeinſchaftlichen Durdfchnittspunct 
haben. i 
Frage : Unter weldhen Bedingungen findet der erjte Fall, und unter welchen der 
zweite für die Lage unferer drei Puncte Statt? 

360. Zieht man von einem beliebigen Puncte (E Fig. 76) auf der Verlängerung 
einer der Diagonalen (AC) eines Bieredö zwei Gerade (EH, EK) fo, daß jede dic 
beiden mit ihr auf derfelben Seite der Diagonale liegenden Bieredöfeiten ſchneidet, und 
verbindet von den vier fo erhaltenen Durchſchnittspuncten (G, H, J, K) je zwei, die 
auf derjelben Seite der andern Diagonale (BD) liegen, ſo ſchneiden fi entweder diefe 
beiden Geraden (GJ, HK) aud auf der Verlängerung diefer zweiten Diagonale, oder 
find mit ihr parallel. 

Zrage: Gilt nicht vielleicht daffelbe, was im vorftehenden Sage von den Diagona- 
len gejagt wird, auch für die beiden anderen Paare zugeordneter Seiten ? 


Anmerkung. Man kann unfern Sab auch fo ausfprechen ; Haben zwei Dreiede 
(AGJ, CHK) eine folche Lage gegen einander, daß die Puncte (B, D, F), in denen fich 
je eine Seite des einen Dreieds, und eine Seite vom andern fchneiden, in gerader Li— 
- nie liegen, fo haben die drei Geraden (HG, CA, KJ), weiche je zwei folche Een ver: 

binden, die den fich fchneidenden Seiten gegenüberllegen, ftetd einen gemeinfchafttis 
chen Durchfchnittspunct (E), und umgekehri. 


361. Beſchreibt man in ein Dreicd (ABC Fig. 66) ein Quadrat (X. 316), ver: 
lLängert die Seite (BC) des Dreieds, über welder es fteht, um die Länge des zu ihr 
gehörigen Höhenperpendifels (CM = AK) und verbindet den Endpunct (M) der Berlän- 
gerung mit der entfernteren Ede (E) des Quadrates, fo find die beiden Dreiede AEL 
und CLM gleidflädig. 
| 203, 3uf. 6. 

3uf. Daher ift AM || CE. 

362. ‚Beihreibt man in ein redhtwinfeliges Dreied zwei Quadrate, von denen das 
eine über der Hypotenuſe jteht, fo ift diefes ftets Eleiner ald das andere. 

363. Bon den in ein gleichſchenkelig-rechtwinkeliges Dreieck beſchriebenen Duadra- 
ten ift das über der Hnpotenufe ftehende neunmal und jedes der beiden andern acht— 
mal fo Elein, als dad Quadrat der Hypotenuſe felbft. 


Zuſ. Durch die auf den Gatheten liegenden Eden des auf der Hypotenuſe ftehen- 
den Duadrates wird daher jede Gathete in zwei Segmente getheilt, von denen das eine 
doppelt jo groß als das andere, 

364. Die Seite des in ein gleichfeitiges Dreieck beſchriebenen Quadrates ift gleich 
dem Ueberfchuffe der vierfachen Höhe des Dreieds über feinen Umfang. Fig. 66a. 

Erfter Beweis. AM9=F3 AH, =} HL, = 1% BHu, alfo 4AM = 3 BH 

ferner 4 DM —= 4 AH 
4AD=3 AB + AH 
4AD—3AB=AH 

Zweiter Beweis. Nimm BE = CF = BC, fo ift 

FZAR=EK=-FL=-FA=?2AD, alfo 
EK-+- FL=3BC-+ KL= 4 AD, mithin 
KL=4AD — 3B6C. . 

365. Nimmt man auf einer der Seiten eined Dreiecks einen beliebigen Punct, 
zieht von ihm aus nad) jeder der beiden andern Seiten eine Parallele mit der dritten, 
fo wird das Dreieck dadurd in ein Parallelogramm (P) und zwei Dreiede (T, T’) zer: 
legt, von denen das erftere die mittlere Proportionalflädhe zwifchen den Zweifachen der 
beiden letztern iſt; d. h. 8 it:2T:P=P:2T. 

366. Zieht man durch einen Punct (D Fig. 77) innerhalb eines Dreiecks zwiſchen 
je zwei Seiten eine Parallele mit der dritten, jo wird durch dieſe dad Urdreieck in drei 
Parallelogramme und drei Dreiede zerlegt, die ftets fo beichaffen find, daß das Pro- 
dukt der drei erjtern ah tmal fo groß ift als das Produkt der drei lehtern. 

10 * 


” 
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Frage: Welder-von den beiden legten Sägen ift der aligemeinere? 

367. Die neun Stüde, in welche durch ſolche Parallelen die drei Seiten des Ur- 
dreiecks getheilt werden, zerfallen in drei Ternionen getrennter (X. 354) Stüde, deren 
Produkte unter einander glei find ‘dv. h. es it mit Nüdfiht auf die Bezeihnung in 
Fig. „7 a.b.d mat. bt. ct cm, 

368. Wenn man zwifchen zwei Seiten eines Dreieds oder deren Berlängerungen, 
gerade Linien parallel mit der dritten Seite zieht und die Endpuncte einer jeden mit den 
Gegeneden des Dreiecks verbindet, fo liegen die Durchſchnittspuncte aller diefer Linien— 
paare in einer geraden Linie, derjenigen nämlich, welde durch den Halbirungspunct der 
dritten Seite und ihre Gegenede gebt. 

%. 358 —— 195. 

369. Grridtet man auf zwei Winfelhalbirenden (BE, CF Fig. 78) in ihrem ge: 
meinſchaftlichen Durchſchnittspuncte (K) zwei Senfredte (KG, KH), die man bis zum 
Durchſchnitt mit den Gegenfeiten der halbirten Winfel verlängert, fo ift der obere Ab— 
ſchnitt (AK) der dritten Halbirenden (AD) die mittlere Proportionale zwiſchen einer je= 
ner Gegenfeiten (AB, AC) und dem an ihr anliegenden durch die Senfredhte gebildeten 
Segment der andern (AH, AG). 

196 


— a“ b’’ 


uf. Daher ift dic Gerade GH parallel mit BC. 

370. Wenn man auf einer (CF Fig. 78) von zwei Winfelhalbirenden in ihrem 
gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte (K) eine Senfredte (KH) erridtet und fie bis zum 
Durchſchnitt (H) mit derjenigen (AC) der beiden Gegenfeiten der balbirten Winfel ver: 
längert, nad welder die Winfelyalbirende (CF) nicht gezogen ift, fo iſt das Rechteck 
aus dem Stück (HE) diefer Seite zwiſchen dem Perpendifel und der andern Winfelhalbi- 
renden (BE) und aus der andern Gegenfeite (AB) glei dem Rechteck aus den Abfchnit- 
ten (BK, KE), in welde diefe zweite Halbirende durch die erite getheilt wird; alfo 
AB,HE —= BK,KE. 

206 — A. 369. 

371. Erklärung. Hat man zwei ähnliche Dreiede (ABC, A’B’C’ Fig. 79) 
und zwei Puncte (D, D’) von folder Lage gegen die Dreiede, daß die Entfernungen 
des einen von den Eden und Seiten des einen Dreiecks proportionirt find den Entfernun- 
gen des andern von den entiprebenden Eden und Seiten des andern Dreieds, und zwar 
jo, daß das Verhältniß von je zwei zufammengebörigen Entfernungen dem Berhältniffe 
zweier entfpredhenden Dreiedöfeiten glei ift, fo beißen diefe beiden Puncte Aehnmlich— 
Feitspuncte diefer Dreiede, 

372. Haben zwei Puncte gegen zwei ähnliche Dreiede eine ſolche Lage, daß jedes 
Paar ihrer Entfernungen von zwei entſprechenden Eden ſich eben fo zu einander verhält, 
wie ein Paar gleihnamiger Dreiedöfeiten, fo haben auch ihre Entfernungen von den ent— 
—— Seiten eben daſſelbe Verhältniß zu einander, dieſe Puncte find alſo Aehnlich— 

eitspuncte. 

373. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

Für ähnliche Dreiecke find Achnlidfeitspuncte: * 

374. Ihre Höhendurchſchnitte; 

375. Die Durchſchnittspuncte der auf den Seiten in den Halbirungspuncten er: 
richteten Senkrechten; 

376. Die Durchſchnittspuncte der Winkelhalbirenden; 

377. Die Mittelpuncte der mittlern Entfernungen; 

378. Die Durchſchnittspuncte von je zwei Transverſalen, die ſo gezogen ſind, daß 
die von entſprechenden Ecken auslaufenden auf den Gegenſeiten Stücke abſchneiden, die ſich 
eben ſo zu einander verhalten, wie die ganzen Seiten. 


379. Das Quadrat jeder Winkelhalbirenden eines Dreiecks verhält ſich zum Recht⸗ 
ed aus den beiden, den halbirten Winfel einſchließenden, Seiten, wie das Rechteck aus 
dem Ueberſchuſſe eben diefer beiden Seiten über die dritte und dem Umfange des Dreiecks 
zum Quadrat von der Summe der beiden einſchließenden Seiten. 


380. Wenn man in einem Dreied (ABC Fig. 80) drei Transverfalen zieht, die 
einen gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunet haben, die Zußpuncte (D, E) zweier berfels 
ben verbindet, und diefe Gerade fo weit verlängert, bis fie, wenn es möglich ift, die 
Dreiedöjeite (AB), auf welder dieſe Fußpuncte nicht liegen, ſchneidet, fo wird diefe 
ganze Linie (EH) durd die Transverfalen (in D und J) harmoniſch getheilt. 

A. 355 — %, 358. ' 


mw 
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3uf. Auch AH wird den Puncten B und F barmonifh getheilt. 

381. Verbindet man die Zußpuncte zweier von drei fi in Einem Punct ſchneiden— 
den Transverfalen eines Dreieds, fo wird die dritte Transverfale durd dieſe Berbin- 
dende und den gemeinfchaftlihen Durchſchnittspunct mit den beiden erftern harmoniſch 
getheilt. 

A. 380 — %. 335. 

382. Wenn man je zwei Fußpuncte von drei in Einem. Puncte fi fehneidenden 
Tranöverfalen eines Dreiecks verbindet, und dieſe Berbindenden , wenn es möglich ift, 
bis zum Durchſchnitt mit der Verlängerung derjenigen Dreiedöfeite, auf der die Fußpuns« 
cte nicht liegen, verlängert, jo liegen die drei jo erhaltenen Durchſchnittspunete ftets in 
einer geraden Linie, 

+ 336. 

383. Bleibt Alles, wie beim vorigen Sage und verfährt man mit dem durdy die 
Fußpuncte der Tranöverfalen beftimmten Dreieck und feinen Transverfalen eben fo wie 
vorher im Urdreiede, fo geben auch die drei fo erhaltenen Geraden einzeln durd die 
drei in einer geraden Linie liegenden und im vorigen Sage näher bezeichneten Durchſchnitts— 

uncte, 
— Anmerkung. Man kann, wie man hieraus ſieht, eine beliebige ns von Dreier 
den erhalten, von denen jedes in das ihm zunächft vorhergehende befchrieben ift, wo 
in jedem drei fichin Einem Puncte fchneidende Transverfalen fich finden, deren Fußpuncte 
eine folche Lage haben, daß wenn man_je zwei derfelben verbindet und fie big zum 
Durchſchnitt mit den Dreiecksſeiten, auf denen diefe Fußpuncte liegen , verlängert, 
A geraden Linie liegenden drei Durchfchnittspuncte für Aue Dreiede die: 

384. Menn man auf zwei Seiten eines Dreieds von ihrem gemeinſchaftlichen End: 
puncte aus Stücde abſchneidet, welche gleich dem dritten Theile der eignen Länge der 
Seiten find, diefe Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden verbindet, und nun die dritte 
Tranöverfale zieht, welche mit den beiden erftern einen gemeinfhaftliden Durchſchnitts— 
punct bat, fo halbirt nicht nur diefe die dritte Seite, fondern wird auch felbit durd die 
beiden andern Transverfalen balbirt. 

385. Allgemein, wenn man zwei Dreiedsfeiten von ihrem gemeinſchaftlichen End- 
puncte aus in Stüde theilt, weldye cin beliebiges gegebenes Verhältniß m : n zu ein- 
ander haben, verbindet die Theilpuncte mit den Gegenecken und zieht nun die dritte 
Transverfale, welche mit den beiden erftern einen gemeinfhaftlihden Durdichnittspunct 
bat, jo verhält fi der obere d. h. zwiſchen Winfelfpige und gemeinfhaftlidem Durd« 
ſchnittspuncte enthaltene Abfchnitt dicfer dritten zum untern, wie? m : n; für die bei— 
den andern Tranöverfalen haben die obern und untern. Abſchnitte zu einander das Ber: 
hältniß m + n : m. 

%. 368 u 196. 

Frage: Giebt es nit außer dem unmittelbar vorhergehenden nod andere frühere 
Säge, welche der vorftehende als befondere Fälle in ſich fließt ? 

386. Schneidet man von jeder Spige eines Dreiedd aus auf jeder der von ihr 
auslaufenden Seiten Stüde ab, welche glei dem dritten Theile der eignen Länge der: 
felben find, und verbindet jedes Paar dieſer Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden, fo 
ift das durch die drei Durchſchnittspuncte biefer Linienpaare beftimmte Dreieck dem Ur— 
dreiede gen und ſechszehnmal fo Flein als letzteres. 


387. Allgemein, wenn man von jeder Spige eines Dreiecks aus jede der beiden 
von ihr auslaufenden Seiten in zwei Stüde, die das Verhältniß m : n zu einander 
haben, und jedes Paar Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden verbindet, fo ift das 
dur die drei Durchſchnittspuncte diefer Zinienpaare bejtimmte Dreieck dem Urbreicde 

— 2 
aähnlich und ( >= =) mal fo groß als Iegteres, oder wenn man den Inhalt des 
Urdreiecks, wie wir dieß Fünftig öfters thun werden, mit A bezeichnet, fo ift des in 
— 2 
Rede ftehenden Dreieds Flächenraum — — «A: 

388. Theilt man jede der Seiten eines beliebigen Dreieds in eine beliebige un- 
gerade Anzahl, wie 2? m 1, gleiher Theile, und verbindet auf je zwei Seiten die 
mten Theilpuncte (vom gemeinſchaftlichen Endpuncte aus gerechnet) mit den Gegeneden, 
fo ift das durch die drei Durdfchnittspuncte diefer Linienpaare gebildete Dreieck dem Ur- 


— 1 u 
dreied ähnlih und fein Anhalt = (Fa) > Ai 
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Frage: Welher von den beiden legten Sägen ift der allgemeinere ? 

389, Schneidet man auf den Seiten eines Dreied5 von ihren Endpuncten aus 
gleihmäßig Stüde ab, welche gleich dem dritten Theile ihrer eignen Länge find, fo find 
die diefe Durchſchnittspuncte die Eden eines Dreieds, welches aud dreimal fo Flein als 
das Urdreieck ift, 

202, 3uf. 2. 
390. Allgemein, ſchneidet man auf den Seiten eined Dreieds von den Spisen 


aus gleihmäßig Stüde ab, welde = von der eignen Zänge der Seiten betragen, jo ift 


das Dreieck, welches diefe Puncte zu Eden bat, an Flächeninhalt = 
u? — 3 mn + 3 m? A 





n? 
202, Zuſ. 2. 

391. Wenn man auf zwei Seiten eines Dreiecks von ihrem gemeinſchaftlichen 
GEndpuncte Stüde abſchneidet, weldye beliebige (aber für beide Seiten diefelben) Theile 
ihrer eignen Länge ausmachen, dieſe Puncte mit den Gegeneden verbindet, und durd 
den gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct diefer beiden Trandverfalen die dritte zieht, fo 
iſt das Biere, weldes durch die Aufpuncte dieſer Transverfalen und die Spitze des 
Dreiecks beftimmt wird, von der aus man die proportionalen Stüde abſchnitt, feinem 
Inhalte nad der eben fo vielte Theil des Urdreiecks, den fo vielten Theil die Länge 
der abgefchnittenen Stüde von der Länge der ganzen Seiten auösmadt. 

202, Zuſ. 2. 

uf. Unfer Biere wird durd eine feiner Diagonalen halbirt, durd die andere 
in zwei Dreiede zerlegt, von denen das eine den eben fo vielten Theil vom Vierede aus— 
macht, alö dieſes vom Urdreiede, 

392. Jedes Biere ift gleihflädig einem Dreiede, das mit ihm eine Seite als 
Grundlinie gemein hat und deffen Höhe glei der vierten Proportionale zu den drei 
Senkrechten ift, weldye man aus dem Durdfchnittspuncte der Diagonalen und deren End» 
puncte auf die genannte Seite oder deren Berlängerungen fällt. 

Fig. 77a. — AN || BD — NO || DM. 

Frage: Wie Fann man aus unferem Sage folgern, daß ein Dreieck gleichflächig 
ift mit einem Parallelogramm, weldes mit ihm gleiche Grundlinie, aber nur halb jo 
große Höhe als das Dreieck hat? 

393. Bezeihnet man die Eden eines beliebigen Vielecks als erite, zweite, dritte 
“20... nfe (indem man von einer beliebigen als erften ausgeht, und gleihmäfig 
rund herum gebend fortzählt), fällt aus ſämmtlichen Ecken auf eine beliebige außerhalb 
des Bieleds in deffen Ebene gezogene gerade Linie Perpendikel, und läßt unter diefen 
Linien diefelbe Reihenfolge Statt finden, wie unter den Eden, von denen fie auslaufen, 
(d. h. nennt das erſte Perpendifel dasjenige, weldes aus der erften Ede gefällt ift ıc.) 
fo it der Flähenraum des Vielecks halb fo groß als die Summe der Redtede, von 
denen jedes zur Höhe eine der Senkrechten und zur Grundlinie die algebraifde Summe 
der beiden Segmente der genannten Linie hat, welde zwifhen dem in Rede ftehenden 
Perpendifel und feinem nächſten Vorgänger und Nahfolger enthalten find, 

86 — 72 und 73. 

Frage: Erleidet unfer Satz weſentliche Modificationen, wenn die Gerade, auf welde 
die Senkrechten gezogen werden, mit einer der Seiten des Vieles zufammen, oder zum 
Theil innerhalb veffelben fällt? 

394, Wenn man von jeder Spige eines Dreiecks aus auf jeder der beiden von ihr 
auslaufenden Seiten Stüde abſchneidet, melde gleih dem dritten Theile ihrer eignen 
Länge find, und jedes Paar diefer Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden verbindet, 
fo ift jedes der drei Vierecke, welche ein Paar der abgefchnittenen Seitenftüde und die 
untern Abſchnitte der zugehörigen Transverſalen zu Seiten haben, ſechsmal fo Flein als 
das Urdreied, 

% 385 — 200. 
395. Allgemein, wenn man von jeder Spige eines Dreiecks aus auf jeder der von 


ihr auslaufenden Seiten Stüde abſchneidet, welche = von der eignen Länge derjelben 
ausmachen, und jedes Paar diefer Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden verbindet, fo 
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ift jedes der im vorigen Sage näher bezeichneten Vierecke an Anhalt 
RB 29 


| n(m-+n) 
%. 385 — 200. 

396. Wenn man auf den Seiten eines Dreiedd von ihren Endpuncten aus gleidye 
mäßig Stüde (AF, BD, CE Fig. 83) abſchneidet, melde = der eignen Zänge der 
zugehörigen. Seiten ausmachen, und dieſe Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden vers 
bindet, ſo ift: 

1) jeder der obern Abſchnitte AJ, BG, CH 
mn 
m? — mu + n? 
von der eignen Länge der zugehörigen ganzen Transverfalen. 
2) jeder der mittleren Abſchnitte GJ, GH, HJ, 
n (n— 2 m) 
m? — mn + u? 
von diefer Länge, 
3) jeder der untern Abſchnitte DG, EN, FJ, 
m 


m? — mn -+ n? 
von eben diefer Länge, alfo 
4) die Länge jedes unteren Abſchnittes = von der Länge feines zugehörigen obern. 


397. Bleibt Alles wie beim vorigen Sage, fo ift 
1) jedes der Dreiede AFJ, BGD, CEH 


— ne 
m?n — mn? - n? 

2) jedes der Bierede AEHJ, BFJG, CHGD 
mn? — m?n — m? , 
m?n — mn? -F n? 


3) das innere Dreied GHJ 
4m? —4m-tn?, A 


m? — mn + n? 





398. Berlängert man die Seiten eines Dreiecks gleihmäfig um = “ihrer eignen 


Länge, verbindet die Enbpuncte diefer Berlängerungen mit den Gegeneden des Dreiecks, 
und verlängert diefe Transverfalen bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo ift 
4) jeder obere Abſchnitt der Transverfalen d. h. jede der bis zum genannten Durch— 
ſchnitt nöthigen Verlängerungen 
mn 
m? + mn + n? 
von der eignen Länge der zugehörigen Transverſale, 
2) jeder untere Abſchnitt d. h. jedes vom Fußpuncte einer. Trausverſale aus auf ihr 
durd die andere abgefhnittene Stüd 
m? 
m? mn + n? 
von der eignen Länge der zugehörigen Transverſale, alfo 
3) jeder untere Abſchnitt = von der Länge feines obern, 


4) jeder mittlere Abſchnitt d. h. jedes Stück einer Transverſale, welches zwiſchen den 
beiden andern enthalten iſt 
n (n—+ 2 m) 


—— — 
m? mn + n? 
von der eignen Länge der zugehörigen Transverſale. 
Zuf. Berlängert man die Seiten eines Dreieds gleihmäfig um ihre eignen Lan⸗ 


gen, verbindet die Endpuncte dieſer Verlängerungen mit den Gegenecken und verlängert 
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dieſe Transverſalen bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo ift der obere Abſchnitt jeder 
Zransverfale glei dem untern, 

399. Bleibt Altes wie beim vorigen Sage, fo ift der Flächenraum des Dreicds, 
deffen Eden die Durdfänittspuncte unferer drei Zransverfalen find: 

4m? —-4mn + n?, A 
m? + mn + n?® 

400. Schneidet man von den Spiten eines beliebigen Dreicdd aus fo wohl auf 

den Seiten felbft als aud auf ihren Berlängerungen gleihmäfig Stüde ab, welde 


= von der eignen Länge der Seiten ausmaden, verbindet ſowohl die eine als die andere 


Ternion der zufammengehörigen Durchſchnittspuncte mit den Gegeneden, fo it der Flä- 
chenunterſchied der beiden Dreiede , die von der einen und andern Ternion der fo erbal- 
tenen Transverfalen gebildet werden 





m* + m? n? nt 
Zuf. Berlängert man daher jede der Seiten eines Dreieds gleihmäßig um ihre 
eigne Länge , zieht die diefen Endpuncten zugehörigen Tranöverfalen und verlängert fie 
bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo ift das von ihnen gebildete Dreied dreimal fo 
groß als das Urdreicd, 

401. Wenn man jede von zwei Dreiedöfeiten über ihren gemeinfdaftliden End— 
punct um den dritten Theil ihrer eignen Größe verlängert, die Endpuncte diefer Ver: 
längerungen mit den Gegeneden verbindet, die fo erhaltenen Transverjalen bis zum 
Durchſchnitt verlängert und durch diefen Durchſchnittspunct die dritte Trandverfale zicht, 
jo ift das Stüd derfelben, welches außerhalb des Dreiecks liegt, gleih dem innerhalb 
deffeiben liegenden, 


462. Allgemein, werden zwei Seiten eines Dreiecks um — ihrer eignen Länge über 


ihren gemeinfhaftlihen Endpunct hinaus verlängert, die Endpuncte diefer Berlängeruns 
gen mit den Gegeneden verbunden, diefe Transverfalen verlängert bis fie ſich ſchneiden, 
und wird nun durd ihren Durchſchnittspunct aud die dritte Transverfale gezogen, ſo 
verhält fi) das Äußere d. h. außerhalb des Dreiecks liegende Stüd derfelben zum innern 
we? m:n —m. 

403. Schneidet man von den Eden eined gleihfeitigen Dreieds (ABC Fig. 81) 
aus auf deſſen Seiten beliebige, aber gleich große Stüde gleihmäßig ab, fällt von den 
Durchſchnittspuncten auf die Seiten gleichmäßig Perpendifel (DM, FN, EO) und ver- 
längert diefelben bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo iſt das fo erhaltene gleichjeitige 
Dreied (GHJ) dreimal fo groß ald das ihm ähnliche Dreied (BFK), weldyes man erhält, 
indem man durch einen der Durchſchnittspuncte (F) eine Gerade parallel mit der Dreiecks— 
feite (AC) zieht, auf welche man aus jenen Puncte die Senfredte gezogen bat, 

0.83. — UD=-PD=-FH,LF=JH, FH =1Kl. 

404. Zieht man in einem Paralleltrapezium zwifchen den beiden nicht parallelen 
Seiten eine Parallele mit den beiden andern, welche gleih der mittlern Proportionale 
zwiſchen diefen legtern ift, fo find die beiden Paralleltrapezia, in welde durd fie das 
Urviereck zerlegt wird, einzeln den Dreieden gleich, in weldye das Urviere durch eine 
feiner Diagonalen getheilt wird, 

#ig. 75a. BH,EH = DH,HF; ABEH = A DREF. 

405. Wenn man auf einer der Seiten (BC Fig. 82) eines Dreicds von ihren 
Endpuncten aus eine beliebige Menge von Paaren gleicher Stüde (BD und CE, BF um 
CG 2c.) abſchneidet, in jedem Paare zufammengehöriger Durchſchnittspuncte Senfredte 
errichtet, fie fo weit verlängert, bis fie die an den abgeſchnittenen Stüden anliegenden 
Dreiecksſeiten Schneiden, und endlid jedes Paar diefer Durchſchnittspuncte mit den Ger 
geneden verbindet, jo liegen die Durchſchnittspuncte aller der zulegt genannten Li— 
nienpaare in einer geraden Linie, welche auch ſenkrecht auf der Dreiedsfeite ſteht, auf 
welder die Stüde abgefhnitten worden find, und fie in einem Puncte fehneidet, der 
eben fo weit von dem Halbirungspuncte entfernt ift, al& diefer vom Fußpuncte des Hö- 
benperpendifels. 

406. Wenn man aus dem Zußpuncte (E Fig. 70) eines der Höhenperpendikel eis 
nes ſpitzwinkeligen Dreiecks Senkrechte fällt fowohl auf die beiden andern Höhenperpen- 
dikel ald auch auf die zu ihmen gehörigen Seiten, fo liegen die Fußpuncte (H, M, N, 
J) derfelben ſtets in einer geraden Linie, 
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Borbereitung zum Beweife. Fälle EH, EJ, ziehe HJ, EM und EN und zeige, 
mn beiden legtern fenfredt auf AD und CF fteßen. MHE = FKE = FEK = 
DAC x, 

Frage: Hört die Gültigkeit unferes Satzes für recht- und ſtumpfwinkelige Dreiecke 
ganz auf? 

Zuſ. 1. Bleibt Alles wie beim vorigen Satze, fo iſt die Entfernung (HJ) der Fuß— 
puncte der auf die Dreicdöfeiten gefällten Senkrechten jtets größer als die Entfernung 
(LK) der Fußpuncte der beiden andern, und zwar um die Entfernung (DF) der Fuß— 
puncte der a Höbenperpendifel, auf denen diefe beiden legtern ſenkrecht ſtehen. 

61, Zuſ. 1. 

uf. , Wenn man daher aus jedem der Fußpuncte der Höhenperpendifel eines 
ſpitzwinkeligen Dreieds Senfredte fowohl auf die beiden andern Seiten als auch auf die 
beiden andern Höhenperpendifel fällt, fo ift die Summe der Entfernungen der Fußpuncte 
je zweier zufammengehörigen Senfredten der erften Glaffe dreimal fo groß als die Summe 
eben diefer Entfernungen bei den Perpendifeln der zweiten Glaffe. 

407. Schneidet man auf den Seiten eines Dreieds von deffen Spisen aus gleich— 
mäßig Stüde ab, welde gleiche aliquote Theile von der eignen Länge der Seiten aus- 
machen, verbindet diefe Durdfchnittspuncte mit den Gegeneden, zieht noch durch den 
Halbirungspunct jeder Seite des Urdreieds eine Parallele mit der Transverſalen, die 
nad eben diefer Seite gezogen ijt, und verlängert fie bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, 
jo fallen die Durdfchnittspuncte (0, P, Q) mit ven eg gig der Seiten des 
von MORE. gebildeten Dreieds (GHJ) zufammen, Fig. 83. 

396. 

408. Theilt man jede von zwei Gegenfeiten (AD, BC Fig. 84) eines Vierecks 
von den Endpuncten derfelben dritten Seite (AB) aus in zwei Stüde, die das Verhält— 
niß m:n zu einander haben, und darauf auch die beiden andern Gegenfeiten (AB, CD) 
auf gleiche Weiſe in Stüde, die das Verhältniß p : q haben, verbindet ſowobl das 
eine als das andere Paar dieſer Theilpuncte unter einander, ſo wird jede dieſer Verbin— 
denden durch die andere nach demſelben Verhältniſſe getheilt, nach welchem das Paar 
von Gegenſeiten getheilt iſt, deren Theilpuncte ſie nicht verbindet; (alfo GJ: JH = 
m:nwFJ:JE=p:g). 

»Anmerkfuna. Der vorfiehende Lehrſatz gilt nicht bios für die Umfangsfeiten eines 
Vierecks, ſondern für je zwei Paare zu eordneter Seiten. 

Frage: Bon welchem Sage des erſten Anhanges kann dieſer als Erweiterung an— 
geſehen werden? 

409. Schneidet man auf zwei Gegenſeiten und zwar von den Endpuncten aus, mit 
denen fie an derſelben dritten Seite anliegen, Stücke ab, welche den mten, nten, rten 2C. 
Theil der eignen Länge diefer Seiten ausmaden, verbindet jedes Paar zufammengeböris 
ger Durchſchnittspuncte und theilt alle diefe Verbindenden von den Endpuncten aus, mit 
denen fie auf derjelben Vielecksſeite liegen, nad) einem beliebigen, aber für alle gleichen, 
Berhättniffe wie p : q, fo liegen alle dieſe Sheilpuncte in einer geraden Linie, 

Zuſ. Theilt man jede von zwei Gegenfeiten in diefelbe, ſonſt beliebige, Anzahl 
gleicher Theile, verbindet je zwei gleichvielte Theilpuncte, und verfährt darauf mit dem 
andern Paare Gegenfeiten eben fo, fo wird jede Berbindungslinie der einen Glaffe durch 
die ſämmtlichen Berbindungslinien der andern Glaffe in gleihe Theile getheilt, 
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410. Eine gegebene Gerade harmonisch fo zu theilen, daß die beiden Theilpuncte 
gleiche Entfernungen von den Endpuncten haben, 

411. In ein Dreieck ein Rechteck zu beſchreiben, in welchem die Seiten ein gege- 
benes Berhältnif zu einander haben, 

412. Durd einen zwiſchen den Schenfeln eines Winkels gegebenen Punct eine Ge⸗ 
— fo zu ziehen, daß fie in diefem Puncte nad einem gegebenen Berhältniffe getheilt 
wird, 

* 413. Ein Dreieck zu halbiren durch eine Gerade, welche parallel einer der Dreiecks⸗ 
eiten it. 

414. Ein Dreieck zu conftruiren, wenn fein Umfang und feine Winfel gege— 


ben ſind. ⸗ 


- 


f 
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415. Innerhalb eines Dreieds (ABC Fig. 85) den Punct (P) zu finden, deffen 
Entfernungen (PQ, PR, PS) von den Seiten ſich wie drei gegebene Linien (CD, CE, 
AF) verhalten, ——— 

Frage 1: Laſſen ſich nicht vielleicht außerhalb des Dreiecks Puncte von derſelben 
Eigenſchaſt finden? nz 

Frage 2: Würde es einen wefentlien Unterſchied für unfere Aufgabe herbeiführen, 
wenn die Winfel, unter denen die Linien von dem zu findenden Puncte nad den Seiten 
gezogen werden, nicht rechte wären, fondern eine beliebige andere, aber für alle drei Li« 
nien conftante Größe hätten ? 

416. Ein Dreied (ABC Fig. 86) zu conftruiren, wenn die nad den Halbirungs- 
puncten der gezogenen Zransverfalen (AD, BE, CF) gegeben find, 

DH = 


417. Gin Dreied (ABC Fig. 87) zu conjtruiren, wenn die Summe (AE) der 
erften und dritten Seite, die Summe (AF) der zweiten und dritten Seite, und der von 
der erften und zweiten Seite eingefhloffene Winkel (BAC) gegeben ift. 

EG = FH = HJ, JG || EF, JM || AF. 

418. Ein Dreied (ABC Fig.88) zu conftruiren, wenn der Ueberfhuß (AE) der 
erjten über die dritte Seite, eben fo der Ueberfhuß (AF) der zweiten über die dritte, 
und der von der erften und zweiten eingefdhloffene Winkel (BAC) gegeben find, 

FH = EG = HJ, JGL || MEF, JM || AG. 

419. Ein Dreied (ABC Fig. 89) zu conftruiren, in welchem eine Seite (AB), 
und einer der anliegenden Winfel (CAB) vorgeſchriebene Größe, Summe und Unter: 
—— der beiden andern Seiten dagegen ein vorgeſchriebenes Verhältniß (AD : AE) 
haben. 

DJ = JE = JH, JH || BC. 

420. Ueber einer gegebenen Geraden ald Hypotenufe ein redhtwinfeliges Dreieck 
zu conjtruiren, in weldem die Seiten eine jtetige geometrifhe Proportion bilden, 

421. Ein Quadrat (ABCD Fig. 90) in ein Dreicd (AJH) zu verwandeln, in 
weldem die Winfel vorgefhriebene Größe haben, 

AB = BE; AG : AH = AH : AF., 

422. In ein gegebenes Dreied (ABC Fig. 91) ein anderes (DEF) zu beſchrei— 
ben, das einem dritten (GHJ) ähnlich ift, und deffen eine Seite (FE) mit einer Seite 
(AB) des erftern einen Winfel von vorgeſchriebener Größe bildet, 

W. ABK von vorgefohriebener Größe. — A BLK® A GHJ. 

4233. In ein ve. Dreieck (ABC Fig.92) über einer der Seiten ein Rechteck 

(DEFG) zu bef&reiben, das feinem Inhalte nad) ein Marimum ift, 
AJ == JK, 

Frage: Macht es für den Inhalt des Rechtecks einen Unterſchied, je nachdem man 
daffelbe über der einen, oder der andern Dreiecksſeite beſchreibt? 

Hab 424. Ein Dreied zu conftruiren , deffen Höhenperpendikel vorgefhriebene Längen 
aben. 

Auftöfung 1. Suche zum Fleinften, mittlern und größten Höhenperpendifel, die 
vierte Proportionale, aus ihr und den beiden größern Perpendikeln ald Seiten beſchreibe 
ein Dreied , ziehe in diefem das zu der zuerft genannten Seite gehörige Höhenperpendiz . 
kel, verlängere es über feinen Fußpunct hinaus bis es dem Fleinften der gegebenen Hö— 
benperpendifel glei wird; durch diefen Endpunct ziehe eine Parallele mit eben jener 
Dreiedöfeite und verlängere fie bis fie die beiden andern verlängerten Seiten ſchneidet. 

Auflöfung 2. Gonftruire ein Dreied, das die gegebenen Höhen zu Seiten hat, und 
darauf ein zweites, das die Höhen des erften zu Seiten hat; dieſes Iegtere ift dem ge: 
ſuchten Dreieiede ähntich, alfo ıc. 
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228. Erklärung. Sehne oder Chorde eines Kreisboneng 
(BAE Fig. 112) nennt man eine Gerade (BE), welde innerhalb des 
Kreifes fo gezogen ift, daß fie durch die Endpuncte des Bogens geht, 
und mithin denfelben fpannt. Geht eine foldhe Schne (DEF) zugleich 
durch den Mittelpunct (C), fo führt fie den Namen Durchmeſſer, 
auch wohl Mittellinie; fie fpannt auf beiden Seiten den halben Ums 
freis(DAF, DGF) und theilt fowohlden Kreis (DAFGD) als die Kreis» 
linie in zwei gleiche Theile. 

Eucl. I, Erkl. 17.— L. G. II, Erkl. 3. | 

Anmerfung 1. Daß jeder Durdmeffer den Kreis halbirt, ift meines Bebünfens 
ein Axiom. Man Ffann allerdings einen Beweis führen, indem man den einen HalbFreis 
um feinen Durdhmeffer herum dreht und über den andern legt. Beide müffen ſich alddann 
genau deden, weil fonft nit, wie es die Erflärung des Kreifes fordert, die Halbmef- 
fer gieich fein Fönnten. ’ 


die Anmerkung 2. Eine Sehne nennt man wohl Audy eine in den Kreis eingefchriebene 
inie. 
L. G. II, Erkl. 6. 


Zuf. Jede Sehne oder Chorde ſpannt entweder auf jeder Seite 
den halben Umkreis, wenn fie durch den Mittelpunct geht, alſo Durchs 
meſſer ift, oder auf der einen Seite einen Bogen (BAE) der kleiner, 
und auf der andern einen, (BGFE) der größer als der halbe Umkreis 
ift, und die beide zufammen den ganzen Umfreis ausmachen. 

Anmerkung 3. Sprit man von nur einem zu einer Sehne gehörigen Bogen, ſo 
verjteht man nad einem feftitchenden Gebraude den Eleinern der beiden Bogen, die von 
ihr geſpannt werden, 

229. Erklärung. Machen zwei Bogen (DHG, GJF Fig. 112) 
‚jufammen den halben Umfreis (DHGJF) aus, fo heißt der eine das 
Supplement des andern; beide zufammen auch wohl Supplemens 
tar s Bogen. 

Anmerkung. In dem VIII Buche wird weiter von Bogen diefer Art die Rede fein, 

230. Erklärung Ausfchnitt (sector) Heißt jedes Stuͤck 
(DCG Fig. 112) des Kreifes, welches zwifchen zwei Halbmeſſern und dem 
Bogen enthalten ift, nad) deffen Endpuncten jene Halbmeffer gehen. 

Eucl. II, Erf. 10. — L. G. II, Erfl, 5 
Anmerkung. in Ausſchnitt ijt alfo eine völlig begränzte Fläche, 


*) Die Erklärungen von Kreis, Kreisbogen ꝛc. fiehe oben 11. 
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231. Erklärung Abſchnitt (Kreisabfehnist, segmentum) 
nennt man jedes Stuͤck (BAE Fig. 112) des Kreifes, welches zwiſchen 
einem Bogen und der zu ihm gehörigen Sehne enthalten ift. 

Eucl. I, Erkl. 18, 19. — L. G. II, Erki. 4 

Anmerfung 1. in Abſchnitt ift alfo, wie ein Ausſchnitt, vollfommen begränzt. 

Anmerfung 2. Der Unterſchied zwiſchen Abſchnitt und Ausfchnitt ift alfo der, daß 
jener von einem Bogen und einer Linie, nämlich der zugehörigen Sehne, diefer von ci- 
nem Bogen und zwei, und zwar durch den Mittelpunct gehenden, Linien gebildet wird, 
Demnach gehört der Halbfreis eben jo wohl zu den Abfchnitten, als zu den Ausſchnitten. 

232. Erklärung. Von einem Winkel fage man, er ftehe in 
einem Kreisabfhnitte (BDE Fig. 113), wenn fein Scheitel (D) auf 
dem Bogen des Abfchnittes liegt und feine Schenfel (DB, DE) durd) 
die Endpuncte der zugehörigen Sehne (BE) gehen. 

Eucl. III, Erkl. 7. 

233. Erklärung. Von einem SKreisabfchnitte fagt man, er 
faffe einen gegebenen Winkel, wenn es möglich iſt, diefen Winkel fo 
in ihn hinein zu legen, daß der Scheitel auf dem Bogen liegt, und 
die Schenkel durch die Endpuncte der zugehörigen Sehne gehen. 

234. Erklärung. Man fagt, ein Winkel fiehe auf einem Bo— 
gen, wenn feine Schenkel durch deffen Endpuncte gehen, und zwar 
führt ein folher Winkel den Namen Centriwinkel oder Peris 
pheriewintel, je nahdem fein Scheitel im Mittelpuncte oder im 
Umtreife liegt. Fig. 113. 

Euel, III, Ertl. 9. — L. G. II, Erfi. 6. 

Zuſ. 1. Ein Peripheriewintel (BDE), der alfo in einem Kreis: 
abjchnitte (BDE) ſteht, fteht immer auf einem Bogen (BIFGE), wel: 
cher mit dem zu dem genannten Kreisabfchnitte gehörigen, den ganzen 
Umkreis ausmadıt. | 

Zuf. 2. Der Bogen (BIFGE), auf welchem ein Winkel fteht, 
ift daher kleiner, eben fo groß, oder größer als der halbe Umkreis, je 
nachdem der Kreisabfhniet, im welchem der Winkel fteht, größer, 
eben fo groß, oder Eleiner als der Halbkreis ift. 

235. Erklärung. Tangente (Berührende) eines Kreifes 
heißt diejenige Gerade CATZ Fig. 121), welche der Kreislinie begeg: 
net, ohne bei ihrer Verlängerung fie zu fchneiden. Eine Schnei: 
dende (ASH) dagegen ift eine folche Gerade, welche beliebig von aus 
ßerhalb nach dem Umkreiſe fo gezogen ift, daß fie, Über diefen Punct 
hinaus verlängert, innerhalb des Kreifes fällt, alfo den Umkreis 
fchneidet. Berührende fowohl als Schneidende find daher unbegränzte 
Linien. 

Eucl. IT, Erkl. 2. — LG.I, Erkl. 8. 

Anmerkung. Sollte aus diefer Erflärung nicht geradezu folgen, daß eine Tangente 
den Kreis blos in einem Puncte berührt? Aber freilid man muß nachweiſen, daß ed 
überhaupt Linien geben kann, die der Kreislinie in einem Puncte begegnen, und doch, 


wie weit fie auch verlängert werden, diejelbe nicht ſchneiden; was wir in 242, uf. 
thun werden. 


236. Erklärung Man fagt, daß zwei Kreife (Fig. 134 und 
135) fich berühren, wenn fie fi begegnen, ohne fich zu fchneiden. 
Die Berührung erfolgt entweder von außen, wenn jeder Kreis ganz aus 
ßerhalb des andern liegt, oder von innen, wenn der eine ganz inner 
halb des andern fällt. 

Eucl. II, &f. 22 — L. G. II, Erkl. 9. 
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237. Grundſatz. Kreife von gleichen Halbmeffern find cons 
gruent. 
Eucl. IH, Erf. 1. 


238. Srundfaß. Der Durchmeffer tft doppelt fo groß, als 
der Halbmeſſer. 

239. Srundfagß. Zieht man vom Mittelpuncte nad) einem ans 
dern Puncte eine Gerade, welche kleiner ift als der Halbmeſſer, fo 
liegt auch diefer zweite Punct fo wie die ganze Linie ganz innerhalb 
des Kreifes; 3. B. CM Fig. 112. 


Erfter Abſchnitt. 


Bon den Linien, die in und nach dem Kreife 
gezogen werden, 





240. Lehrfas. Verbinder man zwei beliebige Puncte (E, B 
Fig. 112) im Umtreife dur eine Gerade, fo liegt diefe ganz inner 
Halb des Kreifes. 

Eucl. III, 2. 

Vorbereitung. Ziehe nach unferer Seraden aus dem Mittelpun: 
cte eine beliebige andere CM, und die Radien CE, CB. 

Deweis. Aus 38, Zuf. 15 51; 41; und 239. 

Anmerkung. Cine folde Linie ift alfo in der That eine Schne, die den Umfreis 
in den zwei Puncten E, B ſchneidet. Mehr als zwei folder Durchſchnittspuncte kann 
es aber niemals geben 5 denn wäre dies möglich, jo müßte cs auch möglid fein, von ei— 
nem Puncte außerhalb einer Geraden nad ihr mehr als zwei Gerade von gleider Länge 
zu — En Widerfprude mit 29, Zuſ. 2. 

.G 3 


241. Lehrſatz. Drei Puncte (A, B, D Fig. 114), die nicht 
derfelben geraden Linie angehören, liegen ftets im Umfange eines Kreis 
fes, oder mit andern Worten man kann jederzeit eine Kreislinie be: 
IBre ler, die durch die drei Puncte hindurch geht. 

.G. U, 7. 

Vorbereitung. Nach Anleitung der Fig. 114. 

Beweis. Aus 45. 

Anmerfung. Aus dem Beweife unferes Sases leuchtet zualeih hervor, daß cs nur 
eine einzige Kreislinie giebt, welde durd die drei Puncte A, B, D hindurchgeht. 

Zuf, Der Beweis unferes Saßes Ichrt noch folgende Eigenfchaft 
der Dreiecke kennen: Die Sentrechten, die man auf den Seiten ei: 
nes Dreiecks in ihren Halbirungspuncten errichtet, haben bei hinrei: 
chender Verlängerung einen gemeinfchaftlichen Durchfchnittspunct, der 
innerhalb, oder im Umfange, oder außerhalb des Dreiecks liegen 
kann, und gleihe Entfernung von den drei Winkelfpigen bat, 

Hieraus folgt nun wiederum, daß, wenn dad Dreieck gleichfeis 
tig ift, die Sentrechten durch die Spigen der Gegenwinkel geben und 
diefe halbiren (51, Zuf. 4). Darum nennt man aud) in diefem Falle 
den Durchfchnittspunet Mittelpunct des Dreiecks; er ift von den Wins 
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felipigen um % der Länge der ganzen Perpendifel entfernt (208, Zuf. 3 
und 207). 

Anmerfung 1. Man jehe in der 10ten Aufgabe des Hten Buches das Verfahren, 
eine Kreislinie zu beſchreiben, die durch drei gegebene Puncte gebt, 

Anmerfung 2. Die Borbereitung zum Beweife unferes Sages und diefer felbit bie- 
ten aud Mittel, um die beiden erften Aufgaben des 5ten und die Hte des 6ten Buches zu 
löſen. 

242. Lehrſatz. Eine gerade Linie (BD Fig. 116), welche ei: 
nen Durchmeffer in einem feiner Endpuncte unter rechten Winkeln 
fhneidet, liegt ganz außerhalb des Kreifes und trifft den Umkreis 
blos in diefem einzigen Puncte CB), nämlich dem Endpuncte des Durchs _ 


meſſers. 
Eucl. II, 16. — L. G. II, 9. 
Beweis. Indirect, nach Anleitung der Fig. 116, aus 41. 
Zuf. Sede Tangente berührt den zugehörigen Kreis nur in ei: - 


nem einzigen Puncte. 
Anmerkung. Man Fann nun die Aufgaben 11, 12 (zweite Auflöfung) 15 und 16 
des 5ten Buches auflöfen. 


243. Lehrfaß. Der nach dem Berührungspuncte (B, Fig. 116) 
einer Tangente (ED) gezogene Halbmefler (CB) fteht auf der Tangente 
ſenkrecht; und umgekehrt. 

Beweis. Erfier Theil. Indirect aus Al. 

Zweiter Theil. Indirect aus dem erften Theile. 

Zuf. Von dem Berührungspuncte aus läßt ſich zwifchen dem 
Umfreife und der Tangente (BD) feine Gerade (BH) ziehen, die den 


Kreis nicht ſchnitte. 

Beweis. Gewiß ift, daß die Linie den Kreis entweder beruͤh— 
ren, oder fchneiden muß. Das erjtere aber ift nach dem Hauptſatze 
und 19, Zuf. 2 unmöglich, alfo muß dag zweite Statt haben. 

Anmerkung 1. Wie Flein alfo au der Winfel HBD fein möge, den eine. nicht 
ſenkrecht auf AB ftehende Linie BH mit der Tangente BD im Berührungdpuncte bildet, 
immer gebt die Kreislinie zwiſchen feinen Schenkeln hindurch. 

Anmerfung 2. Fig. 116. Der Bogen BIH hat eine Neigung gegen die Tangente 
DB, und man fann diefelbe auch einen Winkel nennen, deffen einer Schenfel die Tan— 
gente , der andere der Kreisbogen iſt. Aber die Neigung eines Kreisbogens gegen eine 
gerade Linie ift etwas ganz Anderes, als die Neigung zweier Geraden gegen einander, 
und darum Eönnen zwei ſolche Winkel, wenn man ſich an den einfadhen und urfprüngli= 
hen Begriff von Neigung bält, gar nicht mit einander verglidden werden. Sagt man, 
daß der Winkel zwifdhen dem Bogen BJH und der Geraden BD Feiner ift, als der Win- 
kel zwiſchen BD und irgend einer andern von B auslaufenden Geraden, ſo vergleidht man 
nicht die eigentliche Neigung , fondern ftillfhweigend die Räume, die diefe Winkel zwi: 
ſchen ihre Schenfel fließen. So ift e& z.B. aufer allem Zweifel, daß in Fig. 143 die 
Frummlinigen Dreiede GJE, GJEL Ffleiner find, als die geradlinigen GJE, GJL. Xber 
wir haben ſchon früher (16, Anm. 2) bemerkt, daß das Merfmal des von den Schenfeln 
umfdloffenen Raumes garnicht zu dem Begriffe des Winkels gehört. Man bat ſehr viel 
über die Natur der von Geraden und Kreisbogen gebildeten Winfel geftritten, worüber 
man Glavius und Tacquet zu Eucl. II, 16 und Wallis opp. math. Il, p. 605 nad): 
feben kann. 

Anmerkung 3. Fig. 138. Es ift meines Bedünkens cben fo wenig genau, wenn 
man geradlinige Winfel mit den von zwei Kreisbogen gebildeten vergleiht. Man fagt 
z. B. daß, wenn gleiche Kreife BAFD und BKDEG ſich fohneiden , und man in einem 
der Durdfchnittöpuncte B an einen der Kreife eine Tangente BF zieht, darauf in dem 
felben den Bogen BKDEG gleidy nimmt dem Bogen BAF, den die Tangente vom ans 
dern Kreife abſchneidet, und endlid die Schne BD zieht — daß alödann der Frummlinige 
Winkel FABKD gleih dem geradlinigen FBG if. Denn, fagt man, jener Winfel 
FABKD ift = FAB + FBKD, aber FAB = BKDEG, alfo FABKD = BKDEG 
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-+ FBKD = FRG. Allein es ift, wie id glaube, einleuchtend, daß man bier nicht, 
wie man follte, die eigentlihe Neigung des Bogens FAB zum Bogen BKD vergleicht 
mit der Neigung der Geraden BF und BG gegen einander, jondern vielmehr ſtillfchwei—⸗ 
gend die von den Bogen FAB und BKD umfähloffenen Räume mit demjenigen, welden 
die Geraden BF, BG und die Bogen FD, DG umfdließen, Es ift zwar wahr, daß, 
wenn man an den Bogen BA die Tangente BJ zieht, der geradlinige W. IBF durch die bei— 
den Tangenten gebildet wird, allein die Neigung von JB zu BF ift mit der Neigung des 
Bogens FAB zum Bogen BKD gar nicht vergleihbar *). 
Vieta opp. p. 382. 


Zweiter Abfhnitt. 
Bon den Winfeln im Kreife, 





244. Lehrſatz. Ein Eentriwinfel (GCF Fig. 115 a, b) ift 
doppelt fo groß als ein Peripheriewinfel (GIF), mit welchem er auf 
demfelben Bogen (GFy fteht. 

Eucl. III, 20. 


Vorbereitung. Ziehe aus dem Scheitel J den Durchmeffer JCL. 

Beweis. Aus den S. S. 38, und 51, welde man auf die Dreie: 
ce JCG und JCF anwendet ic. 

Zuſ. 1. Alle Peripheriewinkel, die auf demfelben Bogen ftehen, 
find gleich. 

Eucl. III, 21. — L. G. If, 18, 3uf. 1. 

Zuſ. 2. Die Summe oder der Unterfchied zweier Peripherie: 
winfel ift gleich der halben Summe oder dem halben Unterfchiede der 
beiden Centriwinkel, die auf denfelben Bogen ftehen. 

Zuf. 3. Die Summe zweier Peripheriewintel (FJG, FLG 
Fig. 115, b), die auf Bogen fiehen, welde zufammen den ganzen 
Umkreis ausmachen, ıft gleich zwei Rechten; und die Summe der 
Deripheriewintel, die auf Bogen ftehen, welche zufammen den hals 
ben Umkreis bilden, ift gleich einem Rechten; und umgekehrt. 

Zuſ. 4. Damit alfo eine Kreislinie durch vier Puncte hindurch: 
gehe, muͤſſen fie eine folhe gegenfeitige Lage haben, daß die Summe 
zweier Gegenwinfel (FJG und FLG, JFL und JGL) gleich zwei Red» 
ten iſt. Siehe 251, Anmerk. 4. 

245. Lehrſatz. In demfelben Kreife oder in gleichen Kreifen 
ftehen gleiche Winkel, fie feien ſaͤmmtlich Centriwinkel, oder fämmt: 


lich Peripheriewintel, auf gleihen Bogen, und umgekehrt. Fig. 117. 
Eucl. II, 26, 27. — L. G. II, 11. 


Vorbereitung. Ziehe die Sehnen DB, BA. 

Beweis. Erjter Theil. Nah ©. 45 it DB—=BA, alfo muß 
Dauf A fallen, wenn BA auf BD gelegt wird, und folglich muß, we: 
gen der Sleichheit der Haibmeffer, aud) der Bogen AHB genau auf BJD 
fallen ; und darum beide gleich fein. 

Zweiter Theil. Indirect aus dem erften. 

Zuf. 1. In demfelben, oder in gleichen Kreifen ift ein Peris 

pheries oder Centriwinkel das Doppelte, Dreifache ıc. eines andern 


*) Man vergleiche die unten folgende Erklärung A. 5%. Anm. des Heberf. 
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Peripheries oder Eentriwinfeld, wenn er auf einem zwei, dreis ıc. 
mal fo großen ſteht ald leßterer, und umgekehrt. 

Zuf. 2. Von zwei Peripherie: oder Eentriwinfeln eines Kreis 
ſes ſteht der größere auch auf einem größern Bogen. 

Zuf. 3. Ein Eentriwintel, der gleich einem Rechten, fteht auf 
einem Bogen, der dem vierten Theile des ganzen Umkreiſes gleich ift. 

Zuf.d. Die zwifchen parallelen Sehnen enthaltenen Bogen find 
von gleicher Größe, und umgekehrt (25). 

L. G. I, 10. 

Zuf. 5. Aus dem Beweiſe unferes Satzes ergiebt fich, daß die 
Bogen, die in demfelben Kreife zu gleichen Sehnen gehören, ebenfalls 
gleich find; und umgekehrt. 

Eucl. II, 29. — L. G. If, 4. 

Anmerkung 1. Auf diefem und dem Zten Zuf, beruht der Beweis für die Auflöfung 
der Eten und Iten Aufg. des fünften Buches. 

Zuf. 6. - Aus jenem Beweife folgt ferner, daß von zwei Seh: 
nen diejenige bie größere, welche zu einem größern Bogen gehört. 

Eucl. II, 28. — L. G. II, 5. 

Anmerfung 2. Man Fann nun die (Ote Aufgabe des 5Hten Buches auflöfen. 

246. Lehrfag. Jeder Peripheriewintel ift eben fo groß, grös 
der oder Eleiner als ein Nechter, je nachdem der Abfchnitt, in dem er 
fieht, eben fo groß, Heiner, oder größer als der Halbkreis ift. 

Euel. II, 31. — L. GC. I, 18 3uff. 2, 3, 4 

Vorbereitung. BCF (Fig. 118) fei ein Durchmeffer; ziche 
AG, AL. 

Deweis 1. : Aus 244 und 20 

2%. Weil ABG ABD 
3. Weil ABL < ABD. 

Anmerkung 1. Aus 234, Zuſ. 2 ſieht man, daß man unfern Satz aud fo aus— 
ſprechen könnte: Ein Peripheriewinfel ift eben fo groß, Fleiner oder größer als ein Rech— 
ter, je nachdem der Bogen, auf dem er ftcht, cben fo groß, Fleiner oder größer als 
der halbe Umfreis ift. 

Anmerfung 2. Den erften Theil unferes Satzes Fönnte man nod leiter daraus 
herleiten, daß ABD als Peripheriewinfel die Hälfte des Gentriwinfels ACD, alfo die 
Hälfte von zwei Nedten iſt. 

Anmerfung 3. Durch Hülfe des eriten Theils unferes Satzes bringt man die Auf: 
(öfung der Aufgabe I, 4 zu Stande. Man Fann dann noch folgende auflöfen: II, 6, 7, 
9, 26, 27, und V, 1 (zweite Auflöfung), 12 und 135 die alle vorausfegen, daß man 
wiſſe, der Winfel im Halbfreife fei ein Rechter. 

Anmerkung 4. Diogenes Laertius ſchreibt Die Erfindung des Satzes, daß der Win- 
kel im Halbfreife ein Rechter it, dem Thales zu. Unfer Sub giebt ein leichtes Mittel 
zur Prüfung eines Winfelhafens an die Hand, Man legt lestern fo, daß feine Ede 
im Umfreife liegt und die Kante des einen Arms durch den einen Endpunct des Durch— 
mefferd geht, alsdann muß, wenn der Winfelbafen nicht fehlerhaft ift, die Kante fei- 
nes andern Arms genau durch den andern Endpunct des Durchmeſſers gehen, Diefe Art 
der Prüfung ift einfacher, als die früher in 87, Anmerk. 3 angegebene. 

247. Lehrſatz. Der Winkel (DAB oder DAF Fig. 119), wels 
chen eine Tangente (AB oder AF) mit einer vom Berührungspuncte 
(A) aus gezogenen Sehne (AD) macht, iſt gleich dem Minfel CAD 
oder AHD) in dem nicht auf derfelben Seite der Sehne liegenden und 
von ihr gebildeten Kreisabfehnitte (DEJA oder DHA). 

Eucl. IT, 32. — L. G. II, 19. 

Vorbereitung. ECA fei ein Durchmefler, und daher | aufFAB; 
ziehe ED, AH, DH. 
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Beweis. Aus 246, angewandt auf W. ADE, 38, Zuf. 3, und 
243 angewandt auf W. EAB ꝛc. | 


Anmerkung. Auf diefem Sage beruht die Auflöfung der Aufgaben : v, 5, 6 umd 
VI, I. 


— — —— 


Dritter Abſchnitt. 


Von den Linien, die ſich innerhalb des Kreiſes ſchneiden, 
oder durch den Umkreis geſchnitten werden. 





248. Lehrſatz. Wenn ein Durchmeſſer (PK Fig. 122) eine 
Sehne (LH) Halbirt, fo fchneidet er fie unter rechten Winkeln; und 
umgekehrt, fieht ein Durchmefler ſenkrecht auf einer Sehne, fo theilt 
er ſowohl fie als ihren zugehörigen Bogen in zwei gleiche Theile: 
Aber zwei Sehnen (BE, AD) können einander nie fo ſchneiden, daß 
jede die andere halbirt. 

Eucl. I, 3,4. — LG.I,6. 

Vorbereitung zum erften Theile. Ziehe LC, HC; — zum zweis 
ten: ziehe CF. 

Beweis. Erfter Theil. Aus 50; und die Umkehrung aus 51 
und 46, oder aus 25. 

Zweiter Theil. Indirect aus dem erften. 

Zuf. 1. Jede Sehne, die eine andere unter rechten Winkeln 
halbirt, ift ein Durchmeffer. 


Anmerkung. Dur Hülfe diefes Sages löft man die Aufgaben: V, 1 (erfte Auf: 
löfung), 2 # 10. 


249. Lehrſatz. Zieht man von einem Puncte A (Fig. 120), 
innerhalb eines Kreifes, der nicht der Mittelpunct (C) ift, verfchier 
dene Gerade (AB, AG, AD, AE, AH) nad) dem Umtreife, fo finden 
folgende Beziehungen Statt: 

4. Die größte unter allen ift diejenige (AD), welche durch den Mit: 
telpunet gebt. 

2. Die Eleinfte aber diejenige (AF), welche jene größte zum Durchs 
meſſer ergänzt. i 

3. Die Übrigen Linien (AG, AE) werden deſto Feiner, je weiter fie 
fi vom Durchmeffer oder vom Mittelpuncte entfernen. 

4. Bon demfelben Puncte (A) aus laffen fih zwei, und nie mehr, 
Linien (AG, AE) ziehen, die von gleicher Länge find; fie liegen 
auf verfchiedenen Seiten des Durchmeffers und bilden mit die: 
fem gleiche Wintel (DAG, DAE), oder find gleichweit vom Mit: 
telpunct entfernt. 

5. Alle diefe Beziehungen behalten ihre Gültigkeit, wenn der Punct 
im Umkreiſe felbft liegt. 

Eucl. II, 7. 

Zu 1, und 2. PVorbereitung. Ziehe die Halbmeſſer CG, CB, 
CE, CH. 

Beweis. Aus 232, und 47. 


v. Swinden Geometrie. 
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Zu 3. Worbereitung. Ziche CL _| auf AG und CO | auf AB. 

Beweis. Aus 47, angewandt auf die Dreiecke ACG, und ACB 
folgt, daß AGT>AB; und aus 41, daß CN und um fo mehr alfo CO 
> CL. 
Zu 4. Vorbereitung. Es fei GJE | auf AD; ziehe AE und 
dann CM | auf AE. 

Beweis. Aus der Boransfegung, aus 248, aus der Vorberei: 
tung und aus 45 folgt, dag in den Dreiecken AJE und AJG fein mufi 
W. GAJ=EAJ, und AE=AG; in den Dreiecfen ACM und ACL aber 
ift CM —=CL. | 

Das nur Eine Linie AE, die gleich AG ift, gezogen werden kann, 
folgt aus 3. 

Die Richtigkeit des 5ten Theiles von unferm Saße leuchtet von 
felbft ein. 

Zuſ. Können von einem Puncte innerhalb des Kreifes nach dem 
Umfreife mehr ale zwei Linien von gleicher Länge gezogen werden, fo 
iſt diefer Punct der Mittelpunct. 

Eucl. NI, 9. 

250. Lehrſatz. Zieht man von einem Puncte (A Fig. 121) 
außerhalb eines Kreijes mehrere gerade Linien nach dem Umkreiſe, fo 
finden folgende Beziehungen Statt: 

l. Unter allen, die den Kreis fihneiden und zum Theil zwiſchen 
den Umkreis fallen, ift die längfte diejenige (AD), welche durch den 
Mittelpunet geht; die übrigen werden deſto einer, je größere 
Winkel fie mit diefer größten bilden, oder je weiter fie ſich vom 
Mittelpuncte entfernen. 

2%. Die Hleinfte unter denen, die blos bis an den Umkreis gehen 
(ganz außerhalb des Kreifes liegen) iſt diejenige (AF), deren Ver: 
längerung durch den Mittelpunet geht, und die übrigen werden 
deito größer, je größere Winkel fie mit diefer Eleinften bilden, - 
oder je weiter fie fi vom Mittelpuncte entfernen. 

3. Beide Gattungen von Linien fiimmen darın hberein, daß von 
demjelben Puncte aus immer nur zwei gezogen werden können, 
die von gleicher Länge find; diefe liegen auf verfchiedenen Sei: 
ten des Mittelpunctes, find gleichweit von dieſem entfernt, oder 


bilden gleihe Winkel mit dem Durchmeſſer. 
Eucl. II, 8. 


Für 1 und 2. Vorbereitung. Ziehe die Halbmeſſer CG, CQ, 
CB, CP, ferner CO | auf BA und CL | auf GA. - | 
Beweis. Nah 5 und 43 ift AD > AG. 
Nah 47, GA > BA. 
Nah 43, AQ > AR 
Nad) 44, PA > AQ 
Mad) 4, CN > CL 
alfo CO > CL. 
Far 3. MWorbereitung. Es fei GJE | auf AD, jiehe EA, CE, 
und CM | auf EA. 
Beweis, Es iſt EJ = JG (248), daher AE—AG (45), W.EAD 
—=DAG, und CM—=CI. (46). 
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Zuf. 1. Inter allen Sehnen, die in einem Kreife gezogen wer: 
den können, ift der Durchmeffer die gröjte. 

Eucl. II, 15. — L.G. II, 2. 

Anmerkung 1. Man fann diefen Sag auch unmittelbar beweijen aus 232 und 41. 

Anmerkung 2. Man Fann nun die Aufgaben V, 3 und 4 löfen. 


Zuf. 2. Die gleihweit vom Mittelpuncte entfernten Schnen 
find gleich. 
-Eucl. IE, 14. — L. 6. II, 8. 
Zuf. 3. Unter allen den kinien, die ganz außerhalb dee Kreifes 
(tegen, ift die Tangente die größte, unter denen hingegen, die zum 
Theil innerhalb des Kreifes fallen, ift fie die kleinſte. 


Zuf. 4. Von einem Puncte außerhalb eines Krerfes laffen ſich 
zwei Tangenten (AT, AU) an denjelben ziehen; fie find ſtets von glei: 
cher Größe und die größten unter allen von eben dieſem Puncte nach 
dem Kreife gehenden Geraden, die ganz außerhalb deffelben liegen, 
die Fleinften dagegen unter denen, die zum Theil innerhalb fallen. 

Anmerkung 3. Diefer Sag foll fpäter (259, Zul. 2) noch auf einem andern We— 
ge bewiefen werden, Gr läßt fid aud unmittelbar beweifen aus 243, und 25. 

zuf. 5. Von einem Puncte außerhalb eines Kreijes laffen ſich 
nach demfelben blos zwei Linien ziehen, die von alercher Länge find. 

Anmerkung 4. Bergleiht man unfern Hauptſat mit dem vorhergehenden, fo ficht 
man leicht, daß beide in der That nur Einen Lehrſatz ausmahen, und daß der Unter: 
ſchied nur in der Verſchiedenheit der Lage des Punctes A beftcht. 
| 251. Lehrſatz. Wenn zwei Sehnen (AD, BE Fia. 123) ſich 
beliebig fchneiden (in F), fo ift ſtets das Rechteck aus den Segmenten 
(AF, FD) der einen, glei dem Rechte? aus den Segmenten (BF, 
NE) der andern. 

Encl. II, 253. — L. G. I, 23, 3uj. 

Erfter Beweis. Aus den Eigenfchaften rechtwinkeliger Dreiecke 
entlehnt. 

Vorbereitung. Ziehe durch F den Durchmeffer NGFG, ferner CD, 
endlih CH. | auf AD. 

Beweis. Aus 243 und 87, Zuf. 4 folgt, daß 

CD, — CH, = DH, — FH, 
NF,FG — AFED (5 und8l), und auf eben. 
die Weife läßt fich zeigen, daß 
NF,YG = BF,FE. 

Zweiter Beweis. Aus der Aehnlicykeit der Dreiecke. 

Vorbereitung. Ziehe AB, DE. 

Beweis. AABFwv A DFE (244, Zuf. 1) ı. 

Anmerkung 1. Dieſer Say, fo bewiefen, liefert zugleih aud einen Beweis unſe⸗ 
res frübern Satzes 204. 

Anmerkung 2. Unfer Sup ift ganz allgemein. Wenn inzwiſchen für die ſich ſchnei⸗ 
denden Sehnen noch befondere Umftände eintreten, fo laffen ſich auch noch befondere Fol: 
gerungen daraus ziehen ; z. B. wenn beide Schnen ſich rechtwinkelig ſchneiden und eine 
cin Durdmeffer it — ein Fall, der im folgenden Lehrſatze und feinen Zufägen näher 
betraditet werden follz. oder wenn zwar Beine- cin Durchmeffer ift, aber fie fi unter 
rechten Winkeln ſchneiden, welder Fall den Gegenftand unferes S. 253 ausmacht. 

Zuf. 1. Bei zwei fich fchneidenden Sehnen verhält fih immer 
das cine Segmentenpaar (AF, BF aus zwei nicht zu derfelben Sehne 
gehörigen Segmenten gebildet) umgekehrt als das andere (ED, FE), 
alfo: AF : BF = FE: FD. 

11 * 
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Anmerfung 3. Bebient man fi Des erſten Beweifes unferes Hauptfages, fo leitet 
man diefen Zufag aus ihm ber dur Hülfe von 203, Zuf. 3, Für den zweiten Beweis 
ift unfer Zuſaz weniger eine Folgerung aus dem Hauptfage als der wörtliche Ausdruck 
eines Theiles von dem Beweije jelbit. 

Zuf. 2. Damit eine Kreislinie fih befchreiben laſſe, welche durch 
vier gegebene Puncte (A, B, D, E) hindurchgehe, muͤſſen diefe eine 
folche gegenfeitige Lage haben, daß die fie verbindenden Linien füch in 
Segmente theilen, von denen das eine Paar fich umgekehrt verhäft, 
als das andere, oder da AF : BF = FE: FD. 

Anmerfung 4, Man kann alfo nicht immer eine Kreislinie beſchreiben, welche 
durch vier gegebene Puncte hindurchgeht, während dieß für drei Puncte, fo fern fie 
nur nicht in einer geraden Linie liegen, nad dem, was in 196 gezeigt worden, ftets 
möglih iſt. Man vergleihe auch 232, Zuf. 4. 

252. Lehrſatz. Faͤllt man aus einem Puncte (B Fig. 124) im 
Umkreiſe eine Senfrechte (BF) auf einen Durchmeffer, fo ift das Qua: 
drat derfelben gleich dem Rechtecke aus den zugehörigen Abfchnitten 
(AF, FD) des Durchmeſſers; ift demnach die mittlere Proportionafe 
zwifchen diefen Abfchnitten ; alfo: 

BF, = AF,FD und (203, Zuf. 4) 
AF:BF=BF:Fb. 

Vorbereitung. Ziehe BA, BD. 

Beweis. Aus 246 und 89. | 

Anmerkung 1. Man Fann den Beweis unferes Satzes aud aus 246, und 86 
herleiten. 

Anmerkung 2. Hierauf beruhen die Auflöſungen der Aufgaben: II, 3,789, 
16 (3te Auflöf.), und II, 29. 

Anmerkung 3, Iſt der eine Abſchnitt AF gleich dem mfachen des andern FD, aljo 
AF—= m.FD, fo ft BE, = m. FD, und BD, = FD, -+ BF, = FD, 
m. FD; = (m + 1) FD, d.h. das Quadrat der Sehne BD faßt den Flädhenraum 
des Duadrates von dem Abſchnitte FD jo vielmal in fi, fo vielmal der Durchmeſſer 
AD den andern Abſchnitt AF in ſich ſchließt. 

Zuſ. 1. Dieſelbe Linie (BF), naͤmlich eine Senkrechte auf ei⸗ 
nen Durchmeſſer iſt auch immer ſo beſchaffen, daß ihr Quadrat gleich 
iſt dem Ueberſchuß des Quadrates vom Halbmeſſer Über das Quadrat 
des Stuͤcks vom Durchmeſſer, das zwifchen dem Mittelpuncte und der 
Senkrechten felbjt enthalten iſt. Entweder aus dem Hauptſatze 
und 85, oder unmittelbar aus 87, Zuſ. 2. 

Zuſ. 2. Der Hauptſatz ſowohl als der vorhergehende Zuſatz laſ⸗ 
fen ſich umkehren. Iſt nämlich eine krumme Linie ABD ſo beſchaffen, 
daß fuͤr jeden beliebigen Punct derſelben iſt BF, = AF,FD oder — 
BC,—CF,, fo ift diefe Linie derimfang eines Kreifes, deffen Durch⸗ 
meſſer AD ift. 

Pappus mathem. S. VII, 168. 

Anmerfung 4. Diefer Zufas bietet uns das dar, was die Geometer neuerer Zeit 
Gleichu —— es Kreiſes nennen. Die Linie (AD), deren Lage gegeben iſt, führt 
den Namen Axez der Punct A, oder C, von weichem aus man die Stüde AF oder 
CF, welche Abfciffen beißen, nimmt oder abjäpneidet, ift der Anfangspunct 
der Xbfciffenz die Linien BF nennt man Drdinaten. 

‚ Die frumme Linie ift beftimmt, fobald man die Beziehung Fennt, die zwifchen 
Je zwei zufammengehörigen Abfeiffen und Ordinaten Statt findet, 

Für den Kreis wird die Beziehung ausgedrüdt durch 

= AD,FD — FD, | 
bezeihnet man alfo BF mit y, FD mit x, AD mit 2a, und erwägt was wir früber 
209, 3uf. 5 und Anmerk. 5 erinnert haben, fo ift 
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»P?=Qla—n)ı=2axr— x? 
die Gleiyung, welche die Natur und Eigenthümlichkeit des Kreifes darſtellt. Sie vers 
wandelt fid,. wenn man die Abfeiffen nit vom Endpuncte des Durchmeſſers jondern vom 
Mittelpuncte aus nimmt, in 

= a2 — xı?—=(a+x)(a—x) 

Anmerkung 5. Wir haben oben in 203, Zuf. 1, Anm. 2:angegeben, mas die 
Alten unter ebenen Dertern oder ebenen Aufgaben verjtanden, diejenigen näms 
lich, in denen die gefuchte Zahl ſowohl in.der zweiten Potenz, als aud durch eine an 
dere, aber befannte, Zahl multiplicirt erſcheint; und es ift unfer Sag, durd melden 
fie diefelben geometriſch auflöften, Alle Probleme dieſer Art, oder, wie die Geometer 
“ fie jegt ausdruͤcken, alle Gleihungen des zweiten Grades können uuf eine diefer beiden 
Zormen gebradt werden ; 

I,x?2 tax = b®2.. II, x? + ax — — b®, 

Erfter Fall, Nimm (Zig. 125) GC = 3 a,.erridte darauf fentreht GI’ = b, 
und beſchreibe mit CJ als Halbmeffer aus C einen Kreis, welder die verlängerte CH in 
den Puncten D und F fehneidet. Alsdann ift DG die Zählx,. melde der Gleihung 
x2 + ax = b?, GF dagegen ber Werth für x, welder der Gleichung x? — ax = b? 
Genüge leiſtet, oder diefe Gleihung auflöft. 

Denn nimmt man HF = .DG, fo it DG = HF = GF — GH = GF — a, 
und DF = a 2DG, alſo GF= a + DG. 

Mit Berüdfihtigung von 203, Zuf. 5, haben wir 

— 2 2 — 
IE =b = DC.CF = D6 (a +06) = a. DE + DE 
— b? und 
— 2 
TC =, =10.GF = GF (CB J=ÜR -. 6F 
d. ® 2 — ax — bꝰ. 

Zweiter Fall, Nimm (Fig. 126) AC — 3; beſchreibe aus C mit CA als valb- 

meffer den Kreis ADB; errichte AE — b fenfredt auf BA, ziehe ED || AB und DF 
— 2 — — 

1 auf AB; alsdann ift CB = — 2, DF — EA = b, alfo FÜ’ DC —DF’ 

— a? _ pn, alo FC= + Va® — b?, mithin BE = CB+CF = — I — 


va? — b?, woraus folgt 
1) — Ya® - BF +3, mithin 
— 2 
, oe 
BF t+a.BF= — b? 
BF ftellt demnad den Werth für x dar, welder - Gleichung 
2 2 


x ax — — 
auflöſt. mess. 
)AF=AC—FC= 5 — Var — be 


alfo ve— bt mu 5 — AR, 
und 2 _ Put _a.ArF+äF 


over AF = a. AF— — bt 

AF drüdt alfo den. Werth für x aus, welder der Gleihung 
st — ax — — b? 

Genüge Teijtet, ’ 

Man fieht alfo, daß zur Auflöfung der quadratifhen Gleihungen durch Hülfe der 
Geometrie nichts weiter erfordert wird, ald daß eine Linie eine Zahl z darftelle und eine 
zweite die Wurzel b aus einer b?, die mar alö ein Quadrat, es ſei nım commenfura- 
bel, oder incommenfurabel, betrachtet. Cs fällt aber von felbft in die Augen, daß das 
erftere ftets möglich fei, und nicht minder das zweite, wenn b? eine wirflihde Quadrat» 
zahl ift. Findet letzteres nicht Statt, jo Fann man b? als ein Produkt aus zwei Zah⸗ 
{en m und I betradyten, von denen eine nöthigenfals als Einheit angefehen werden Fann, 
diefe Zahlen m undl können durd Linien dargeftellt werden ; die mittlere Proportionale 
zwiſchen ihnen ift die geſuchte Linie b. 

253. Lehrfag, Schneiden ſich zwei Sehnen (AD, BE $ig. 127) 
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rechtwinkelig, fo ift bie Summe der Quadrate ihrer Segmente (AF, 
BF, DF, EF) glei dem Quadrate des Durchmeſſers. 

Anmerfung. Der Beweis dieſes Sages läßt fi auf verſchiedene Weife führen, 

Vorbereitung. Es fei der Mittelpunct C; ziehe den Durchmeſ— 
fer BCJ, dann BD, BE, BA, AJ, JD. 

Erfter Beweis. AY: BF = FE: DF (251) 

AF, : BE, — FE, : DE, (155, uf. 1) 
AF,-+BES+ FE, +DE, : FEU+UD,—=BE, + ED, : FD, (126), 
aber FE) + ED, — DE,, BE, + FD, — BD, 
und, weil A DEE  v A BJD (196) 
BJ, : DE, = BD, : DE, 16. 

Zweiter Beweis. Durch Huͤlfe des Pythagoraͤiſchen Lehrfages. 
Man ziehe dann die Huͤlfslinien CB, CD, CE, CA und die Senfs 
rechten CL, CM, wende dann ©. 87 auf die Dreiecke BCL, ECL, ACM 
und MCdD an, um Werthe für die Quudrate von BC, CD, CE, CA 
zu erhalten; deren Summe ift—=4BC, = Blg; die Summe ihrer 
Werthe nad) 87 und 75 entwickelt giebt 

AF BF FE FD, 

Dritter Beweis. 2 ®. BAD J ANE gleich einem Rechten, 
aifo die Bogen AK und BD zufammen den halben Umkreis bilden 
(244, Zuf. 3}, und eben fo aud) die Dogen Ab und ED, fo iſt Al 
ED; aber BJ, = BA, + Al, = Ba, + Ei 

Anmerfung I. Diefer dritte Beweis ift der Türzefte und einfachſte. 


Anmerkung 2. Diefer Sag ift der 11te in der Ardimsdeifhen Schrift: „Lem- 
mata.‘* 


254. Lehrſatz. Die Quadrate der ®chnen (AB, AL Fig. 124), 
welche von dem Endpuncte eines Durchmeſſers auslaufen, verhalten fich 
wie die Segmente (AF, AP) des Durchmeflers, welche durch die aus 
den Endpunsten der Sehnen nad ihm gezogenen Senkrechten (BF, 
EP) abgeschnitten werden. 

Viviani divinatio de locis solidis pr. 9. 

Beweis. Aus 246 und 89. 

Zuſ. AB, : Bd, = Ar: FD. 

Anmerkung 1. Diefe Eigenfhaft des Kreiſes giebt cin leichtes Mittel an dic Hand, 
zwei Quadrate zu conjtruiren, die ſich wie zwei gegebene Linien zu einander verhalten. 
ft z. B. AF=1FD, fo it auch Ab — BD, 

Siehe Papp. coll. mathem. V, 3 und VIII, 6. 


Anmerkung 2. Hierdurd ift man nun aud in den Stand gefegt, den Zufag zur 
erften Aufg. des 4ten Buches aufzulöfen. 


255. Yebrfaß. Zieht man aus den Endpuncten A und B 
(Fig. 132) eines Durchmeſſers nad) zwei oder mehrern Punsten (D, 
E) im Umkreiſe gerade Linien, fo find fiets die QDuadrarfummen der 
nad) demfelben Duncte gezogenen Linien unter einander gleich. 

Daffelbe finder auch noch dann Statt, wenn es nicht die Ends 
pungte felbft des Durchmeſſers, fondern gleich weit von diefen ent: 
fernte (J, K) find, von denen aus man die Linien zieht. 

Simpson Elem. of Geom. III, 20. 

Beweis. Für den erften Theil leicht. Für den zweiten ziehe 
DO und EP | auf AB. Alsdann iſt: 

DI, = AD, — Al, — 2 A1J0 
DK, — BD) — BR, — 2 BK,Kof (90) 
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alſo DI, + PK, = AD, + BD, — Al, — BK, — 2 AJ JO — 2 BK,KO 
—= AB, —2 Alla), 204, KO) 
= AB, 2 AJ,AK 
Auf gleihe Weife: | 
EJq + EKa = AB, — 2 BK,BJ x. 

256. Lehrfag. "Zieht man von einem Puncte (E Fig. 128) 
außerhalb eines Kreifes gerade Linien (FA, FE) nad) dem Umtreife, 
welche verlängert den Kreis fchneiden, fo find die Rechtecke, die man 
einzeln aus den ganzen verlängerten Linien (FE, FA) und ihren aus 
Berhalb des Kreifes liegenden Segmenten (FB, FD) bilder, alfo die 
Rechtecke FA,FD und FE,FB unter einander gleichflächig. 

L. G. III, 29. 
Erfter Beweis. Aus den Eigenfhaften rechtwinkeliger Dreiecke. 
Vorbereitung. Ziehe die Halbmeſſer CA, CE, die Sentrechten 

CM auf AD, und CQ auf BE, und den EOSENMIENN: FCN. 

Beweis. Sn den rechtwinkeligen Dreiecken CFQ, CEQ, CFM, 
und CAM ift (87, Zuf. 4) FQ, — QE, = FM MA,, woraus 
unfer Saß durh Anwendung von S. 81 und ©. br hergeleitet wird. 

Zweiter Beweis. Durch Hülfe der ähnlichen Dreiecke. 

Vorbereitung. Ziehe EA, BD. 

Beweis, AAFE WA BED, denn W. FBD — FAE (244, 
Zuf. 3) ic. alfo FA: FE=FB:FD x. 

Anmerkung 1. Man fieht deutlih, daß unfer Sag einer und derfelbe mit dem frü— 
bern S. 251 ift, und daf man beide allgemeiner fo ausdrüden Fann: Zieht man zwei 
Gerade , die ſich innerhalb oder außerhalb des Kreifes Schneiden, fo find die Rechtecke, 
die man aus denjenigen Segmenten einer jeden derfelben bildet, weldye zwiſchen dem ges 
meinfhaftlihen Durchſchnittspuncte und den Durdienittspuneten mit dem limfreife ent: 
halten find, jtets gleichflächig. 

uf. 1. Die Schneidenden werden durch den Umkreis im umge: 
kehrten Verhältniffe Be fo des ift 
:EF = BF: DF. . 

Anmerfung 2. Zür den — Beweis folgt dieſer unſer Zuſatz aus dem Hauptſatze 
in Verbindung mit 202, Zuſ. 55 für den zweiten Beweis iſt es weniger ein Folgefag 
aus 2 Hauptfage ale der Ausdrud in Worten von einem Theile des Beweifes felbit. 

Zuf. 2. Kr der aͤußere Abſchnitt (BF) der einen Linie (EF) die 
mittlere Proportionale zwifchen den beiden Abfchnitten (DEF, DA) eis 
ner andern (FA), fo ift auch ſtets der Äußere Abſchnitt (FA) diefer 
leßtern die mittlere BEN zwifchen den Abſchnitten der erftern. 

Denn DF : BE — nn AD (Borausfekung) 
DE: BF — : FA (Hauptſatz) 
alfo aud) BF : FE —= FA 
FE — BF: BF= FA — AD: AD 


EB : BF = DF: AD 
EB : DF = BF: AD 
alſo EB: DF = DF: BF. 


Vieta Opp. p. 242 

Zuf. 3. erden (Fig. 129) die beiden Linien fo gezogen, daß 
der Äußere Abfchnite der einen fich zu ihrem innern verhält, wie der 
innere der zweiten zum äußern derfelben, fo find die aͤußern Abfchnitte 
der eriten und zweiten zwei mittlere Proportionaten zwifchen den in: 
nern Abfchnitten der zweiten und erften. 

Beweis. Aus 153 und dem Hauptfaße. 
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Anmertung 3. Könnte man alfo in einem Kreife zwei Linien jo ziehen, daf KD 
:AK = AP: HP, fo würde die Aufgabe, zwei mittlere Proportionalen zu finden, 
geometriſch gelöft fein. Allein ftreng geometriſch dieß auszuführen ift unmöglid ; aber 
vereinfachen läßt fi die Sache auf folgende Weile: Wan befhreibe (Fig. 129) mit der 
größern der beiden gegebenen Linien als Durchmeſſer einen Kreis; trage in ihn die 
kleinere als Schne (HP), verlängere diefelbe fo, daß HL = HP, ziehe alödann LC 
und JP LC, und endlid durch den Mittelpunct C die Linie DCKA fo, daß AG= 
CK wid, kit PH: AP—=AP:AK=AK:KD. 

Denn AL: AP = AC : AG i 
AL > AP: ACH AG = AL — AP: AC — AG = AP: AG 
2AH:AD=2PH:CG = AP: AG 
AH :AD= PH: AK =AP:KD«, 

Vieta Opp. p. 243. 

Zuf. 4. Wenn der Winkel ABC (Fig. 130) ein Rechter ift, und 
man vollendet das Rechteck ABCD, verlängert DA und DC und zieht 
durch B die GBOF fo, daß BG==FO (alfo auh OG==BF), fo find AF 
und GC zwei mittlere Proportionalen zwifchen AB und BC. 

Denn: FD,LAF —= BF,FO = 06,BG = DG,GC, alfo 

DG : FD = AF : GC, aber 
DG : FD = AB: AF (196), mithin 
AB: AF=AF: GC. 
Ferner DE — AB: DG—= FD — AF: FD 
GC: BE =DG : FD= AF: GC ı. 
Anmerfung 4. Philo von Byzanz bediente ſich dieſes Satzes zur Auffindung zweier 
mittlern Proportionalen, Siehe Tacquet zu Eucl, VI, 13. 


257. Lehrſatz. Wenn ein Durchmeffer (GCD Fig. 131) einer 
den Kreis Schneidenden (ABD) fo begegnet (in D), daf das außer» 
halb des Kreifes liegende Stück (BD) der leßtern gleich ift dem Halb: 
mefler des Kreifes, fo ift der eine (AG) der beiden Bogen, welde 
zwifchen diefen Linien liegen, das Dreifache des andern (BF). 

Archimedes, Lemma 8. 

Beweis. Ziehe GE || AB, und die Halbmeſſer CE, CB, fo ift: 
W. BDEC—=BCD—CGE=CEG, aber W. DEE—=2CGE—IBECF, 
daher W. GCA—=BCE—=DCE-H-BECF ic. 

Anmerkung. Könnte man für einen gegebenen Bogen AG aus einem feiner End: 
puncte einen Durchmeffer und aus dem andern eine Sehne fo ziehen, daß der Theil der 
Berlängerung der Sehne, weldyer von dem verlängerten Durchmeffer abgefehnitten wird, 
glei dem Radius des Kreifes wäre, fo hätte man die berühmte Aufgabe, einen gege— 
benen Bogen oder Winfel in drei gleihe Theile zu theilen , gelöft. 

258. Leh rſatz. Nimmtman auf dem Halbmeffer (CH Fig. 155) 
eines Kreifes einen Punct (I) und auf deffen Verlängerung einen zweis 
ten (A) fo, daß der Halbmeffer die mittlere Proportionale zwifchen 
den Entfernungen (CJ, CA) diefer Puncte vom Mittelpuncte ift, und 
zieht ferner aus dem Puncte (A) auf der Verlängerung eine beliebige 
Schneidende (AGg) nad dem Kreife, fo ift ſtets: 

GJ:GA=HJ: HA = gl: gA. 

L. G. III, 34. 

Vorbereitung. Ziehe CG, Cg. 

Deweis. CI: CH= CH: CA 

CI: CG = CG: CA 

A CIG vw A CGA 

GJ :GA=(CJ: CH ‚ 

CI: CH= CH — CH: CA — CH = Hl: HA 
GJ : GA = HJ: HA. 
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259. Lehrfag. Zieht man von einem beliebigen Puncte CF 
Fig. 128) außerhalb eines Kreifes eine Tangente (FJ) und eine bes 
liebige Schneidende (FA) nad dem Kreife, fo ift das Quadrat ber 
Tangente gleich dem Rechtecke aus der ganzen Schneidenden und ih: 
rem Außern Abfchnitte; und umgekehrt. 

Eucl. III, 36, 37. — L. G. III, 30. 

Anmerfung 1. Wir Fünnen diefen Satz ald einen unmittelbaren Folgefag aus 
&. 256 betradten 5; denn wird die Schneidende FE zur Tangente, fo fallen offenbar B 
und E zufammen,, und zwar beide auf T, es wird alfo FE= FB=FT, und daher 
FE,FB=FT,. Andere, wie 3.3. Euclides leiten aus diefem unfern Sage als Haupt- 
fag den genannten S. 256 als Zuſatz ber, und dann wird fein Beweis durd Hülfe 
der Eigenfhaften entweder redhtwinfeliger oder ähnlicher Dreiede geführt, 

Anmerfung 2. Hierauf gründet fi die Auflöfung der Aufgabe I, 115 und aud 
der Beweis für die erite Auflöfung der Aufgabe II, 11. 

Zuf. 1. Die Tangente ift die mittlere Proportionale zwifchen 
der Schneidenden und dem außerhalb des Kreifes liegenden Abfchnitte 
derfelben. 

Beweis. Aus 202, Zuf. 6. 

Zuf. 2. Die zwei Tangenten, die man von einem Puncte aus 
ßerhalb nad) einem Kreife ziehen kann, find von gleicher Länge. 

Anmerkung 3. Wir hatten dieß fhon früher in 250, Zuf. 4 erwieſen. 

260. Lehrſatz. Verbindet man die Derührungspuncte (T, J) 
zweier von einem Puncte CF) aus an einen Kreis geyogener Tangens 
ten durch eine Gerade (TI) und zieht von eben jenem Puncte außers 
halb eine beliebige Schneidende (FE), die dem Umtreife in B und 
der Berährungsfehne inO begegnet, fo wird fie in eben diefen beiden 
Puncten harmonifch getheilt. Fig. 128. 

Krafft geom. sublim. $. 77. 

Beweis. Es fei FN | auf TJ, und gehe alfo durch den Mits 
telpunct C, fo ift 

* F 


„= FO, 0J, — 2 O0J,OP (90) 
= FO, 0J(0J — 2 OP) 
= FO, OJ,(JP — OP) 
= FO, + OJ.(TP — OP) 
= FO, +4 0J,0T 


alfo 
FE,FB = FO, + OB,OE (259 und 251) 
BF, + BF,BE —= BF, + 2BF,BO+BO,-+ BO,OE (75 und 76) 
BF,BE — BF,BO + BO,EF 
BF,EO + BF,BO —= BF,BO -+ BO,EF 
‚ BF,EO — BO,EF 
BF: EF= BO: EO 
BF: EF=FO —BF:EF — FO 
alfo (174) BF, FO, EF in harmonifcher Proportion. 


i 
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Dierter Abſchnitt. 
Bon Kreifen, weldye ficy entweder berühren oder ſchneiden. 


261. Lehrfag. Kreife, die ſich entweder fchneiden oder be: 
rühren, haben nie einen gemeinfchaftlichen Mittelpunct. 

Eucl. II, 5, 6- 

Allgemeine Anmerfung. Diefem fowohl ald den drei folgenden Sägen liegt die An= 
nahme zum Grunde, daß ih berührende oder ſchneidende Kreife fo viel Puncte mit ein— 
ander gemein haben, als Berührungs = oder Durchſchnittspuncte zwiſchen ihnen vorhans 
den find, daß mithin die Linien, die man aus diefen Puncten nad dem Mittelpuncte 
jedes Kreifes zieht, unter einander glei find. 

Beweis. Berühren die Kreife einander von aufen (Fig. 135), 
fo leuchtet die Richtigkeit unferer Behauptung von felbft ein, weil 
dann jeder Kreis ganz außerhalb des andern fällt. Schneiden fich 
die beiden Kreife (Fig. 133) oder berühren fie fi von innen (Fig. 134), 
fo wird der Beweis leicht indirect geführt, indem die Annahme des 
Begentheils auf die Ungereimtheit CE —= CA=CB führen würde. 

262. Lehrſatz. Wenn zwei Kreife fih von innen oder von 
augen berühren, fo acht die ihre beiden Mittelpuncte verbindende Ges 
rade ſtets durch den Berährungspunct. | 

Eucl. II, 11, 12. 

- Beweis. Für beide Fälle indirect. Denn könnte im erflern 
Falle (Fig. 134) der Mittelpuner J des Kreifes ADE außerhalb der 
Geraden FA liegen, fo liege ſich durch Huͤlfe von ©. 43 leicht zeigen, 
daß auch die Ungereimtheit DF >>BF wahr fein müßte. Auf ähntis 
che Weife koͤnnte man im zweiten Falle (Fig. 135) darthun, dag wenn 
die Linie cf die beiden Mittelpuncte verbände, ohne durch den Beruͤh— 
rungspunct zu gehen, cD — fB > cf fein müßte, was offenbar un; 
möglich ift. 

Anmertung. Man Fann nun die Aufgaben V, 17, 18, 19 auflöfen. 

263. Lehrſatz. Ein Kreis berührt einen andern nur in einem 
einzigen Puncte. 

Euel, III, 13. 

Beweis. Indirect. Wären, wenn beide Kreife fih von innen 
berührten, A-und B zwei Berührungspuncte, F und C aber die bei: 
den Mittelpuncte, fo wäre FB = FC + CB, im WViderfpruche mit 
&. 43, und auf ähnliche Weife für die Berührung von außen. 

Anmerkung. Man fieht, daß zwei Kreife fib berühren, wenn ihre Mittelpuncte 
um die algebraifhe Summe ihrer Halbmeffer von einander entfernt find, und zwar von 
außen, wenn diefe Entfernung glei der wirflihen Summe, und von innen, wenn fie 
dem Unterſchiede der Halbmeſſer gleidy iſt. 

L. 6. II, 13, 14 : 

2654. Lehrſatz. Wenn zwei Kreife fich fchneiden, fo find der 
Durchſchnittspuncte allezeit zwei und von folcher Lage, daß die fie vers 
bindende Gerade fenfrecht auf der Are, d. 5. der geraden Linie ſteht, 
welche die Meittelpuncte beider Kreife verbinder, und durch diefe hal» 
birt wird; aber mehr als zwei Durchfchnittspuncte kann es nie geben. 

Eucl. II, 10. — L. G. II, 11. 

Beweis. Erfter Theil. Hätten die beiden Kreife nur einen 
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Punct mit einander gemein, fo würden fie fich blos berühren; da fie 
fich aber fohneiden, fo muͤſſen cs alfo wenigftens zwei Puncte fein, 
die beiden gemeinſchaftlich find. 

Diefe Puncte können nicht auf derfelben &eite der Are (CDG 
Fig. 137) liegen, weil fonft ein Widerfpruch mit 949 entftehen wär: 
de; fie liegen alfo auf verfchiedenen Seiten diefer Are und ihre Ver: 
0: wird durch diefe unter rechten Winkeln halbire, nah 51, 

uf. 4. 
Zweiter Theil, Indirect. Beide Kreife hätten dann einen ges 
meinfchaftlihen Mittelpunct, was (261) unmoͤglich ift. 
Anmerfung. Ein flühtiger Bid auf die Figur lehrt, 
1) daß die Entfernung der Mittelpuncte unſrer beiden Kreife Feiner ift ald die Summe 
ihrer Halbmeffer, CH, DG aber 
2) größer ald der Unterſchied derfelben. 


an beiten Beziehungen finden , wenn Kreife ſich ſchneiden, allezeit Statt, 
12 


265. Lehrſatz. Wenn zwei Kreife fid von innen oder außen 
(Sig. 134 und 135) berühren, und man zieht durdy den Berührungss 
punct (A) eine ®erade (LAM), welde beide Kreife ſchneidet, fo find 
beide Ceutriwinkel (AFM, ACL), weiche die nad) dem Berührungs» 
puncte und den Durchfchnittspuneten CL, M) gezogenen Halbmeffer mit 
einander bilden, von gleicher Größe, 

Papp. Coll. math. lemma 4 ad prop. 9. 

Vorbereitung. Man verbinde die Mittelpuncte durch die Gerade 
FC, welde (nöthigenfals verlängert) durch den Beruͤhrungspunct 
geht (262). 

Beweis. AACLWA AFN ıc. 

Anmerkung. Es foll fpäter (316, 3.2) gezeigt werden, daß wenn Winfel ACL= 
AFM ift, die Bogen AL und ABM daffelbe Verhältniß zu den Umfreifen haben, von denen 
fie Theile ausmachen d. h. daß fie ähnliche Bogen find. Daher lautet unfer Say bei Pap- 
pus alfo: „Berühren fi zwei Kreife von innen oder außen, fo fihneidet jede dur den 
Berübrungspunct aehende Gerade (bei hinreihender Verlängerung) ähnliche Bogen von 
den Umfreifen ab.’ 


Schftes Bud). 
Von den in und um den Kreis befchriebenen Vieleden. 


Einleitung. 


266. Erklärung. Man fagt eine Figur ftehe in einer andern, 
oder fei in leßtere befchrieben, wenn ihre Ecken auf den Seiten diefer 
zweiten Figur liegen. 

Demgemäß nennt man eine Figur eine im Kreife ftehende oder 
in den Kreis befchriebene, wenn ihre Ecken im Umfange des Kreifes 
liegen. Ein Kreis heißt in eine Figur befchrieben, wenn fein Um— 
fang alle Seiten derfelben berührt. 

Eucl. IV, Erkl. 1, 3, 5: 

Anmerfung. Dem zufolge, was wir oben (116) bemiefen haben, Fann man in 
jedes regelmäßige Vieleck (Fig. 82) fo viel andere ähnliche Vielecke beſchreiben, als man 
will, die aber alle von verfhiedener Größe find. Da es gleihwohl nöthig ift, wenn 
man allgemein von Bieleden fpriht, die in Vielecke beſchrieben find, an ſolche dabei 
zu denken, die eine beftimmte Größe haben, und diefer Zall, wie wir aus 222, Zuſ. 
wiffen , dann eintritt, wenn die Eden E, F, G, J, L mit den Halbirungspuncten der 
Seiten AD, DC, CB, BQ, QA zufammenfallen, fo Fann man ein ſolches Vieleck vor- 
zugsmweife das in ein anderes befhriebene nennen, Siehe 282. 

267. Erklärung. Eine Figur heißt um eine andere befchrie: 
ben, wenn alle ihre Seiten durd die Ecken der leßtern hindurch 
gehen. 

Ein Kreis ift daher um eine Figur befchrieben, wenn die Kreis: 
linie durch deren Ecken geht. 

Eine Figur ift dagegen um einen Kreis befchrieben, wenn alle 
ihre Seiten den Kreis berühren. 

Eucl.- IV, Erkl. 2, 4, 6... 

Anmerkung 1. Wir werden in 283, uf. 2 fehen, mie ein vegelmäßiges Vieleck 
um ein regelmäßiges beſchrieben wird. 

Anmerkung 2. Zumeilen werden wir der Kürze halber anftatt Bielede in und um 
den Kreis blos fagen das Vieleck in und das Bieled um; (oder auh innere und 
äußere Vielecke. Ueberſ.) 


268. Erklaͤrung. Wenn ein regelmaͤßiges Vieleck in oder 
um einen Kreis beſchrieben iſt, und eben ſo ein zweites von doppelt 
ſo großer Seitenzahl, ſo wollen wir jenes das fruͤhere, dieſes das 
ſpaͤtere Vieleck nennen. 

269. Grundſatz. Ein Vieleck kann weder in noch um ein ans 
deres befchrieben werden, wenn nicht beide gleich viel Seiten haben. 


— — — nn 
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Erfier Abſchnitt. 


Allgemeine Eigenfchaften der in und um den Kreis befchrie- 
benen Vielecke. 





270. Lehrſatz. Keine Figur (Figg. 141, 139) kann in einen 
Kreis befchrieben werden, wenn nicht innerhalb oder außerhalb der: 
felben fi ein Punct (C) von ſolcher Befchaffenheit findet, daß alle 
Linien, die man von ihm nad) den Ecken der Figur zieht, alle unter 
einander gleich find. | 

Eben fo wenig fann eine Figur um einen Kreis befchrieben wer: 
den, wenn nicht innerhalb derfelben ein Punct (C Fig. 139) fich fin: 
det, der fo befchaffen ift, daß alle Serfrechten, von ihm auf die Sei— 
ten gezogen, von gleicher Länge find. 

Beweis. Erfter Theil. Aus der Befchaffenheit des Kreifes 
und 266. 

Zweiter Theil. Aus 267 und 243. 

271. Lehrſatz. Keine Figur läßt fi um einen Kreis befchreis 
ben, wenn nicht, bei gerader Seitenzahl, die Summe ber erften, 
dritten, fünften ıc. Seite, fo groß ift als die Summe der zweiten, 
vierten, fechften zc., und, bei ungerader Seitenzahl, die Summe der 
erften, dritten, fünften ꝛc,, gleich der Summe der zweiten, vierten, 
fechften ıc., wenn man diefe leßtere Summe noch vermehrt um die 
doppelte Länge des Stücks der lebten Seite, welches zwifchen der ers 


ften und dem Berührungspuncte liegt. 

Pitot Mem. de l’Acad. de Paris. A. 1725 p. 45- 

Beweis. Aus 267, und 205, Zuf. 4. 

Zuf. Ein Parallelogramm läßt fich alfo nur dann um einen Kreis 
befchreiben, wenn es gleichfeitig ift. 

272. Lehrſatz. Es giebt kein Dreieck, welches nicht in und 
um einen Kreis befchrieben werden fönnte, und mithin auch feines 
um und in welces ſich nicht ein Kreis befchreiben ließe. 

Beweis. Erfter Theil. Die Möglichkeit, unter allen Umftäns 
den ein Dreieck in einen Kreis, und umgekehrt einen Kreis um ein 
Dreieck zu beſchreiben, ift aus 241 einleuchtend. 

Zweiter Theil. Befchreiben eines Dreiecks um den Kreis. 

Vorbereitung. Es mögen ſich die Linien BC und CD (Fig. 139), 
weiche die Winkel ABD und ADB halbiren, ſich in C fhneiden; ziche 
CA, und die Senfrechten CJ, CK, CL, fo ift zu beweifen (270), daß 
CI = CK == Cl. 

Beweis. Aus 46. 


Anmerkung 1. Vorbereitung und Beweis des zweiten Theils unferes Sahes Ich- 
ren und folgende Eigenſchaften der Dreiede Fennen : 


uf. 1. Die wintelhalbirenden Linien eines Dreiecks haben ins 
nerhalb deffelben einen gemeinfchaftlihen Durchfchnittspunct, der gleich 


weit von den Seiten entfernt ift. 
L. €. $. 502. 
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Anmerkung 2. Das Dreieck ift die einzige Figur, in und um welde in allen Fäl— 
ion ein Kreis fi befchreiben läßt, und weldes jederzeit fowohl in als um einen Kreis 


beſchrieben werden fann. 
Anmerkung 3. Man Fann nun die Aufgaben VI, 2, 4 auflöfen, 


Zuf. 2. Der Inhalt eines Dreiecds wird dargeftellt durch das 
Produkt aus feinem Umfange in den halben Radius des eingefchries 
benen Kreiſes. 

L. G. III, 32 Anmerf. 

Beweis. Aus der Betrachtung der Dreiecke ACD, ACB, BCD, 
auf welche man 203, Zuf. 6 anwendet. 

Zuf. 3. Halbirt eine Linie (AC) einen Winkel (BAD), fo fann 
jeder Punct auf ihr Mittelpunet eines Kreifes werden, der die beiden 
Schenkel berährt. Der Halbmeffer deffelben ift die Senkrechte, die 
man aus dem angenommenen Puncte auf einen der Schenkel fällt. 
Die Stade der Schenkel zwifchen den Berührungspuncten und dem 
Scheitel find von gleicher Fänge. 


273. Lehrfag. Iſt ein Dreieck (ABD Fig. 127) in einen Kreis 
bejchrieben, fo ift das Rechteck aus zwei feiner Seiten (AB, BD) glei) 
flähig mit dem Rechtecke aus dem zur dritten Seite (AD) gehörigen 
Höhenperpenditel (BF) und dem Durchmeifer des Kreifes. — 

L. G. IH, 32. 

Beweis. AABIw ABEFD. 

Zuf. I. Der Flächeninhalt eines Dreiecks wird dargeftellt durch 
das Produkt feiner drei Seiten, dividirt durch den doppelten Durch: 
mefjer des umjchriebenen Rreifes. 

Beweis. Aus dem Hauptfaße und 203, Zuf. 6. 

L. G. II, 32, Zul. 
Zuſ. 2. Wenn verfchiedene Dreiecke in denfelben oder in glei— 


che Kreife befchrieben werden, fo verhalten fich ihre Flächenräume, 


wie die Produkte aus ihren Seiten. 

Anmerkung. Die beiden, in dem erften Zuſatze diches und dem zweiten Zufate des 
vorhergehenden Hauptfages mitgctheilten Ausdrüde für den Flächeninhalt eines Dreieds, 
wie fehr fie auch von den frühern Austrüden in 203, Zuf. 6, und 84, uf. 1 ſchein— 
bar verfhieden find, find dennod unmittelbar auf dicje gegründet. Mir wollen jpäter 
(399 und 400) nody zwei andere Ausdrüde für den Anhalt eines Dreiecks angeben. Alle 
diefe Ausdrücke fommen bei vielen Unterfuhungen fehr zu Statten. 

274. Lehrſatz. Nicht alle unregelmäßigen, aber wohl alle res 
gelmaͤßigen Vielecke laffen fich in und um den Kreis befchreiben. 

L. C. $. 530. 

Beweis. Erfter Theil. Aus 270 und 271. 
Zweiter Theil. Aus 270, 271 und 107. 

Anmerkung 1. Die beiden erften Säge diefes Buches, verbunden mit 108, zeigen 
deutlich genug, wie man verfahren müſſe, um einen Kreis in oder um ein gegebene 
regelmäßiges Vieleck zu beſchreiben. Man Fann daher die Aufgaben VII, 13, 14 auf: 
löſen. 

Anmerkung 2. Wir ſprechen bier und in den folgenden Sägen von 277 an von 
- vegeimäßigen Bieleden, die in und um den Kreis befeprieben find. Doch bemerft Gla- 
vius (zu Eucl. IV, 16) mit Recht, daß zwar ein in den Kreis befihrictenes gleichſei— 
tiged Vieleck ftets auch gleichwinkelig und mithin regeimäßig fein müffe, aber nidt fo 
ein umfchricbenes Vieleck; bei ihm bat die Gleichheit der Seiten nur dann zur nothwen— 
digen Folge Gleichheit der Winfel, wenn entweder die Seitenzahl ungerade, oder, falls 
fie gerade ift, wenn zwei an derfelben Seite anliegende Winkel glei find, oder allge— 
mein zwei ſolche Winkel, von denen, wenn man den einen als den erften bezeichnet, der 
andere eine gerade Stellenzahl erhält, alfo der 4te, oder Hte zc. iſt. Elavius bemerft 
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ferner , daß ein gleihwinfeliges Vieleck zwar ftet5 gleichfeitig fein müffe, wenn es um 
den Kreis, aber nit, wenn es in denfelben beſchrieben feiz fondern im letztern Falle 
nur dann, wenn entweder dir Seitenzahl ungerade oder bei gerader Seitenzahl entweder 
zwei an einander gränzende Seiten gleidy feien, oder allgemeiner zwei ſolche, von denen, 
wenn die eine als erite betrachtet werde, die andere als vierte, fechfte ꝛc. erfiheint. 

275. Lehrfas. Sn allen Kreisvierecken d. h. in allen Vieres 
en (ABCD Fig. 140), die in den Kreis befchrieben find, beträgt die 
Summe zweier Gegenwinfel (ABC und ADC; BAD und BED) zwei 
Rechte. 

Eucl. III, 22. 

Beweis. Aus 244, Zuf. 3. 

Anmerkung. Es kann alſo Fein Biered in den Kreis befchricben werden, welches 
nicht diefe Eigenſchaft befistz alfo Fein ſchiefwinkeliges Parallelogramm. 

276. Lehr ſatz. In allen dem Kreife eingefchriebenen Viere: 
den (CABCD Fig. 140) ift die Summe der beiden Rechtecke aus je 
zwei gegenüberliegenden Seiten (BA und DC, AD und CB) gleich dem 
Nechterke aus den beiden Diagonalen (AC und BD). | 

L. G. III, 36. — Bacquet in feiner Anm. zu Eucl. VI, 26. 

Vorbereitung. Ziehe BG fo, daß W. ABG DBC, woraus 
in Verbindung mit 244, Zuf. 1, folgt, daß A ABG ww ADBC und 
A GBCw AABD. 

Beweis. Aus der Achnlichkeit der AABG vw A DBC, und 
A GBC w AABD. 

Anmerkung 1. Diefen Sag nennt man den Ptolemäifhen Lehrfag, weil 
Ptolemäus ihn erfunden, oder doch zuerjt vorgetragen und gebraucht hat, um die Sch- 
nen gegebener Bogen zu berechnen. Diefe Berechnung ſoll fpäter (357) näher angegeben 
werden. 

Siehe Ptolemaei Almagestam T, cap. 9. 

Anmerfung 2. Vergleicht man diefen unfern Say mit dem vorhergehenden, mit 
244, uf. 4, und mit 351, Anm. 4, fo ſieht man, daß ein Viereck, um in einen 
Kreis befhricben werden zu Fönnen, drei Eigenihaften befisen muß, die aber in einem 
fo engen Zuſammenhange ftehen, daß Feine von ihnen an einem Vierecke vorhanden fein 
kann, ohne daß auch zugleidy die beiden andern Statt haben. 

Zuſ. 1. Ein Quadrat kann in und um den Kreis befchrieben 
werden. 3 

Anmerkung 3. Man kann num löfen die Aufgaben: VT, 6, 7, 8, 9, 10, 

Zuſ. 2. Die Diagonalen eines Kreisviereds verhalten fih zu 
einander wie die Summen der Nechiecfe, aus den Vierecksſeiten ges 
bildet, die in den Endpuncten eben diefer Diagonalen zuſammen— 
treffen. 

L. G. IN, 33, Anm. 

Vorbereitung. Zuvdrderit dierelbe wie fürden Beweis des Haupt: 
jaße3; verlängere alsdann BG bis O, wodurch AOC—=-AD; ziehe 
OC , nimm A BP= - AD, und ziehe CP. 

Beweis. BG,BD — BC,AB weil A ABD vw A BGC 

OGBD = CO,DC weil A GCO vw A DB 
= AD,DC 
alfjo OG,BD —+ BG,BD = AD,DC + BC,AB 
BO,BD —= AD,DC + BC,AB. 
Auf gleihe Weife iſt: 
PC,CA = AB,AD + BC,CD 
Aber, weil ATB+ -ABC= CO + - BC 
di. PBC = - BCO 
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fo it BO — PC, alfo 
BO,BD : PC,CA = BD: CA x. 

Zuf. 3. Der Flähenraum eines Kreisvierecfs wird ausgedrückt 
durch das Produkt aus einer feiner Diagonalen in die Summe der 
beiden Rechtecke, die man aus je zwei auf derfelben Seite eben die 
fer Diagonale liegenden Seiten bildet, dividirt durch den doppelten 
Kreisdurchmefler. Fig. 127. | 

Bew. DLABED—= A ABE-+ A BED | 

__ AB.AE.BE BD.DE.BE 
== 2 BJ *4 2 BJ 
BETAB. AE + BD. DE] 
=. 2 BJ E 

Zuf. 4. Sind die vier Seiten des Vierecks gegeben, fo kann 
man defien Diagonalen finden. 

Beweis. Bezeichnen wir der Kürze halber die Seiten mit a, b, 
c, d, die Diagonalen mit x, y, fo ift 

))x.y=ac- bd 


(273, 3-1) 








Aus diefen beiden Gleichungen erhält man: 
(ac + bd) (ad -+ be) 





— ab +4 cd 
2 __ (ac + bd) (ab + cd) 
Si ad + be " 


Anmerfung 4. Gaijtillon hat (Mem. de l’Acad. de Berlin 1766 p. 357) gezeigt, 
daß der Pythagoräiſche Lehrſatz (87) und feine Erweiterung (90) aus dem Ptolemäiſchen 
Zehrfage hergeleitet werden können. 

Es fei (Fig. 140) das in Rede ftehende Dreieck ABC; man beſchreibe einen Kreis 
um daffelbe, nehme BD=AC und ziehe AD, DC Iſt nun 

1. das Dreicd in B redtwinfelig, fo ift AC ein Durdmeffer, alfo auch BD, mit- 

bin DC = AB, und AD —= BC, und darum 

C, = AB, + BC. 

2. Iſt A ABC nicht redhtwintelig , fo fei, damit W. BDC —= ABD werde, DC 
| AB; man ziehe ferner AE || BC, alövann ift EC= AB, BE=AE = AD, alfo 
AD,BC = BC, und der ee Lehrſatz giebt ” unferm Falle : 

BD, = AB, BC.. 

3. Man ziehe jetzt AH 1 auf DC; weil AE = AD ‚it DE = 2 HE; ferner 

AF | auf CBF, fo ift, weil W. AED=BCD= FBA, A AHE w AAFB, 

aljo 


Aber es iſt 
AB,DC -AB(DEAEC) = AB,DE + AB,EC —= 2 AB,HE + AB, 
Subftituirt man diefen Werth für AB,DC in 2, fo ergiebt fich 

4. AC, = BC, + AB, + 2 FB.BC. 
d. h. unfer früherer Sat (90) für den Fall, wo W. ABC ftumpf ift. Für den 
Fall, wo W. ABC fpig ift, und AF innerhalb des Dreieds fällt, erhält man auf 


‚ bemfelben Wege: 
ACq = BC, + AB, — 2 FB,BC. 

Anmerfung 5. Man fieyt hier wiederum ein Beifpiel, wie man zu derfelben Wahr 
beit auf verfhiedenen Wegen -gelangen kann. Zwar verdient der aus dem Satze des 
Pappus (91) bergeleitete Beweis jhon darum den Vorzug vor dem bier gegebenen und 
auf,den Ptolemäifhen Lehrfag ſich ftügenden, weil zu legterm Kenntniß der Eigenſchaf— 

des Kreifes erfordert wird, die man bei jenem entbehren kann; und noch beffer als 
beide ift, fowohl für den Pythagoräiſchen Lehrſatz felbft, ald für deffen Erweiterung, der 


AB,HE = BF,AE = FB,BC == FB,AD. 
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nad Euclides Vorgang und Art geführte Beweis, weil in ihm Alles eben fo einfach als 
einleuhtend und aus den erjten Grundbegriffen hergeleitet iſt; nichts defto weniger 
ift 65 von großem Nugen, bei jeder Gelegenheit darauf aufmerffam zu maden und zu zei⸗ 
gen, wie genau die verfihiedenen Grundbegriffe der Geometrie unter einander zufammen 
hängen, und zu denfelben Wahrheiten führen. 


Zweiter Abſchnitt. 


Don den in und um ben Kreis befihriebenen regelmäßi- 
gen Vielecken. a 





277. Lehrſatz. Iſt ein regelmäßiges Vieleck (Figg. 141 und 
142) in. den Kreis beſchrieben, fo 

1) theilen feine Seiten den Umkreis in fo viele gleiche Bogen, als 
das Vieleck Seiten enthält. 

2) Die Seiten find die zugehörigen Sehnen diefer Bogen. 

3) Der Mittelpunct des Kreifes ift auch der des Vielecks. 

ir der Halbmeffer des Kreifes ift zugleich Halbmeſſer des 

ielecks. 

5) Die Sehne, welche die Endpuncte zweier an einander graͤnzen⸗ 
den Seiten verbindet, iſt die Seite des regelmaͤßigen Vielecks 
in eben dieſen Kreis, das halb fo viel Seiten hat, als das ges 
gebene, wenn die Seitenzahl diefes leßtern gerade ift. 
Beweis. Aus den Erklärungen und 107 von ſelbſt einleuchtend, 

Anmerfung 1. Gerade muß natürlich die Seitenzahl des Urvieleds fein, damit der 
unter 5. mitgetheilte Sag Statt finden könne, weil nur in diefem Falle alle Seiten fid 
zu halb fo viel Paaren, als ihre eigne Menge beträgt, verbinden laffen (Fig. 142). 

Zuf. 1. Die Seite eines in den Kreis befchriebenen regelmäßt: 


R 
gen Vielecks ift die Sehne eines Eentriwintels, der — * iſt, 


wenn en die Seitenzahl bezeichnet. 

(85, Zuſ. 1). 

Zuſ. 2. Die Seite des in den Kreis beſchriebenen Sechsecks iſt 
gleich dem Halbmeſſer des Kreifes (82, Zuſ. M. 

Anmerkung 2, Hierdurch Fann man löfen die Aufgaben : VI, 3, 15, 

278. Lehrfag. Die Seiten und Umfaͤnge ähnlicher regelmäs 
Biger Vielecke, die in oder um Kreife von verfchiedenen Durchmeffern 
befchrieben find, verhalten fih wie diefe Durchmefler, ihre Flächen: 
räume aber wie die Quadrate derfelben. 

Eucl. XU, 1. 

Beweis. Aus 274, 107 und 292. 

Anmerkung 1. Auf diefem Sage und dem frühern 196 beruht der Gebrauch der 
Linien des Proportionalzirfels, welche fi unter der Benennung „Polygones“ auf dem= 
felben finden; und dazu dienen Polngone oder regelmäßige Vielecke in gegebene Kreife 
oder über gegebenen Linien zu bef&reiben, Iſt nämlich der Kreis gegeben, jo ijt deffen 
Halbmefler gegeben 5 der Halbmefler des Kreifes aber, auf welchen ſich die auf dem Pro: 
portionalzirfel verzeichneten Seiten der Polygone beziehen, ift die darunter befindliche 
Seite des regulären Sechsecks 277, Zuſ. 1. - — 

Iſt dagegen die Linie gegeben, über welcher das Vieleck zu beſchreiben iſt, ſo kömmt 
es darauf an, den Halbmeſſer des Kreiſes zu finden, in welchen das Vieleck fi beſchrei⸗ 

v. Swinden Geometrie. 12 
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ben läßt d. h. den Halbmeſſer des Vielecks ſelbſt finden. Man erlangt dieß unmittelbar 
durch die Sechsecks⸗Seite des Proportionalzirkels. Darauf beſchreibt man über der ges 
gebenen Linie als Grundlinie ein gleichſchenkeliges Dreieck, in welchhem jeder Schenkel 
aleich dem gefundenen Halbmefler iftz die Spige deffelben ift der Mittelpunct des zu bes 
jhreibenden Kreiſes. i u 

Anmerkung 2. Ueber die Gonftruction von Bieleden über gegebenen Linien oder 
in den Kreis fiche in den Aufgaben VI, 18. 

279. Lehrfag. Wenn man aus den Endpuncten (F, E Fig. 141) 
eines regelmäßigen Vielecks von ungerader Seitenzahl (n) nad der 
Spitze des Gegenwinteld (ABD) gerade Linien zieht, fo bilden diefe 
mit der genannten Seite ein gleihfchenfeliges Dreiek, in welchem 
jeder Winkel über der Grundlinie fih zu dem an der Spige verhält wie 
n — 1 


— — 21. 


Tacquet zu Eucl. IV, 11, Anm. 
Beweis. A FBE aleichfchenkelig nah 244, Zuf. 1. Ferner 
R 


2 R 
4 — 1 — 1 — j 4 — 


—— (38, Zuf. 2) ı. 


Anmerkung 1. Unfer Sag gilt audy nody dann, wenn das Vieleck nicht in den Kreis 
befohrieben ift, und ftellt daher cine allgemeine Eigenfhaft aller regelmäßigen Bielede 
von ungerader Seitenzahl dar, 

Zuf. 1. Die Winkel über der Grundlinie in unfern gleichfchen: 
keligen Dreiecken find alfo Vielfahe von dem Winkel an der Spiße, 
und zwar iſt diefe Beziehung 


im (regelmäßigen) Dreieck . s . . .‚=1:1 
— — — Fuͤnfeck .4231 
— — — Siebeneck. 13:41 
— — — Neuneck . 14:1 


Anmerkung 2. Man kann nun die Aufgaben: VI, 11, 12 löſen. 

280. Lehrfag. Wenn man aus dem Mittelpuncte eines Rrei: 
fes eine Senfrechte (CK) auf die Seite eines in den Kreis befchries 
benen regelmäßigen Vieles von gerader Seitenzahl (n) fällt, dies 
felbe nach beiden Seiten hin fo weit verlängert, daß fie ein Durchmefs 
fer (HJ) wird, fo wird die genannte Vielecksſeite fters halbirt, und 
die Geraden, die man aus ihren Endpuncten nach dem (entferntern) 
Ende (H) des Durchmeſſers zieht, bilden mit ihr ein gleichfchenkelis 
ges Dreieck, in welchem jeder Winkel über der Grundlinie fih zu dem 


an der Spike verhält wie — 1... 


Tacquet zu Eucl. IV, 11, Anm. 

Beweis. Wie beim vorhergehenden Sage. 

Zuſ. Die Winkel über der Grundlinie find alfo Vielfahe von 
dem zugehörigen Winkel an der Spike; und zwar 





verhält fich jeder von jenen zu diefem beim Viereck wie : 1 
- — — — — — — Gehe — 331 
— — — — — — — — A”chteck — 53:31 
— — — — — — — — Zehneck — 331 
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Anmerkung. Aus diefem und dem vorhergehenden Sage geht hervor, daß wenn 
man die Aufgabe: ein gleichſchenkeliges Dreieck zu conftruiren, in welchem jeder Winkel 
über der Grundlinic, ein =, anderthalb =, zwei=, drittehalb =, drei= mal u. ſ. w. fo groß 
old der Winkel an der Spitze ift, mit geometriſcher Strenge löfen könnte, man aud 
im Stande wäre, in einen Kreis ein regelmäßiges Viele von beliebiger Seitenzahl zu 
beſchreiben. Und die Löfung diefer Aufgabe hinſichtlich des gleichſchenkeligen Dreiecks 
hängt, wie man von felbft fieht, und wie ſchon Pappus fehr richtig bemerkt hat, wieder 
von der Löſung der Aufgabe ab : einen gegebenen Kreisbogen in zwei Stüde zu theilen, 
die ein vorgeſchriebenes Verhältniß zu einander haben, Allein diefe letztere Aufgabe läßt 
ſich nicht allgemein auf elementar= geometrifhem Wege d. h. durch Hülfe von Lineal und 

Birfel auflöfen. 
Die Bielede, welche fid) in den Kreis beſchreiben laffen, find folgende: Dreied, 
Viereck, Fünfeck, Schsed, mit allen denen, die durch wiederhohlte Halbirung der zu 
ihren Seiten gehörigen Bogen erhalten werden können. 

Man gebraudt das gleichſchenkelige Dreieck, nad der in den beiden letzten Sägen 
angegebenen Weife nicht wirklich bei der Gonftruction, des Dreiedd, Vierecks urd Sechb⸗ 
— man noch einfacher erhalten kann, aber wohl für das Fünfeck. Siehe die Auf: 
gabe VI, 11. 


281. Lehrfag. Zieht man von dem Puncte F (Fig. 141) im 
Umfange eines Kreifes die Sehne FE, welche die Seite eines Diels 
ecks von N Seiten ift, und die Sehne FM, welde als Seite zu eis 
nem Vielecke von n Seiten gehört, fo ift der Winkel CECM), welder 
gleic) dem Unterfchiede der Centriwinkel der beiden genannten Viele— 


cke iſt, gleich F AR 


n 





Beweis. W. ECM =: FCM — FCE = 
Zuf. 1) 


AR AR 
Ey 


Zuf. Iſt alfo Nn theilbar durch N—n, fo ift EM die Seite 
eines Vielecks in den Kreis von N = =; Seiten. Iſt zwar Nn fein 
Vielfaches von N —n, aber diefe leßtere Zahl gleich 2, oder einer 
Potenz von 2, fo läßt fi das Vieleck ebenfalls conftruiren; indem 
der Bogen EM alsdann fo viele Seiten deffelben umſchließt, als diefe 
Potenz von2 Einheiten hat; fo daß man durch fortgefeßtes Halbiren, 
welches immer mit geometrifcher Strenge ausführbar, den zu jeder eins 
zelnen Seite gehörigen Bogen finden fannz was nicht möglich ift, 
wenn N—n= 3, ober 5, oder 6 ıc. ift. Iſt 3. B. MF die Seite 
des gleichfeitigen Dreiecds, und FE die Sünfedsfeite, fo umſchließt 
der Bogen EM zwei Seiten des Funfzehnecks in den Kreis. 

Man kann num die Aufgabe VI, 16 löfen. 

282. Lehrfag. Wenn man zwei an einander grängende ©ei: 
ten (DE, FE $ig. 143) eines regelmäßigen Vieles halbire CinK und 
R), diefe Halbirungspuncte verbindet, fo finden folgende Bezichun: 
gen Statt: 

1) Diefe Verbindende (KR) ift die Seite eines neuen regelmäßigen 
Vielecks, welches dem gegebenen Ähnlich, und in daffelbe befchrie: 
ben ift. 

I) Diefe Seite verhält fi zu der des —— das Ders 
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pendikel (CK) des letztern zum Radius feines umſchriebenen 

Kreiſes. 

3) Die Umfaͤnge beider Vielecke ſtehen in eben dieſem Verhaͤltniſſe; 

4) Die Flaͤchenraͤume in dem zweifach Hohen des genannten Ver⸗ 
haͤltniſſes oder 

5) Die Flaͤchenraͤume verhalten ſich wie das Perpendikel (CO) bes 
neuen Vielecks zum Radius (CE) des um das gegebene befchries 
benen Kreifes. | 

Beweis. Erfter Theil. Aus 116 und 266. 

Zweiter und dritter Theil. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 
KOE, CKE und CKQ. 

Vierter Theil. Aus 222. 

Fünfter Theil. Aus der Betrachtung, daß die Vielecke fi vers 
halten wie A CKQ: A CKE verbunden mit 200. 

Zuſ. Beſchreibt man mit dem Perpenditel CK des gegebenen 
Vielecks FEDBA aus demfelben Mittelpunct C einen Kreis, fo ift, 
wie man leicht fieht, das neue Viele, deflen Seite KR, nicht nur 
in das gegebene Vieleck, fondern auch in diefen Kreis befchrieben, 
um weichen dag gegebene Vieleck befchrieben ift. Fähre man auf diefe 
Weiſe fort mit der Conftruction von Kreifen, fo erhält man eine Reihe 
von regelmäßigen Vielecken, alle von gleicher Seitenzahl, weiche hin: 
fichtlich fowohl ihrer Seiten als Flächenräume in einem beftimmten 
Verhältniffe zu einander ftehen. 


Anmerfung. Man Fönnte ſolche Vielecke, indem man von dem gegebenen anfing, 
das erfte, zweite, dritte 2c, nennen, 


283. Lehrſatz. Verlaͤngert man die Halbmeſſer (CF, CE 
Fig. 143) eines in den Kreis befchriebenen Vielecks (FEDBAF) bis 
fie der Tangente (NG) begegnen (in N und G), welche man an den 
Punct (J) gezogen hat, wo das verlängerte Perpendikel (CK) dem Um: 
freife begegnet, fo ift dieſes Stück (NG) diefer Tangente die Seite 
des dem gegebenen ähnlichen und um den Kreis befchriebenen Vieles; 
oder wenn man aus dem Mittelpuncte nad) den Halbirungspuncten 
(K und R) zweier an- einander ftoßenden Seiten gerade Linien zieht, 
und diefelben verlängert bis fie der Tangente (VU) begegnen, die an 
den gemeinfchaftlichen Endpunct (CE) diefer beiden Seiten gezogen ift, 
fo ift das fo erhaltene Stück diefer Tangente gleichfalls die Seite 
des dem gegebenen Ähnlichen und um den Kreis befchriebenen Vielecks. 

Außerdem verhalten fi die Seiten (NG, VU) des äußern Viel⸗ 
ecks zu denen (FE, JL) des innern wie der Kreishalbmefler (CJ) zum 
Perpendikel (CK) des innern; ihre Umfänge ftehen in eben diefem 
Verhältniffe; ihre Flächenräume in dem zweifach Hohen deffelben; 
oder auch in dem Verhältniffe des Kreishalbmeſſers zum Perpendikel 
(CO) des in das gegebene (FEDBAF) befchriebenen Vielecks. 

Deweis. 

Erfter und zweiter Theil. Aus 46. 

Dritter Theil. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke CKE und CJG, 
verbunden mit 223 und 222. Endlich aus der Betrachtung, daß die 
ähnlichen Vielecke fi verhalten wie A CJG : A CKE=JG : KQ 
(200) = CJ : CQ. 


nn 
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Zuf. 1. Dffenbar ift das Viele NGampN, welhes um den 
Kreis FJELBAF befchrieben ift, auch zugleich um das Viele (FEDBAF) 
befchrieben, welches in dem Kreife ſteht; und befchreibt man mit CG 
als Radius einen Kreis, fo ift das Viele, weldhes um den geges 
benen Kreis befchrieben war, zugleich eingefchriebenes Vieleck für den 
neuen Kreis. Es ift daher einleuchtend: | | 

1) daß das umfchriebene Viele in Beziehung auf das eingefchries 
bene und alle die folgenden fucceffiv eingefchriebenen in Die 

Elaffe der Vielecke gehört, von denen in 282, Zuf. die Rede 

war; 

D daß die Conftruction eines Vieles um ein anderes zufammens 
fälle mit der Eonftruction eines Vieles um einen Kreis. 

Zuſ. 2. Aus unferm Sage ergiebt fich, wie man um ein regel: 
mäßiges Vieleck oder um einen Kreis ein jenem ähnliches Vieleck bes 
fhreiben kann, und daß nur diejenigen Vielecke fih um den Kreis bes 
fhreiben laffen, die auch in denfelben befchrieben werden können; wos. 
durch man in den Stand gefekt iſt, die Aufgabe VI, 12 zu Löfen. 

Zuf. 3. Iſt die Seite eines in den Kreis befchriebenen Vielecks 
gegeben, fo kennt man auch die Seite des ihm ähnlichen umfchrie: 
benen. | 
Zupſ. 4. Die Seite eines Vieles, das um ein anderes oder 
um den Kreis befchrieben if, verhält fih zur Seite des gegebenen 
oder in den Kreis eingefchriebenen Vieles, wie fich eben diefe legtere 
Seite zur Seite des Vielecks verhält, das man in dag gegebene be: 
ſchreibt d. h. es ift, den beiden legten Hauptfäßen zufolge 

VU:JL = IL: KR 
und ift mithin die Seite jedes Vieles die mittlere Proportionale 
zwifchen den Seiten der in und um daflelbe befchriebenen Vielede; 
und eben fo verhält es fich mit den Flächenräumen diefer drei Vielecke, 
da Vu, : I = IL; : KR, 
iſt. 
— Zuſ. 5. Zieht man die Gerade FD, fo iſt fie || KR, und darum 
—=QKR; unfer vorhergehender Zufas kann daher auch fo ausgedrückt 
werden: 

VU:IL=JL:1 FD 
d.h. die Seite jedes in den Kreis befchriebenen Vielecks ift die mittlere 
Proportionale zwifchen der Seite des ihm Ähnlichen umfchriebenen 
Vieles, und der halben Seite desjenigen eingefchriebenen Vielecks, 
welches halb fo viel Seiten, als das gegebene hat. 

Huygens de circuli magnitudine pr. 13. 

Zuf. 6. Aus dem vierten Zufaße ergiebt ſich ferner, daß ber 
Unterfchied der Flächenräume eines um den Kreis und eines ihm aͤhn— 
lichen in denfelben befchriebenen Vielecks fi zum Flächenraume des 
äußern verhalte, wie das Quadrat der Seite des innern Vielecks zum 
Duadrate des Kreisdurchmeflere. Bezeichnen wir das Vieleck über 
FE oder JL mit V; das über VU mit V’ und das über KR mit V“, 


fo ift 
alfo auch 


V:V=V:V" 
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—V — V:V’=V — V":.V 
— ARQE: A CRE 
= EOQ : CE 
aber EQ: ER=LER : CE 
alfo EQ: CE — ER, : CE, 
mithin VO — V:V’= ER, : CE, 
— FE, : ET, 


Zuf. 7. Daher ift der genannte Flächenunterfchied gleich dem 
Inhalte eines jenen beiden ähnlichen Vieles, das um einen Kreis 
befchrieben ift, deffen Durchmefler gleich der Seite (FE) des einge: 
fchriebenen (gegebenen) Vielecks ift. 

Du Fay Mem. de l’Acad. 1729 p. 297. ; 

Zuf. 8. Der erwähnte Flähenunterfchied ift darum auch gleich 
dem Vieleck, deffen Ecken die Durhfchnittspuncte der Linien find, 
welche, bei gerader Seitenzahl des gegebenen Vieles, die Endpuns 
cte je zweier Gegenfeiten verbinden, oder bei ungerader Seitenzahl 
als Sentrechte auf den Seiten in ihren Endpuncten errichtet werden. 
(Zuf. 7, 113, und 115). Denn in folchen Vielecken ift das Perpen: 
ditel halb fo groß, als die Seite des gegebenen Vieles, alfo diefe 
Seite gleidy dem Durchmeffer des in das neue Vieleck befchriebenen 
Kreifes. 

Du Fay ibid. p. 299. 

284. Lehrſatz. Beſchreibt man in einen Kreis (Fig. 144) ein 
regelmäßiges Vieleck von gerader Seitenzahl, zieht einen durd zwei 
Gegenecken gehenden Durchmeſſer (AE) und von einem feiner Enden 
(E) eine Sehne (EB) nad) dem Endpuncte einer von den an dem ans 
dern Ende (A) des Durchmeffers anliegenden Seiten (AB), und vers 
bindet die Endpuncte je zweier, gleich weit von eben diefem zweiten 
Ende (A) des Durchmeffers entfernter Seiten, (AB und AH, BC und 
HG, CD und GF) unter einander (durch BH, CG, DF), fo ift das 
Rechteck aus dem Kreisdurchmeffer und der genannten Sehne (EB) 
gleihflähig mit dem Nechtecfe aus der Seite (AB) des gegebenen 
Vieles und der Summe aller jener die Seiten verbindenden Geraden. 

Archim. de sphaera et cylindro pr. 22. j 

Vorbereitung. Ziehe CH, DH, DG, welche den Durchmeffer in 
L, M, N fchneiden. | 

Beweis, AABKw ALKHv ALCMv AMGNv ANDO 
vw A OFE; alfo _ 

BK:KA=HK:KL=CM:ML=GM:MN=DO:0ON=FO:OE 
alfo BK+ HK-++CM -+GM-+-DO--FO : KA+KL--ML--MN 
—ON-+OE=BK:KA ꝛx.“ 

Anmerkung 1. Die Seitenzahl de3 Vielecks muß gerade fein, weil fonft AE Fein 
Kreisdurcdhmeffer, und BH, CG, DF nidt unter einander parallel jind, worauf die 
Aehnlichkeit der Dreiede beruht, 

Anmerkung 2. Gilt, wie wir gezeigt haben, unfer Sas allgemein für Bielede 
von gerader Seitenzahl, fo gilt er natürlid) auch für folhe, deren Seitenzahl doppelt 
gerade oder ein Vielfaches von 4 it. Und auf diefen befondern Fall beſchränkt Bacquet 
diefen Satz des Archimedes, in feiner Schrift: Theoremata selecta ex Archimede 
pr. 16, weil 05 diefer Fall allein ift, den Archimedes zur Beſtimmung des cubiſchen Iu- 
haltes der Kugel gebraudht hatz wie wir näher im 12ten Buche zeigen wollen. 
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285. Lehrfas. Beſchreibt man in einen Kreisabfchnitt (DAF 

Fig. 144) ein Viele, in welchem alle Seiten, außer der den Ab: 
ſchnitt begrängenden DF, unter einander gleich und von gerader Zahl 
find, zieht aus der der Grundlinie (DF) gegenüberliegenden Ede (A) 
den Durchmeffer (AE), verbindet deffen Scheitel CE) mit dem Ende 
B) der dem andern Scheitel anliegenden Seite (AB), fo iſt das 
echteef aus diefer Sehne (BE) und dem Theil des Durchmeffers 
(AO), welcher durch die Srundlinie (DF) abgefchnitten wird, Yleich: 
flähig mit dem Rechtecke aus einer der gleichen Seiten des Vielecks 
(BA) und der um die halbe Srundlinie vermehrten Summe der Li— 
nien (BH, CG), welche die Seiten des Vieles wie im vorigen Sage 


verbinden. 
Archim. de sphaera et cylindro pr. 23. 


Vorbereitung. Wie beim vorigen Sage. 
Beweis. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke ABE, ABK, HKL, 
LCM, MGN, NDO, erhält man: 
AB:BE=AK:BK=LK:HK=LM:CM=MN:MG =NO:0D 
alfo auch (163) 
AB: BE=AO:BH—+ CH + DO. 
Anmerkung. Die beiden Anmerfungen zum vorigen Sag gelten audy bier. 


Dritter Abfſchnitt. 


Von den Eigenſchaften einiger beſondern in den Kreis 
— beſchriebenen Vielecke. 





286. Lehrſatz. Das Perpendikel (CX Fig. 142) eines in den 
Kreis befchriebenen gleichfeitigen Dreiecks ift gleich der Hälfte des 
Radius; das Möhenperpendikel des Dreiecks ift anderthalb mal fo 
groß als der Halbmeſſer. 

Eucl. XIV, 1, uf. für den erften Theil. 

Beweis. Erfter Theil. Aus der Betrachtung der gleichfeitigen 
Dreiecke FCE und CED. 

Zweiter Theil. Aus dem erften. 

287. Lehrfag. Das Quadrat der Seite des in den Kreis bes 
fchriebenen gleichfeitigen Dreiecks (Fig. 142) ift dreimal fo groß als 
das Duadrat des Halbmeſſers, oder gleich dem Rechteck aus dem Durd): 
meffer und dem Höhenperpendikel des Dreiecks. 

Euch. XII, 12.— L. 6. IV, 4, Xnm. 

Beweis. 4 FD, = DX, = CD, — CK, (87, Zuf. 2) 


aber CX, = 4 CD,, alfo 
4 FD, — ri Da 
mithin FD, — 3 CD 


q 
oder FD, — CD. 3 Od 200. 30D AE. AX (286). 
Anmerkung. Siehe Stedman Philos. Transact. i,XVI, p. 299, wobei Hors⸗ 
ley fehr richtig bemerkt, daß diefer Sag eine unmittelbare Folgerung aus dem allgemei— 
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nen für alle Dreiede gültigen Sase ift, den wir oben in 273 bewiefen haben; va 
für das gleichfeitige Dreieck das Rechteck aus zwei Seiten, dad Quadrat einer Seite ift, 

Zuſ. Die Seite des Dreiecks iſt alfo zum Nadius incommens 
urabel. | 
| 288. Lehrſatz. Das in den Kreis, befchriebene Quadrat ift 
doppelt fo groß als das Auadrat des Halbmeſſers und halb fo groß ale 
das Quadrat des Durchmeffers. 

Zuf. 1. Daher verhält fih die Seite des Quadrates zum Ras 
dius wie V2: 1. — 

Anmerkung. Dieſes Verhältniß iſt das der Diagonale eines Quadrates zur Seite; 
au ift wirklich die Seite des in Kreis befcpriebenen Quadrates die Diagonale in dem 
Quadrate des Halbmeffers. 

L. G. IV, 3, Anm. 

Zuſ. 2. Das Quadrat über den Durchmeffer ift dag um den Kreis 
und folglich auch das um das innere Quadrat befchriebene Quadrat. 

Zuf. 3. Befchreibt man daher in ein Quadrat ein anderes, in 
diefes ein drittes u. f. f., fo bilden die Flächenräume diefer Quadrate 
die fallende geometrifche Reihe: 1, 4, 4, 4 ic. 

289. Lehrſatz. Das Quadrat des Perpenditels bei dem in 
den Kreis befchriebenen Sechseck verhält fich zum Quadrat des Radius 
oder der Seite des Sechsecks wie 3 zu 4. 

Beweis. CK, = Ch, — FK, = CH, — 4CF, = 3 CH,. 

Zuſ. Bezeichnet r den Radius oder die Seite des Sechsecks, fo 


kann man das Perpenditel des legtern ausdrücken durch 5 v3. & 


ift alfo zum Kalbmeffer incommenfurabel. 

290. Lehrſatz. Theilt man den Halbmeſſer (CI Fig. 143) 
nach dem Außern und mittlern Verhältniß in Z, fo ift das: größere 
Stuͤck die Seite des in den Kreis eingefhriebenen Zehnecks. 

Pappus V, 47. — L. G. IV, 5. 

Vorbereitung. Nimm JE —= CZ; ziehe CE, EZ. 

Beweis. W. CJE = CEJ = 2 ICE (97), alfo 

5JICE—=2R 
KE=2R=#R 
alfo JE, oder CZ die Seite des Zehnecks. 
’ Zuſ. 1, Die Seite des Zehnecks ift alfo zum Radius incommens 
urabel. | 

Anmerkung 1. Bezeichnet r den Radius, fo kann man die Seite des Zehnecks aus⸗ 
drücken durch r(w5—1 
wie aus 213, Anm, 2 hervorgeht. 

Zuf. 2. Das Perpenditel (CK) des Fuͤnfecks ift halb fo groß 
als der Radius (oder Sechseeks: Seite) und die Seite des Zehnecks 
zuſammen genommen. 

Eucl. XIV, 1. 

Beweis. Wenn JE=JIF—CZ der Seite des Zehneds ift, fo 
ift FE die Seite des Fuͤnfecks und CK deffen Perpenditel. Nun ift: 
CK=CZ2 -+ ZK = CZ 4 2ZJ, weil EZ = E), 

—= (2 +} (c) — c2) 
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Anmerkung 2. . Die Größe dieſes Perpendifeld kann alfo ausgedrückt werden dur 
rt+rw5—1 2r-tr(v5—1) i+v5 
— _ — r 


— m nn — —— — — 


rd — _8 — J 
Zuſ. 3. Nimmt man die Summe des Radius und der Zehnecks— 
feite,. fo ift die ganze Linie nach dem aͤußern und mittlern Verhaͤlt⸗ 
niffe getheilt, und der Radius ift der größere Abfchnitt (211). 
“ Eucl. XIII, 9. 
291. Lehrſatz. Das Quadrat der Fünfecksfeite ift gleich der 
Summe der Quadrate des Radius und der Zehnedsfeite. Fig. 143. 
Eucl. XIII, 10. . . 
Vorbereitung. Ziehe Ch fenfrecht auf die Zehnecksſeite JE, wos 
durd) alfo Jb—=bE; den Punct O, wo diefe Senkrechte die Fuͤnfecks— 
feite fchneidet, verbinde mit J; fo ift OJ—=OE. 
Beweise. W. ECO — 3 EC =JFE (232) ; aber ®. JFC—= 
2 ICF (weit FJ die Zehnedsfeite) = FCE, alfo auh W. FCE — 
ECO — JEC — JFE d. i. ®. FCO — CFO, daher CO — FO, und 
A OCF A CEE; alfo FE : FC = FC : FO, und, weil auch 
A OJE vw A FE, FE : JE = JE : OE, alfo JE, + FC, 
= FE,OE -+ FE,FO — FE,FE —= FE, 
Anmerfung 1. Diefer Beweis ift von Euclides. Einen merklich Fürzern hat Ca— 
ftillon mitgetheilt (Mem. de l’Acad. de Berlin 1766 p. 358) nämlid 
ZJ. CJ, = 3 CZ, =3 JE, (217), 
alſo ZI, + CI, + JE = 4 JE, = 4 KE, +4 IK, = ER, + ZI, 
und mithin ER, = CJ, + JEu- ’ 
Zuf. 1. Die Seite des Fuͤnfecks iſt ſowohl zum Radius als zur 
Zehnecksfeite incommenfurabel ; fie wird ausgedrückt durch 
oe ‚vV5-=v5 
v2? 
Beweis. Bezeihnen wir die Fünfedsfeite mit v, fo ift nad) 
unferm Hauptfage und 290, Anm. 1 
”=er4r v5 meri+W5— 1 


=1?(5—Y5) 
3 





r 


alſo v — 7 v3-Vv5 
V 


2 
Anmerkung 2. Eine Größe wie 5 — VS, d. h. den Unterſchied zweier blos in 
Potenz commenfurabler Linien, die überdieß fo beſchaffen find , daf der Unterſchied (20) 
ihrer Quadrate (25 und 5) auch wiederum blos in Potenz und nicht in Länge gegen die 
größere (5) commenfurabel it, nennt Euclives (X, 85) vierte Apotome, Eine 


Linie, deren Quadrat gleich ift dem Rechteck aus einer commenfurablen Linie 5) und 
einer vierten Apotome (r[5 — Y’5)) führt bei Euclides (X, 77) den Namen der klei— 
nern Irrationale. 

Zuf. 2. Das Auadrat der Fünfecsfeite (FE) und dag Quadrat 
der Sehne (FD), welche die Endpuncte zweier an einander gränzen: 


ee a — 


nn 
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den Seiten des Fuͤnfecks verbindet, find zufammengenommen dem 
fünffachen Quadrate des Radius gleich. 

Beweis. FBk + Fl, = Bl, = 40, 

F = F,4+ © 
fe FB. + FL HF = 4 + FF, + Ch, 
oder FB FFE =5 0]. 

Eucl. XIV, 2, Lehnſ. 

Zuf. 3. Wenn man auf dem Durchmefler AB (Fig. 145) im 
Mittelpuncte eine Sentrechte CD errichtet, den Endpunct D mit E 
dem Halbirungspunete von CB verbindet, und von E mit ED den Bos 
gen DE befchreibt, fo ift die Sehne DF die Seite des Fünfeds in 
den Kreis, und FC die Seite des Zehneds. ’ 

Beweis. BFRECH-CE, = FE, (80) = DE, = DC,+-CE,, 

alfjo BF,ÄFC — DC, = BC, 
und darum BF : BC = BC : FC 
alfo auch BF — BC : BC = BC — FC : FC (153) 
FC : AC=AF: FC 
oder AC : FC = FC: AF. | 
Der Radius AC ift mirhin nach dem Außern und mittlern Verhält: 
niffe getheilt, daher FC die Seite des Zehneds (290) und, weil 
FC, + CD, = FD,, FD die Seite des Fuͤnfecks nad dem Haupt: 
abe. Ä 
ſeb Anmerkung 3. Dieſer Zuſatz giebt ein leichtes Verfahren an die Hand, ſowohl das 
Fünfeck als das Zchned in einen Kreis zu beſchreiben, was fi ſchon beim Ptolcmäus 
findet, Almag. I, 9. Siche der Aufgabe VI, 11 2te Xuflöfung. 

292. Lehrfaß. Der Flächeninhalt des Fuͤnfecks ift gleich dem 
Rechteck aus zwei Linien, von demen die eine anderthalb mal fo groß 
als der Halbmeffer, und die andere & von der Sehne ift, welche zwei 
an einander grängende Seiten des Fuͤnfecks verbindet. 

‘ Eucl. XIV, 4, Lehnſ. 
Deweis. Da FD | auf CE (Fig. 143), fo ift 


CE 3CE FSs 3CE FD 

FCE = —.FS = —— — = -—, -— 
A 2 — 2% 
3CE 5FD 


mithin FEDBAF=5. A FCE= 


Vierter Abſchnitt. 


Bon den Eigenfchaften der fpätern *) Vielecke in Beziehung 
auf ihre frübern, 

293. Lehrſatz. Halbirt man die zu den Seiten eines in den 
nnaan regelmäßigen Vielecks (Fig. 143) gehörigen Bo: 
gen, fo 

1) bilden die Sehnen diefer Hälften die Seiten eines neuen re: 


— — 





) Siehe 268. 
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— Vielecks von doppelt ſo viel Seiten, als das gege— 
bene hat. 

2) Jede Seite (JE) des fpätern Vielecks ſteht zu der halben Seite 
(KE) des frühern in dem zweifach niedern Verhältniß des Durch» 
meſſers (BJ) zu dem Stuͤcke (BK) von ihm, welches durch die 
Seite des frühern Vielecks abgefchnitten wird. | 

3) Daffelbe Verhältnig haben die Umfänge beider Vielecke. 

4) Der Flähenraum des fpätern Vielecks verhält fich zu dem des 

fruͤhern, wie der Halbmeffer zum Perpenditel (CK) des frühern; 

oder 

5) wie die Seite (FE) des frühern zu der Senfrechten (FS) aus 
ihrem Endpuncte auf den Radius, oder 

6) diefe Flächenräume ftehen in dem zweifach niedern Verhaͤltniß 
des Durchmeſſers (TE) und des Stüds (TS) von ihm, welches 
durch die vorhin genannte Senfrechte (FS) von ihm abgeſchnit— 
ten wird. 

Beweis. Erfter Theil. ft von felbft klar. 

Zweiter und dritter Theil. Nachdem FE in K halbirt und der 
Durchmeffer BCKJ gezogen, aus 245 und der Aehnlichkeit der Dreies 
de JKE, JBE und KBE. 

Vierter Theil. Aus der Betrachtung, daß, wenn n die Anzahl 
der Seiten des gegebenen Vielecks bezeichnet, der Inhalt deffelben 
ausgedruͤckt wird, durch 

2n. A KCE 

und das zugehörige fpätere Vieleck durch 

n.A JCE 

alfo, wenn man jenes durch V, diefes durch V’ bezeichnet, ift: 

ß V:V’=%n. AKCE:2n. A JCE 
= A KCE : A JCE = CK: Ü. 
Fünfter und fechfter Theil. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 
FSE und CEK ift 
CK : CE oder CI=FS: EF= YTS: VTE (%9, Zuf. 3) 
alfoV:V’—=FS: EF— ViSs: Vie. 
Anmerkung. Der legte Theil unſeres Satzes ift das ſchöne Theorem, welches zuerſt 
Hennert in dem 5ten Theile der Verhandlungen der Haarlemmer Geſellſchaft der Wiſ— 
ſenſchaften befannt machte, 

Zuf, 1. Der Umfang eines in den Kreis befchriebenen Vielecks 
ift Kleiner als der Umfang des zu ihm gehörigen fpätern Vielecks. 

Zuf. 2. Daffelbe gilt von den Flächenräumen zweier folchen 
Vielecke. | | 

Zuf. 3. Es iſt V:V’—=CK:C)= CK: CE = FT:TE, 
d.h. ein in den Kreis befchriebenes Vieleck verhält fich zu feinem fpds 
tern, wie die Sehne des zur Seite des erftern gehörigen Supplemen— 
tarbogens zum Kreisdurchmeffer. 

Vieta opp. pag. 398. 

Zuf. 4. Aus unferm vorigen Zufaß folgt wiederum, daß wenn 
man in einen Kreis ein beliebiges regelmäßiges Vieleck befchreibt, 
darauf fein fpäteres, zu diefem leßtern wieder das fpätere und auf 


diefe Weife fortfährt, fo daß man z. ©. mVielecke erhält, fo ver⸗ 
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hält fid der Flächenraum des erften zu dem des lesten (nten), wie 
das Produkt aller zu den Supplementarbogen der Seiten gehörigen 
Sehnen zur (n— Uten Potenz des Durchmeffers. 

Diefer Sag ift von Vieta (Opp. p. 399) und kann zur Beſtim— 
mung des Flaͤchenraumes vom Kreife mit großem Nutzen gebraud)t 
werden. 

Zuf. 5. Nach dem vierten Theile unferes Sages kann man den 
Flaͤchenraum eines Vieles durch Huͤlfe eines andern, das halb fo 
viel Seiten hat, alfo den Inhalt eines fpätern Vielecks durch Hülfe 
des zugehörigen frähern berechnen. 

Da alsdann der Gebraud der Zahlen nöthig wird, fo muß man 
auf das achten, was wir früher (203, Anmerkung 5) darüber gefagt 
haben. 

Bedient man fich der früher angegebenen Ausdruͤcke, fo iſt die 
Zahl, welche den Inhalt des früähern Vieles darftellt — In. 
ACKE =n.CK.KE, alfo, bezeichnet man das fpätere Vieleck mit 
V fo if 

V':n.CcK.KE=c(CJ:CkK 
mithin 
Vo n.CK.KE.CJ — an — won JD=-)— en 
woraus der bemerfenswerthe Sag Lubolf’s van Ceulen (in feiner. 
Schrift über den Kreis), der auch bei Snellius prop. 3 ſich findet, 
folgt, nämlich: Multiplicirt man die Seite eines in den Kreis, def» 
fen Halbmeffer der Einheit gleich gefeßt wird, befchriebenen Vielecks, 
mit der halben Anzahl feiner Seiten, fo erhält man den Inhalt des 
in eben diefen Kreis befchriebenen Vielecks von doppelt fo großer Sei: 
tenzahl. 
Siehe hierüber L. G. IV, 13. 
Zuſ. 6. Da der Inhalt des ſpaͤtern Vielecks — n. FE.C 


ift, fo ift alfo ein Vieleck gleihflähig einem Dreiecke, deffen Höhe 
gleich dem Radius und deffen Grundlinie gleich dem Umfange des _ 
Vielecks ift, das halb fo viel Seiten als das gegebene hat. 

Diefer wichtige Satz findet fi bei Kuygens im Beweiſe des 
Tten Satzes feiner Schrift: de vera circuli magnitudine. | 

Zuf. 7. Daher verhält fih der Inhalt des Sechsecks zu dem 
des Dreiecks wie CF : CX (Fig. 142) = 2: 1 (286) d. h. das Sechs⸗ 
eck ift doppelt fo groß als das Dreieck. Dieß ift der 5te Satz bei 
Snellius, | 

Zuf. 8. Der Flähenraum eines Zwoͤlfecks wird daher dargeftellt 
duch das Produkt aus dem Sechsfachen des halben Radius in den 
ganzen Radius d. h. durch dag dreifache Quadrat deffelben; das Zwölfs 
eck ift alfo fo groß als das Quadrat der Dreiedsfeite (287). 

Der erfte Theil unferes Sages ift bei Snellius der 6te, der 
zweite dagegen fein Ater. 

Zuf. 9. Ausrdem vorigen Zufag verbunden mit 258 ergicht fih 





» 
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wiederum, daß das Zwölfeek fid) zum Quadrate in dem Kreis verhält 
wie 3:2, und zum Quadrat des Durchmeſſers wie 3:4. 


294. Lehrfag. Das Quadrat der Seite (FE Fig. 141) eines 
in den Kreis befchriebenen Vieles verhält fih zum Mittelpunctsdreiec 
(FCJ) des in eben diefen Kreis befchriebenen Vieles von doppelt fo 
großer Seitenzahl, wie die halbe Seite (KE) des erftern zum achten 
Theile des Radius. 

Beweis. ACE: ACKE —=CJ: CK 

A GE :3%CKKE = CI): CK 
ACE:LKE=C:1 
A CHE: KE,=CJ:2KE (155, Zuf. 2) 
alfo FE: A CIEE=KE:4 CI. 

Anmerfung. Dieß ift der artige Sa, den Hennert an dem vorhin angeführten 
Drte p- 245 mittheilt, und den wir bier kürzer bewiefen haben, 

Zu. ACE:CW=4KE: CU 
d. h. das Mittelpunctsdreieck eines Vielecks verhält fih zum Quadrat 
des Radius, wie der vierte Theil der Seite des Vieles von halb 
fo großer Seitenzahl zum Radius. 

Hennert p. 255- 

295. Lehrfas. Beſchreibt man in einen Kreis ein beliebiges 
regelmäßiges Viele (EFABDE Fig. 143) und aud) das zu ihm gehös 
tige fpätere (EJFtA ıc.), fo ift die Seite des leßtern die mittlere Pros 
portionale zwifchen dem Radius und dem Ueberfchuß (QE) des Durch: 
meſſers (TE) über die Sehne (FT), die zum Supplementarbogen 
(FiaT der Seite (FE) des andern Vieles gehört. 


Vorbereitung. Ziehe Cb | auf JE, welde KE in O ſchneidet; 
dann JOP nach CE, und befchreibe aus T mit TF den Bogen FQ, fo 
dag TQO=TF, und daher QE = TE — TF. 

Beweis. 1) JO—=OE (51, Zuf. 5). D A CJODA CEO, 
alfo W. CJIO=CEO, daher 3) AKJIOD A OEF, alfo W. OPE 
ein Rechter; und JOP | auf CE; daher 4) A CKOD A CPO, 
und CK = CP, und daraus endlid 5) weil A CKE vw AEFT if, 
CcK=1FT= CP. 

Dieß vorausgefhicdt, ift nun, weil A TEJ vw A JPE, 

JE, = 
— TE,(CE — CP) 
— TE,(CE — } FT) 


CE FT 
= IE, 6) 


— } TE, (TE — FT) 

— CE,QE. 

Anmerkung. Man findet diefen Sag bei Snelius (pr. 1) und ſchon bei Ptole— 

mäus (Almag. I, 9), aber auf folgende Weife ausgedrüdt : 

TE : JE = JE : PE 

allein PE = 4 (TE — TF) = }QE. 
Zuf. Man hat daher auch 
JEa = 4 TEXTE — TR), 

alfo, weil 
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JT, = TE, — 4 TE.(TE — TF) 

— TE,TE — 3 TE(TE — TF) 

— 4 TE.(TE + TF). 
Diefe Erweiterung unferes Saßes, welche bei der Beſtimmung des 
Flaͤchenraums der Vielecke fo wefentlihen Nutzen leiftet, fand Snel— 
(ius; man kann fie in Worten fo ausfprehen: Das Quadrat der 
Sehne, welde zu dem Supplementarbogen der Seite eines beliebis 
gen Vielecks gehört, ift gleich dem Rechteck aus dem Halbmeſſer und 
der Summe des Durchmeſſers und der Schne des Supplementarbos 
gens, der zu der Seite des Viele von halb fo großer Seitenzahl 
gehört. 

l Anmerkung 2. Diefer unfer Sag und fein Zufas leiften wejentlihe Dienfte, um 
mit Leichtigkeit die Umfänge von Bieleden zu berechnen, die man dadurd erhält, daß 
man die Anzahl der Seiten des zulegt berechneten verdoppelt. Iſt z. B. das Schöed 
gegeben, jo berechnet man zuerft durch Hülfe des Hauptſatzes die Seite des Zwölfecks; 
alsdann durch Hülfe des Zufages die Schne des Supplementarbogens, der zur Seite des 
Zwoͤlfecks gehört; alödann wiederum durch Anwendung des Hauptfages die Seite des 
BVierundzwanzigeds u. f. w. Die audzuführenden Rechnungen kehren immer in unun= 
terbrochener Drdnung wieder; wie man dick bei Snellius und aud bei Montucla de la 
quadrature du cercle p. 52 fehen kann. i 


296. Lehrfag. Fällt man aus dem Mittelpuncte (C Fig. 143) 
eines Kreifes Senkrechte (CJ, CL) auf zwei an einander grängende 
Seiten (NG, Ga) eines um denfelben befchriebenen regelmäßigen Viel: 
ecks (NGa ⁊c.), zieht darauf einen Halbmeſſer (CEG) nad) dem Durchs 
fohnittspunete (G) eben jener beiden Seiten, und halbirt endlich die 
Winkel (ECI und ECL), welche derfelbe mit den genannten beiden 
Senkrechten bildet, durch die Geraden CX und CY, welche die Vielecks⸗ 
feiten (in X, undY) fchneiden, fo finden folgende Beziehungen Statt: 

1) Die Gerade XY, welche die Durchſchnittspuncte der Winkelhal— 
birenden mit den Vielecksſeiten verbindet, ift die Seite des um 
den Kreis befchriebenen regelmäßigen Vielecks, welches doppelt 
fo viel Seiten hat, als das gegebene. 


2) Die Seite des neuen Vielecks verhält fich zu der des gegebenen, 
wie der Halbmefler (CI) des innern Kreiſes für das leßtere Viels 
ef zur Summe der Halbmeffer (CI + CG) des innern und Aus 
bern Kreifes. 

3) Die Umfänge beider Vielecke verhalten fih wie der Durchmef: 
fer des innern Kreifes für das gegebene Vieleck zur Summe der 
Halbmeffer des innern und äußern Kreifes. 


4) Die Flaͤchenraͤume beider Vielecke ftehen in eben diefem Der: 
hältniffe. 

Deweis, 

Erfier Theile ACIXD ACLY, daher CX = CY, JXA=LY, 
daher auch) GX = GY, mithin CG | aufXY, und mithin, weil 
= — (CJ, berührt XY den Kreis inE; und iſt XE—XJ, fo wie 

u == VL, 
Zweiter Theil. VX : XE = CV : CE (206) 
VE:XE=c(6CV +4 CE: CE 
VU:XY=(CV-+CE:cE 
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Dritter Theil. Bezeichnet U den Umfang des gegebenen, U’ 
den des neuen Vielecks, fo ift 
U:U'=n.VU:2%n.XY 
— VU:2 XY 
=(CV--CE:?2CE. 
Vierter Theil. Aus 224 verbunden damit, daß hier die Pers 
pendifel beider Vielecke glei dem Halbmeſſer des innern Kreifes find. 


Zuf. 1. Die Seite eines um den Kreis befchriebenen Vielecks 
ift kleiner als die Seite des gleichfalls umfchriebenen Vielecks von 
Halb fo großer Seitenzahl. 

Zuf. 2. Sowohl die Umfänge als die Flähenräume find gleich: 
falls Eleiner als die Umfänge und Flähenräume der umfchriebenen 
Vielecke von Halb fo großer Seitenzahl. 

Zuf. 3. Die Seite eines um den Kreis befchriebenen Vielecks 
verhält fi zur Seite des Vielecks, das in den Kreis befchrieben und 
Halb fo viel Seiten als das erftere hat, wie der Kreishalbmeiler zur 


ee des Halbmeflers und Perpendifels von dem eingefchriebenen 
ieleck. 


Beweis. 
X:JIG=0C):CJ) +CG=CK:CK-+ CE 
aber JG : KE = CJ: CK 


IX: KE=(J: CK CE (155) = XY : FE. 
Siehe hierüber L. G. IV, 14. 


Zuſ. 4. Daher verhält fich die Seite des um den Kreis befchries 
benen Sechsecks zur Seite des eingefchriebenen Dreiecks wier: +7 


(286) d. i. wie 2: 3. 

Snellius pr. 7. 

297. Lehrfag. jedes Viele in den Kreis ift die mittlere 
Proportionalfläche zwifchen dem innern und äußern Vieleck eben dies 
fes Kreifes von halb fo großer Seitenzahl; und jedes Vieleck um 
den Kreis ift die Harmonifche Mittelflähe zwifchen dem ihm ähnlichen 
eingeschriebenen Vieleck und dem umfchriebenen Vieleck von halb fo 
viel Seiten. 

Snellius pr. 9 für den erften Theil, 
Sanrin Mem. de l’Acad. 1723 p. 10, für den zweiten Theil. 

Erfter Theil. Worbereitung. Iſt JE (Fig. 143) die Seite des 
gegebenen Vielecks, fo find FE und NG die Seiten des innern und 
äußern Vieles von halb fo großer Seitenzahl; diefe drei Vielecke 
- verhalten fih daher wie 2 A JCE : A FCE: A NCG = A JCE: 
N KCE : A JCG. 

Deweit. A KCE: A CIEE—=KRQ : JP 

== CK : CGJ 
— CE : CG 
A JCE: AJCG =KE:)JG = CE: CG 
alfo AKCE: A JCE = A JCE: A JCG u. 
Zweiter Theil. Worbereitung. Sind NG und FE die Seiten 
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der beiden Ähnlichen Vielecke um und in den Kreis, foifttL —=FD 
die Seite des innern Vieles von halb fo viel Seiten, und, vers 
längert man CL bis zum Durchſchnitt mit der verlängerten Tangente 
NJG, fo ift JH die halbe Seite des aͤußern Vielecks von der halben 
Seitenzahl; daher verhalten fi die Vielecke über NG, FE und dem 
Doppelten von JH, 
wie ACNG: AFCE: AJCH, oder weil A JCN—= ALCG, und 
‚AJtZ= A FOE 
JCLG : A JCL: A JCH. 
Da nun (174) drei Größen harmoniſch proportionirt find, wenn fich 
die erfte zur dritten wie der Unterfchied der beiden erſten zum Unters 
fchiede der beiden le&ten verhält, fo ift zu beweifen, daß 
A JCL: A JCH = JCLG — A JCL: A JCH — JCLG 
A JCL: A ICH = A JGL: A GLH if. 
Beweie. AJICL: AJCH= CL: CH=CJ: CH 
AJGL: A GHL=)JG: GH = CJ : CH (17) ı«. 
Anmerkung. So ift alfo 3. B. das Sechseck in den Kreis die mittlere Proportio- 
nalflädhe zwifchen dem äußern und innern Dreiedz; und das Schöck um den Kreis die 
harmoniſche Mittelfläche zwifhen dem Sechseck in und dem Dreied um den Kreis, 
298. Lehrſatz. Beſchreibt man in einen beliebigen Kreisabs 
fihnitt (FJELD Fig. 143) ein gleihfchenfeliges Dreieck (FED) und in 
die durch deffen Schenkel gebildeten Kreigabfchnitte wiederum. gleich» 
fchenfelige Dreiede (FJE, ELD), fo ift die vierfahe Summe diefer 
beiden leßtern ſtets größer als das erſtere. 
Huygens de vera circuli magnitud, pr. 1. 
Vorbereitung, ZieheJL, und dann EC | aufJL, woraus folgt, 
daß FE = ED — JL und AJEL= AELD— A HE. 
Beweis. FE, : JEg, = ES: EP (254), 
aber FJ = IE, und FJ -+- JE > FE, alfo 2JE > FE 
und darum FE, : JE, <{ 4 : 1, alfo auch 
E 


S:EP< 4:1 
Eben fo FD: IL << 2:1 
alfo ES. FD: EP.JL <8:1 
- Weil nun 


AFED: AJEL=ES.FD:EP. IL, 


A FED: AJEL <8: 
A FED: SEFT A EID.<4: 1x. 
299. Lehrſatz. Beſchreibt man in einen Kreisabfchnitt (JEL 
Fig. 143), welcher Kleiner als der Halbkreis ift, ein gleichſchenkeli⸗ 
ges Dreieck (JEL) und über derſelben Grundlinie (IL) ein zweites 
(JGL), deffen Schenkel Tangenten an den Kreis find, fo fehneidet 
die Tangente (XEY), weldye man durch) die Spige (E) des erftage 
Dreiecks zieht, von dem zweiten (GL) ftets ein Dreieck (XGY) ab, 
welches größer ift, als die Hälfte jenes erſtern (JEL). 
Huygens de v. c. m. pr. 2. 
Vorbereitung. Ziehe den Halbmeſſer CE, der verlängert durch 
G gehen und fenkrecht auf IL ftehen muß (51, Zuf. 5). 


fo ift auch 
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Beweis, A JGL : A JEL = PG : EP (201) 
= JG :JX 
A XGY : AJGL — GX, : JG, (205) 
AXGY: AJEL = CK, :ICIX 
aber GX > JX und > 3°GJ (296, Zuf. 1) 
alfo GX, > 4 IX.JG, 
und darum A GXY > 4 A JEL. 


Fünfter Abſchnitt. 


Bon den Vielecken, welche durch Diagonalen gegebener 
Vielecke gebildet werden. 





300. Lehrfag. In jedem Vieleck (Fig. 161) laffen fich fo viel 
Diagonalen d. h. gerade Linien, die zwei Ecken der Figur verbinden, 


ohne mit einer feiner Seiten zufammen zu fallen, ziehen als die Zahl 
423 Einheiten hat, wenn n die Anzahl der Eden der Fi 


gur bezeichnet. 
Lexell Novi Commentarii Acad. Petr. XIX, p. 231. 

Beweis. Giebt ed, wie wir angenommen haben, in der Figur 
n Eden, alfo außer der einen A noch n — 1, fo laffen fih von die 
fer nach den übrigen offenbar n — 1 verfchiedene Linien ziehen, wie 
AB, AE, AF:c.; von der zweiten Ede B aus laffen fih nur n —2 
von einander und von den vorigen verfchiedene Linien ziehen, denn 
außer der Ecke B feldft fällt auch die Ecke A, als fhon mit B verbun: 
den, weg. Auf ähnliche Weife überzeugt man füch, daß aus der drit: 
ten Ede n — 3, aus der vierten n — 4 verfchiedene Linien gezogen - 
werden können, und fo fort bis man zur vorleßten Ecke gelangt, aus 
der fih nur noch eine einzige Linie ziehen läßt. Die Summe aller 
Linien ift alfo: 


n—1-+n—2?-+n—3 -+ .... + 2?2-+1 „ton (173) 


Aber unter diefer Zahl find auch die n Seiten begriffen, alfo die Men: 
ge der Diagonalen ift 
n.a—1) _ „_ "a N—2n _n.mo 3%) 
2 2 2 
Zuſ. 1. Man kann daher die von derſelben Ecke (A) auslaufen: 
den Diagonalen, als erfte, zweite, dritte ıc. von einander unterfchei: 
— — 

N Kuũ lãßt unſer S beweiſen: d Ecken aus ı 
—— A — A — — alten Eden an 
n.(a — 1) Linien; je zwei derfeiben aber, welche dieſeiben Endpuncte haben, fallen 
ganz zufammen, wirklich verfchiedener Linien find alfo nur N, alſd Diago: 
nalen 09 -ı= man, Anm, des Ueberſ. 


. v. Swinden Geometrie, 13 
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den, je nachdem fie nach der zweiten (D), dritten (E), vierten (F) 
ıc. fpätern Ecke in Beziehung auf die gemeinfchaftliche gezogen find. 

Zuf. 2. Iſt das Viele regelmäßig und in einen Kreis befchries 
ben, fo bildet jede Seite mit der erften, zweiten, dritten ıc. der von 
ihrem Ende auslaufenden Diagonalen Winkel, die als Peripherie: 
winkel auf dem Einfahen, Doppelten, Dreifahen ıc. des zur Viels 
erksfeite gehörigen Bogens ſtehen, mithin einzeln gleich einem, zwei, 
drei ıc. halben Centriwinkeln find d. h. jede Seite bildet mit ihrer 
mten Diagonale einen Winkel = 

m. 2 410, Zuf. 1) 


n 
Diefer Winkel ift alfo ein Nechter, wenn = == t, oder m =; 


Zuſ. 3. Die Winkel, welhe zwei auf einanderfolgende Diagos 
nalen (z. B. AD und AE) mit einander bilden, find immer der Größe 
nach halbe Eentriwintel, alfo = 2—, Da nun der Winkel, den 


zwei an einander grängende Seiten mit einander bilden, = — 2 
iſt (110, Zuf. 1), fo wird der Winkel, welchen zwei von derfelben 
Ede auslaufende Diagonalen, von denen die eine die mte, die andere, 
von der andern Seite aus gerechnet, die rte ift, bilden 

— ern ‚QaR= U e tr? IR 


Damit alfo ein folcher Winkel ein Rechter fei, muß a) 


. 2R 





= 3, oder 
: I REN 
— 
ſein. 

Zuſ. 4. Iſt eine Diagonale die rte unter den von einer Ecke 
auslaufenden, fo umfpannt fie auf der Seite, von der aus man zählt 
und auf welcher die WVielecfsfeite liegt, von deren Endpuncte fie auss 
läuft, v—+ 1 Bielestsfeiten, — die erfte Diagonale nämlich umfpannt 
zwei, die zweite drei u.f fe, — alfo auf der andern Seite umfpannt 
fin — r — 1 Öeiten. 

Zuf. 5. Wenn daher n eine gerade Zahl und 

1 


n—r— 1z=[r 
oder — 21 4 2 
— 2 


ift, fo geht die rte Diagonale durch den Mittelpunct, man kann zivis 
fhen diefer Seite und dem Mittelpuncte feine Diagonale von höhes 
vem Range ziehen und alle von den einzelnen Ecken auslaufenden rten 
Diagonaten fchneiden fih im Mittelpuncte. 

SE dagegen, wenn n, wie vorher, eine gerade Zahl, r < 


J 
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— 2, fo find die rten Diagonalen von einem niederern Range als 
die durch den Mittelpunct gehenden, fchneiden fich daher außerhalb 
des Mittelpunctes und bilden dadurch verfchiedene Vielecke. 
ei 7 2 _ 4 oder > 
die höchften, die fich außerhalb des Mittelpunctes fchneiden. 
Zuſ. 6. Sf n eine ungerade Zahl, fo kann feine Diagonale 
durch den Mittelpunct gehen (114) alfo auch nicht die rte, die, wie 
wir wiffen, auf der einen Seite r +4 1 und auf der andern n —r 
— | Bieleedsfeiten umſpannt. Iſt nun diefe rte Diagonale die hoͤchſte, 
- fo wird ihre naͤchſte Nachfolgerinn, die alfo von ihr blos durch eine 
Vielecksfeite getrennt ift, nach der entgegengefegten Richtung hin 
gleichfalls r + 1 Seiten umfpannen; die Anzahl aller Vielecksfeiten 
wid dor ti Hr —1—1d. i. Ar — 3 fein; und mit 


hin ift die "Ste Diagonale die hoͤchſte unter denen, die ſich zwis 


fchen einer Seite und dem Mittelpuncte ziehen laffen, wenn n unge: 
rade ift. 
301. Lehrfas. Zieht man in einem regelmäßigen ned alle 
Diagonalen, fo finden folgende Beziehungen Statt: 
1) bilden diefe durch ihre gegenfeitigen Durchfchnitte innerhalb def; 
felben fo viele neue dem gegebenen ähnliche Vielede, als die 


Zahl = 


2 
n — 4 j 
— Einheiten hat, wenn n gerade iſt. 

2) Die neuen VBielede alle Haben mit dem Urvieleck einen gemein: 
fhaftlichen Mittelpunet; nicht diefelbe völlige Ucbereinftimmung 
findet aber in Hinfiht ihrer Lage Statt. Das erfte derfelben 
fteht nämlich in Beziehung auf das Urvieledk verkehrt, dag zweite 
dagegen gerade, das dritte wiederum verkehrt, dag vierte gerade 
ıc., fo daß, wenn n gerade ilt, jede zwei Gegenecken des Ur— 
vielecfs verbindende Gerade abwechſelnd entweder zwei Gegens 
feiten des neuen Vielecks unter rechten Winkeln halbirt, oder 
gleichfalls durch zwei Gegenecken deffelben bindurdgeht, und 
wenn n ungerade ift, jede Gerade, welche eine Ede des Urviel: 
ecks mit dem Halbirungspuncte der Öegenfeite verbindet, aud) 
ftets durch eine Ecke und den Halbirungspunct ihrer Gegenfeite 
im neuen Vielecke hindurchgeht. 

3) Die erften Vielecke werden durch die erften von den Ecken auss 
laufenden Diagonalen gebildet, die zweiten durch die zweiten ıc. 


Beiſpiele. Für das Sechseck (Fig. 80) ift - 7 ! 


wird ein Sechseck PORSTU innerhalb des gegebenen ABDEFG ge» 
bildet. 





4 find 


Die Diagonalen von dem Range 











3 Einheiten hat, wenn n ungerade, oder fo viel 





= 1, es 


13 * 
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n —3 


Für das Fünfee (Fig. 79) ift 7** 1; es wird ein Fuͤnf⸗ 
eck ONVXY innerhalb des gegebenen gebildet. 
Für das Zehnee (Fig. 161) ift — ME 3; innerhalb des 


Zehnecks ABDEFHJIKLG centftehen drei neue Zehnede, nämlid: 
PORSTVXYZU, abcedefglıik, und Imnopgrstu. 

Ferner geht in Fig. 161 der Durchmeffer BCJ, durd die Ecken 
c und h des zweiten der neuen Zehnecke, während er unter rechten 
Winkeln zwei Segenfeiten halbirt, ſowohl in dem erften Vieleck, naͤm⸗ 
lich die Seiten PQ und XV, als aud) in dem dritten, die Seiten mn 
und ıs. Aber in dem Fuͤnfeck (Fig. 80) geht derfelbe Durchmeffer, 
der eine Ecke mit dem Halbirungspuncte der Gegenfeite in dem rs 
vielecke verbindet, auch durch eine Ecke und den Kalbirungspunct ihr 
ver Segenfeite in dem neuen Vieleck. 


Beweis. Erfter Theil. Der Rangordnungen für die hier in 
Betracht kommenden Diagonalen find fo viele als die Zahl "> 











oder 


4 Einheiten hat, je nachdem n ungerade oder gerade ift (300, 
Zuf. 6 und 5). 

Aber jede zu derfelden Rangordnung gehörige Diagonalenreihe 
bildet ein Vieleck, und zwar von fo viel Seiten als diefe Diagonas 
lenreihe Glieder zähle d. h. von fo viel als das Urvieleck Seiten hat, 
da von jeder Ecke eine folhe Diagonale ausläuft. 


Demnach werden he DR PIE ask. folder Vielecke entftes 


2 2 
hen je nachdem n ungerade oder gerade ift. 
Alle diefe Vielecke find regelmäßig, da, wie von felbft einleuchs 
tet (Fig. 80 und 161) A ABQm AQDE, AABPD ADRE«. 
Zweiter Theil. Da A BQD (Fig. 80) gleichfchenkelig ift, fo 
‚biegt der Punct Q auf der Sentrechten, die man auf BD im Halbis 
rungspuncte errichtet, und folglich durch den Mittelpunct geht, alfo 
W. POC—=RRC, und A PCQA DD CQR, mithin PE—=CQ —=CR 
ꝛc. d. h. C ift der Mittelpunet diefes Vieles; und fo für die Übris 
gen; woraus das Übrige des zweiten Theiles folgt. 
Dritter Theil, Der dritte Theil unferes Sages ift für fich Mar. 
Zuf. 1. Iſt die Anzahl der Seiten des Vielecks ungerade, fo tras 
gen alle Diagonalen zur Bildung der neuen Vielecke bei; bei gerader 
Seitenzahl dagegen nur diejenigen, die nicht durd) den Mittelpunct ges 
hen, die alfo nicht zwei Gegenecken verbinden. Die Zahl der durch 


ben Mittelpunct gehenden ift 5, alfo im Sechseck (Fig. 80) drei, 


AE, BF, DG, im Zehneck ($ig. 161) fünf, AH, BJ, DK, EL, FG. 
Zuſ. 2. Es ift nicht möglich, die-Seiten und Perpendikel für 
alle die neuen Vielecke unter einander und gegen das Urvieleck zu bes 
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fimmen, wenn man nicht das zu Hülfe nimmt, was wir im VILI 
Buche über die Sinuffe beibringen werden, 

Es ift nämlich (Fig. 161), wenn die Anzahl der Seiten gerade 
ift, und der Mittelpunctswinkel mit w bezeichnet wird, die Senkrechte 
Cz der Sinus des Winkels EGF—$w; die Senkrechte Ca der Sinus 
des Winfeld DGF — 3 w; die Senkrechte CB der Sinus des Wins 
kels BGF—= 3 w, und Cy ift der Cofinus von W. GCy = Iw. 

Betrachten wir nun das innerſte Vieleck als das erſte, und die 
uͤbrigen der Reihe nach von innen nach außen ſich folgenden, als das 
zweite, dritte, vierte ꝛc.; bezeichnen die Hoͤhenperpendikel derſelben 
der Reihe nach mit p,, Pas Pa> Pa, 3%. das Hoͤhenperpendikel des Urs 
vielecfs mit p, fo haben wir: 

Pı:P2:Pa:Pa - ---: P=sin} w: sin w:sin3:sinQw....:cosh w. 
Iſt dagegen die Seitenzahl ungerade, fo ift 
w 


EF=}EH=/EH=, 
zw 
alfo BGF = 3 EGF = — uf. f., alſo 

. w .„3w .„ 5w w 

Pı'’P2:Pz:-.: pm asın 7* sıı — 5sim — ... cos — 
Die Seiten und Umfaͤnge unſerer Vielecke ſtehen in eben dieſem Vers 

hältniffe (278 und 223). 

Zuſ. 3. Iſt die Anzahl der Seiten gerade, fo wird das innerfte 
d. h. das dem Mittelpunete nächfte Vieleck durch die Diagonalen von 


dem Range — gebildet (300, Zuſ. 5). Die Diagonale (AF) 


bildet alfo mit der Seite (AB), aus deren Endpuncte fie ausläuft, eis 
nen Winkel von der Größe 
n—4)2R n—A R 
2n — 


Da nun zwei an einander graͤnzende Seiten (AB, AG) einen Winkel 
mit einander bilden, der — Ru (110, Zuf. 1), fo ift die 


n 

Größe des Winkels, welche die Diagonale mit der andern Seite (AG) 
bildet, offenbar 
| — ,9nur en 
d. h. die Diagonalen, welche das innerfte Vieleck bilden, ftehen ſenk— 
vecht auf den Gegenfeiten, deren Endpuncte fie verbinden; biefes 
Vieleck ift alfo fein anderes als dasjenige, von welchem oben in 113 
und in 283, Zuf. 7 die Nede war, und welches, wie Du Fay zuerft 
gezeigt hat, dem Ueberſchuß des umfchriebenen über das eingefchries 
bene Vieleck gleich ift. 

Diefelbe Folgerung kann man auch aus dem vorigen Zufaße her: 
leiten. Denn ihm zufolge iſt das Perpendikel des innerſten Vielecks 
gleich dem Sinus des halben Mittelpunctswinfels, alfo gleich der 
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hatben Sehne des ganzen Eentriwintels d. 5. gleich der halben Seite 
des Urvielecks. 

302%. Lehrſatz. Hat ein regelmäßiges Vieleck (Fig. SO und 
161) eine gerade Seitenzahl, und man verbindet je zwei an einander 
grängende Seiten dur Diagonalen, oder mit andern Worten, zieht 
man alle Diagonalen des niedrigften Ranges, fo entſtehen dadurch 
zwei regelmäßige und congruente Vielecke, von denen jedes halb fo 
viel Seiten hat als das gegebene. _ | 

Deifpiele. Im Sechseck (Fig. 80) entftehen die beiden gleich: 
feitigen Dreiecke ADF, BEG. 

Im Zehneck (Fig. 161) die beiden Fuͤnfecke ADFJLA und 
GBEHKG. 

Beweis. Betrachtet man eine Ecke 3. B. B als die erfte, fo 
entfteht offenbar ein Vieleck von der angegebenen Beichaffenheit, ins 
dem man diefe erfte Ecke mit der dritten E, diefe mit der fünften H 
u. f. f. und endlich die vorleßte mit der erften verbindet. Um das 
zweite der genannten Vielecke zn erhalten, verbindet man die zweite 
Ecke D mit der vierten F, diefe mit der fechfien J u. ſ. f. endlich die 
legte mit der zweiten. 

Aber mehr als zwei folder Vielecke zu erhalten, ift auch nicht 
möglid. Denn wollte man 3. B. die dritte Ecke mit der fünften, 
diefe mit der fiebenten ꝛc. verbinden, fo erhielt man nichts anders als 
Seiten des erften Vieles, fo wie die Verbindungen zwifchen der 
vierten und fechfien, zwifchen diefer und der achten ıc. Seiten des 
zweiten Vielecks geben. 

Anmerfung 1. Der Grund für die Folgerung, daß das Biele eine gerade Seis 
tenzahl haben müffe, ift von felbit Far. 

Zuf. 1. Die Seiten unferer beiden Vielecke fallen in ihrer 
Richtung zufammen mit den Seiten des erften innern Vieles 
PORSTVXYZU, von welchem in 301 die Rede war, fo nämlich, daß 
die erfte, dritte, fünfte ꝛe. Seite deffelben zu den Seiten des erften, 
die zweite, vierte, fechfte ꝛc. Seite dagegen zu den Seiten des zwei» 
ten Vielecks gehören. 

Zuf. 2. Die Seiten unferer beiden Vielecke kann man daher 
als bloße Verlängerungen der Seiten des innern Vieles, und thre 
Mintel dadurd entfianden betrachten, daß man abwechfelnd alle Seis 
ten von gerader Stellenzahl und alle von ungerader bis zum gegenfeis 
tigen Durchfchnitt verlängert hat. 

Zuſ. 3. Man kann aus jedem der innern Vielecke, die auf die 
in (301) angegebene Weife entjtanden find, durd) Verlängerung feiner 
Seiten zwei regelmäßige und congruente Vielecke von halb fo großer 
©eitenzahl, als die des Urvielecks erhalten. Die Seiten aller diefer fo 
entftandenen Bielecfe fallen alfo in ihrer Richtung mit Diagonalen zus 
fammen und zwar mit Diagonalen der fo vielten Nangordnung, das 
jo vielte in der Reihe der innern Vielecke dasjenige ift, deffen Sei— 
ten man verlängert hat. 

Zuf. 4. Der Winkel, welchen die erfte Diagonale mit der rten 
von derfelben Winkelfpige auslaufenden bildet, üft 
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—— . 2k 
n 
Damit alfo diefer Winkel ein rechter ift, muß 
Cr — a 1 
n 
oder = "2 fein. Die erfte Diagonale ift aber in unferm 
Falle die Seite des neuen Vieles, auf diefer ſteht alfo die Ze 


Diagonale fenkrecht; oder für fie ift diefe Diagonale als ein in ihrem 
Endpuncte errichtetes Perpendikel zu betrachten. 

Zuf. 5. Iſt die Anzahl der Seiten des Urvielecks feine doppelt 
gerade Zahl, das neue Viele alfo von ungerader Seitenzahl, wie 


z. B. in Fig. 161 das Fünfef GBEHK, fo wird die at, (für 


das Zehneck alfo die 6te GJ) Diagonale des Urvielecks die Senkrechte 
auf der Seite des neuen Vielecks fein, welche zur Bildung des innern 
Vieles (IESAD) beiträgt, von dem wir früher in 113 und 283, 
Zuf. 7 gehandelt haben, und welches dem Flächenunterfchied zwifchen 
dem um und dem in den Kreis befchriebenen Vieleck von ungerader 
Seitenzahl gleich ift. 

Da aber aus einer Ede fih n — 3 Diagonalen ziehen laffen, 


fo find von der 2 + m bis zur legten noch n —3 — = 


= — uͤbrig. Zaͤhlt man alſo, wie wir dieß bisher gethan ha— 


ben, nach der andern Seite (von G nad L, K x.) bin, fo iſt uns 
fere in Rede ftehende Diagonale die (7- + Me, d. i. die 





(- F re. Befchreibt man demnach um ein regelmäßiges Vieleck 
von ungerader Seitenzahl einen Kreis, und darauf durch Halbis 
rung der zu feinen Seiten gehörigen Bogen ein zweites von doppelt 


fo viel Seiten, fo bilden die (-—— 


neuen Vieleck ein demfelben ähnliches, deflen Seiten verlängert zwei 
Vielecke erzeugen, die dem Urvieleck ähnlich, unter einander con: 
gruent, und an inhalt gleich dem Unterfchiede zwifchen dem Urvieleck 
und dem ihm Ähnlichen um den Kreis befchriebenen, wie wir oben 


nad) dem Vorgange von Du Fay gezeigt haben. 

Anmerkung 2. Man ſieht hieraus, wie das Du Fay'ſche Theorem für die unges 
geraden Vielecke d. i. für die Bielede von ungerader Seitenzahl in der That nur ein 
Zuſat zu feinem Sage für Vielecke von gerader Seitenzahl iftz und daß es blos darauf 
anfömmt, innerhalb des gegebenen Vielecks nicht, wie bei geraden, blos ein neues Vieleck 
zu bilden, fondern zwei, von denen jedes die angegebenen Eigenjhaften hat, Ja da in 
Bieleden von gerader Seitenzahl die Geraden , welde ihre (paralleten) Gegenfeiten vers 
binden, auf denfelben ftets ſenkrecht ftehen, fo kann man beide Säge in einen einzigen 
zufammen ziehen und diefen allgemeinen Sas fo ausſprechen: Errichtet man auf jeder 





G ten Diagonalen in diefem 


Rn 


-. 
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Scite eines regeimäßigen Vielecks in ihren Endpuncten Perpenditel, fo bilden die Durch⸗ 
f&hnittspuncte derfelben die Een eines neuen dem gegebenen ähnlichen Vielecks wenn 
das Urviele® von gerader Seitenzahl ift, zwei folder, einander congruenter , Bielede 
entjtchen wenn die Seitenzahl ungerade iſt. 

Anmerkung 3. 5 verfteht ſich von jelbft, daß man jedes der neuen Vielecke durch 
Diagonalen wiederum zerlegen kann. 

303. Lehrſatz. Verlängert man jede Seite eines regelmäßis 
gen Vielecks über beide Endpuncte hinaus und verbindet fämmtliche 
Durchſchnittspuncte diefer Verlängerungen unter einander, fo entftes 
ben neue regelmäßige, dem negebenen Ähnliche und mit ihm um den: 
felben Mittelpunet beſchriebene Vielecke und zwar beträgt die Anzahl 

n — 4 j n — 3 : 
derjelben — fuͤr eine gerade, und — 
Seitenzahl des Vielecks. 

Beiſpiele. Für das Fuͤnfeck ONVXV(Fig. 79) erhält man durch 
Verlängerung der Seiten die Puncte CBEHK, welche die Ecken eines 
regelmäßigen Fuͤnfecks bilden. 

Für das Sechseck PORSTU (Fig.80) entfiehen die Durchfchnittss 
puncte ABDEFGH, die Ecken eines regelmäßigen Sechsecks. 

Fur das Zehneck emnopgrstu (Fig. 162) erhält man durch Ver—⸗ 
längerung der Seiten drei neue Zehnecke, nämlich durch Verlaͤnge— 
rung von ein und no, mn und op, no und pg u. f.f. d. h. durch Vers 
längerung je zweier Seiten, die um eine getrennt find, das Zehneck 


für eine ungerade 


‘ aNbvexdylo; ferner durd, Verlängerung der Seiten em und op und 


fo je zweier, die durch zwei Seiten getrennt find, das Zehneck 
MSTVUXPYRQ; endlid, durd) Verlängerung von je zwei Seiten, die 
durch drei andere getrennt find, alfo durch Verlängerung von mn und 
gr 26. dag Zehneck ABDEFHJKLG. 

Beweis. Erfter Theil. Die zwei Gegenfeiten eines vegelmäs 
ßigen Vielecks von gerader Seitenzahl können, weil fie parallel find, 
verlängert einander nicht fchneiden; zwei folhe Seiten find durch 


n 


| F Zwiſchenſeiten getrennt; jede Seite eines ſolchen Vielecks 


kann alfo, wenn man fie über beide Endpuncte hinaus verlängert, nur 
— — 1d. i. — Seiten auf jeder Seite begegnen, da 


natürlich die an fie zunaͤchſt angraͤnzenden Seiten hierbei nicht in Rech: 


= 7 verſchiedene Vielecke 





nung kommen koͤnnen, es ſind darum 
moͤglich. 

Zweiter Theil. In einem Vieleck von ungerader Seitenzahl lies 
gen zwifchen jeder Seite und ihrer Gegenecke —— Zwiſchenſeiten; 
jede Seite begegnet daher, auf jeder Seite ihrer Verlaͤngerung, Zu 

n—3 


5 der Übrigen Vielecksſeiten, jeder Durchſchnitts⸗— 


— 1d. i. 
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punct bildet eine Ede zu einem ber in Dede ſtehenden Vielecke, — 


ſolcher Vielecke ſind daher moͤglich, die, wie von ſelbſt einleuchtet, 
in dieſem ſo wie in dem vorigen Falle, alle regelmaͤßig und mit dem 


Urvieleck denſelben Mittelpunct haben. 

Anmerkung 1. Unſer Urvieleck bildet mit feinen auf die angegebene Weiſe ent: 
ftandenen äußern Bieleden nicht, wie man vielleicht zu glauben geneigt fein möchte, ges 
nau diefelbe Bieledöreihe, nur in umgekehrter Ordnung, alö diejenige war, von wel— 
der wir im vorigen Satze handelten. Zwar ftehen dad Urvieled emnopgrstu und das 
äußerfte ABCDEFHJKLG (Fig. 162) in derfelben gegenfeitigen Beziehung, wie die 
mit eben dieſen Buchftaben in Fig. 161 bezeichneten Bielede, aber nicht fo ift es mit 
den beiden andern 3chneden. 

Anmerfung 2. Berbindet man die Durdfähnittspuncte der verlängerten Seiten 
nit durch Gerade unter einander, fo bilden fie die Spisen von fternähnlihen, um 
das Urvieleck beſchriebenen Figuren, deren Seiten die verlängerten Bieledöfeiten find, 
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Siebentes Bud. 
Von dem Umfange und Inhalte des Kreiſes. 


Erfter Abſchnitt. 
Ueber die Graͤnzen der Größen und der Verhaͤltniſſe. 





304. Ic halte für nöthig, zur beffern wiffenfchaftlihen Bes 

grändung des Hauptgegenftandes, dem diefes Buch gewidmer ift, ehe 
id) mich zu ihm felbft wende, Einiges über gewifle hierher gehörige 
Grundbegriffe, namentlid über die Gränzen veränderlicher Grös 
den vorauszufhicen, wäre es auch nur, um den unrichtigen Begrif— 
fen und den im jeder Hinficht ungenauen und ungenägenden Beweis 
fen, wie fie fih in manchen neuern Schriften finden, nachdrücklich zu 
begegnen. Newton hat von den Öränzen, unter der Benennung ra- 
tiones primae et ullimae in der eriten Abtheilung des erften Buches 
feiner principia gehandelt. Maclaurin hat denfelben Gegenftand 
ganz im Geiſte der Alten, befonders des Archimedes, in der Einleis 
tung zu feinem Werke: Treatise of Fluxions vortrefflich behandelt. 
Ihm folgte Hierin fein Landsmann Robert Simfon, von dem wir 
eine Abhandlung: de limitibus quantitatum et ralionum fragmentum 
befigen, welche fid) in dem nad) feinem Tode herausgekommenen felts 
nen Werfe: Roberti Simson opera quaedam reliqua etc. Glasguae 
1776 befindet. Auch verdient nachgelefen zu werden, was darüber 
gefagt haben: La Chapelle institutions de geom. Tom. II, $.433 sqgq- 
und d’Alembert fowohl in der Encyclopädie in dem Artikel „Limite‘“ 
als auch in feinen Melanges de philosophie Tom. V p. 239. Aber 
Niemand hat in neuerer Z:it diefen Segenftand gründlicher und volls 
ftändiger abgehandelt als l'Huilier in feiner: Exposition des princi- 
pes des calculs superieurs. chap. 1; und fpäter in der: Principio- 
rum caleuli differentialis ei integralis expositio. 
Ich werde aus diefen Schriften das Wenige entlehnen, was uns 
mittelbar zu meinem Zwecke gehört, und auf die erforderliche Weife 
ordnen. Beifpiele möchten wohl am meiften dazu beitragen, um eine 
deutliche Vorftellung von Graͤnze zu erlangen. 

305. Erklärung. Wenn eine Größe (A) durch fortdauern: 
des Zunehmen oder Abnehmen einer andern Größe (L) immer näher 
und näher gebracht werden kann, ohne jedoch diefelbe jemals erreichen 


Ueber die Gränzen der Größen und der Verhältniſſe. 203 


oder gar übertreffen zu können, fo heißt diefe zweite Größe (L) die 
Graͤnze der erfiern (A), und zwar die Wahsthumsgränge 
oder die Berminderungsgränge, je nachdem die Größe A fid) 
der L nähert entweder dadurd) daß fie im Zunehmen oder im Abneh— 
men begriffen ift. 

auf. 1. Da die Größe A ihrer Graͤnze L dur fortdauerndes 
Zu s oder Abnehmen immer näher und näher kommt, fo folgt daraus 
nothwendig, daß A ſich ſtets fo weit vermehren oder vermindern lafs 
fe, daß fie fi von ihrer Graͤnze um weniger ald irgend eine ges 
gebene Größe, wie Elein diefe aud) fein möge, unterfcheidet. 

Erläuterung des Geſagten durch Beifpiele. 

Erfies Deifpiel. Die Tangente AT (Fig. 121) ift die Vermins 
derungsgränge für alle von eben dem Puncte A außerhalb auslaufende, 
nad) der concaven Öeite der Kreislinie gezogene, und darum den Kreis 
fchneidende Geraden AD, AE, AH ⁊c.; Wachsthumsgränge dagegen 
ift fie für alle die blos nach dem converen Theile des Umkreiſes gehens 
den Geraden AF, AR, AS ıc. 

Anmerfung. Es würde dem aufgeftellten Begriff von Gränze nicht in aller Strenge 
gemäß fein, wenn man fagen wollte: Der Durdmefler eines Kreifes ift die Wachs— 
thbumsgränze für die Sehnen; darum weil der Durchmeffer felbft zu den Schnen gehört, 
aljo eine Größe ift, Die von einer Sehne, indem fie Schne bleibt, erreit werden kann. 
In unferm angeführten Beifpiele dagegen, Fünnen die fehneidenden Linien fo lange fie 
wirklich Schneidende bleiben, niemals die Kürze der Tangente erreichen. 
| Zweites Beifpiel. Der gemeine Brud) 4 ift die Wachsthums— 

graͤnze des Decimalbruchs: 0,33333 ...... 

Drittes Beiſpiel. Die mittlere Proportionale zwiſchen zwei Groͤ— 
ßen iſt die Verminderungsgraͤnze fuͤr das arithmetiſche Mittel eben die— 
fer Groͤßen (169). 

Viertes Beifpiel. Die Einheit ift die Wahsthumsgränge für 
die Summe der geometrifhen Reihe: 344 ++ .... ...... 

Fünftes Beiſpiel. Der Bruch $ iſt die Wachsthumsgränge für 
die Summe der beliebig weit fortgefeßten, oder, wie man zu fagen 
pflegt, der unendlichen geometrifhen Reihe: 1 +4 4,5 + 2% 

1 


u. nr. 0 8 


Anmerkung 1. Der Ausdrud für die wirflihe Summe S einer geometrifhen Reihe 
aus m Gliedern von der Form A, Ae, Ae?, .... Aeu—! iſt (163, Buf. 1) 
ee A __ _ Jen 


— & 1 — 


e — 1— e 
Iſt die Reihe eine fallende, alfo e ein ächter Bruch, fo wird offenbar en und mithin 
auch — deſto kleiner, je größer m wird d.h. je weiter man die Reihe fortgeſetzt: 








8* 


es iſt alſo in dieſem Falle — die Wachſsthumsgränze für 8. Daher kömmt es, 


daß man wohl auch ſagt, die Summe einer unendlichen d. h. unendlich weit fortgefeg: 
ten fallenden geometriſchen Reihe, deren Anfangsglied A und Erponent e, werde aus— 


n A . 
gedrüdt durch — — wofür man au —— ſetzen kannn, wenn man das zweite 
Glied der Reihe mit B bezeichnet. | 

Diefer Ausprud wird offenbar = 1, wenn, wie in Beijpiel 4, A= 4 
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und e— J geſetzt wird; dagegen nimmt er den Werth $ an, wenn, wie in Beifpiel 5, 
A== 1 und e = } genommen wird. z 
Anmerkung 2. Der Ausdrud S —= 7 > 5 für die Summe einer unendlichen 
Menge von Gliedern einer fallenden Reihe, giebt die Proportion: 
5: A—B 


— A: 





woraus der Satz folgt, den ich in dem handſchriftlichen Rachlaß von Huygens gefun— 
den habe; nämlich: Sind Größen ſo beſchaffen, daß ſie eine fallende geometriſche Reihe 
bilden, fo verhält ſich die größte ſammt allen auf fie folgenden und ins Unendliche fort- 
gehenden zu diefer größten allein, wie eben diefe größte zu ihrem Weberfhuß über ihre 
nächſte Nachfolgerin, 


Anmerfung 3.° Diefe Gränge: 8 — 1 2 . kömmt nicht felten auch unter der 


Geftalt folgenden Sages vor: nimmt man von einer beliebigen gegebenen Größe den 
Theil 5 von der fo erhaltenen Größe wiederum denfelben Theil Zu. ſ. f. immer von 





jeder zuletzt erhaltenen Größe den Theil , fo find alle dieſe Theile zuſammen genom- 





men, ſo groß als der te Theil der gegebenen Größe. 


e — 1 





Anmerkung 4. Wendet man die Gränzes = — auf das 5te Beiſpiel an, 


und vergleicht alles zufammen mit dem, was wir in 163, uf. 1, Anm. 2 gejagt ha— 
ben, fo wird man fidy überzeugen, wie unfere Lehre mit dem dort behandelten Sag des 
Ardimedes übercinftimmt. 

306. Erklärung. Wenn das Verhältniß zwifchen zwei Grös 
Gen dem beftimmten und fich gleich bleibenden Verhältniffe zweier 
andern Größen durch fortgehendes Zus oder Abnehmen immer näher 
und näher kommen kann, fo heißt das letztere Cunveränderliche) Vers 
haͤltniß die Gränze des erftern (veränderlichen). 


Deifpiele. Das Verhältnig v2: 1 ift die Wahsthumsgränge 
für alle Zahlen, durch welche man das Verhältnig der Diagonale ei: 
nes Duadrats zu feiner Seite ausdrücken kann. 

Das Verhältnig 2: 973 ift die Verminderungsgränge für die 
Zahlen, durch welche man das Verhältniß der Seite eines gleichfeis 
tigen Dreiecks zu feinem Hoͤhenperpendikel ausdrücken kann. 

Das Berhältnig v3 : 1 ift die Wahsthumsgränge des Verhälts 
niffes, welches die Seite des gleichfeitigen Dreiecks zum Halbmefs 


fer des umfchriebenen Kreifes hat, wenn man diefes Verhättnig in 
Zahlen ausdruͤckt. 


307. Lehr ſatz. Sind A und B zwei beliebige (gleichartige) 
Groͤßen und man zieht von der größern A eine dritte Größe ab, die 
wenigftens halb fo groß als A, von diefem Unterfchiede wiederum 
eine Größe, die wenigftens fo groß als feine Hälfte und fährt immer 
auf dieſelbe Weife fort, fo gelangt man zuletzt immer zu einer Größe, 
die kleiner als die zweite B der gegebenen ift, wie Hein diefe letztere 
auch immer fein möge. 

Eucl. X, 1. 

Vorbereitung. Es fei (Fig. 146) AB die größere, F die fleis 
nere der gegebenen Größen. Man nehme von F ein foldes Vielfa: 
ches GM, daß diefes zwar größer als AB, das unmittelbar vorherges 
hende Vielfache aber noch kleiner als diefe Linie if. Man fchneide 
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nun auf AB ein Stüf AC, das eben fo groß oder größer als die 
Hälfte von AB; auf dem linterfchiede, den man fo erhalten, CB 
wiederum ein Stuͤck, das eben fo groß oder größer als feine Hälfte; 
und wicderhohle dieß fo vielmal, als F in GM enthalten ift; alfo in 
unferer Figur viermal, 
Beweis. WeilGM>AB, GI<LGCM, und AC >}AB, fo 
ift offenbar GM — GJ > AB — AC 
dv. i. JM > CB 
Weil ferner JK << % JM 
und CD>LCB 


fo it JM — JK > CB — CD 
d. i.KM > DB 

weil endlih KL = 4 KM 
und DE > 4 DB 


fo it KM — KL>DB — DE 
dv. i. LM oder FEB. | 
Und man fieht, daß diefe Schlußfolge ihre volle Gültigkeit behaͤlt, 
wie klein auch F fein möge. 
Zuf. Die Größe F kann alfo niemals fo Klein werden, daß man 
nicht aufdem angegebenen Wege zu einem Unterfchiede gelangen koͤnn⸗ 
te, der noch) kleiner als fie ift. 


308. Lehrſatz. Kat man eine unveränderliche Größe (L) und 
eine veränderlihe A, und kann leßtere durch fortgefeßtes Zu: oder 
Abnehmen der erfiern näher und näher gebracht werden, fo daß ihr 
Unterfchied-Eleiner als jede noch fo Kleine Größe wird, fo ift das Ver: 
hältnig der Gleichheit die Wahsthums: oder Verminderungsgränge 
des Verhältniffes diefer beiden Größen; und umgekehrt. 

L’Huilier $. 2. — Tacquet theor. selecta ex Archim. pr. 1, 2. 

Veweis. Denn wäre das Gegentheil möglich, könnte alfo L— 
A+B fein, fo wäre offenbar der Unterfchied unferer Größen L— 
A einer beftimmten Gröfe gleich, was der Vorausſetzung, nad) wel: 
cher diefer Unterfchied kleiner als jede noch fo Keine Größe fein foll, 
geradezu widerfprechen würde. 

Anmerkung 1. Zur nähern Erläuterung des Satzes Fann man fi der in 305 an⸗ 
geführten Beifpiele bedienen, 

Anmerkung 2. Daher der von einigen gebraudte Ausdrud, daß eine veränderliche 
Größe in ihrer Gränze endigt. 

309. Lehrfag. Iſt eine und diefelde Größe (CL) für mehrere 
Größen 4. B. A und B zugleich die Wahsthumss oder Vermindes 
rungsgränge, fo ift das Verhältniß der Gleichheit die Gränze des 
Verhältniffes diefer legtern Größen. 

Beweis. Das Verhältniß A : L_ wird zulegt das der Gleich— 
heit, oder es wird zulegt A: L=1:1 (308), eben fo tft es mit 
dem Verhältniffe B:L, alfo wird zulegt A:B= 1: 1, oder es naͤ— 
here ſich das Verhaͤltniß A: B immer mehr und mehr dem Verhaͤlt⸗ 
niffe der Sleichheit. 


Anmerkung. Daber der von einigen gebrauchte Ausdrud, daß das letzte Verhält⸗ 
nie diefer Größen das Verhältniß der Gleichheit fei. 


—— 


206 Siebentes Bud. Erſter Abſchnitt. 


Erſtes Beiſpiel. Die Graͤnze des Verhaͤltniſſes der Summen 
von den beiden Reihen 


ER m. 7 — 


jede unbegraͤnzt weit fortgefuͤhrt, iſt das Verhaltniß der Gleichheit. 


Zweites Beiſpiel. Bilden die beiden ſenkrecht auf einander ſte— 
henden Geraden AB, BC (Fig. 147) mit der krummen Linie AC eine 
Figur, und man theilt eine derfelben 53.8. BC in eine beliebige Wiens 
ge gleicher Theile BD, DE 2c., um mittelft der Parallelen MD, NE 
ıc. und AM, SLN, RKO ıc. die Rechtecke AMDB, SLDB, MNED, 
RKED ꝛc. zu erhalten, fo wird, je größer die Menge der Theile von 
BC und je Eleiner mithin jeder einzelne wird, defto mehr die krumm— 
linige Figur ABCA zur Öränze fowohl für die äußere oder umfchries 
bene BAMLNKOJPHTCB als auch für die innere oder eingefchrichene 
BSLRKQJUHGB werden, die Graͤnze des Verhältniffes diefer beiden 
geradlinigen Figuren wird daher das Verhältniß der Gleichheit fein. 

Newton Lemm. 2, 3. 

Beweis. "Die äußere Figur ift größer als die frummlinige um 
die Summe der Dreiecke ALM, LKN, KJO ꝛc.; die innere Figur ift 
kleiner ale die frummlinige um die Summe der Dreiede ALS, LKR, 
KO ic. Diefe Dreiecke aber und mithin auch ihre Summen werden 
nun offenbar defto Feiner, je Kleiner man die Theile BD, DE ıc. 
nimmt; beide geradlinige Figuren nähern fich alfo auch in eben dem 
Maafe der frummlinigen, die ihre Gränze ift, und darum auch eins 
ander felbft. 

Anmerkung. Daffelbe findet noch Statt, wenn die Frumme Linie AC in eine Ge— 
rade (Zig. 148) übergeht, und man alfo ein geradliniges Dreied ACB erhält — ein 
Sag, der von großem Nusen in der Naturlehre ift. Er dient zum Beweiſe für vie 
wichtigſten Eigenfhaften der heſchleunigten Bewegung, und namentlich des Falles der 
Körper. Siehe s’Gravesande physica $. 373. — Musschenbroek $. 1826. — 
Keil introductio in veram Astronomiam lect. XI, theor. 17. 

310. Lehrſatz. Sind zwei Größen die Graͤnzen einer und 
derfelben dritten, fo ift ihr Verhaͤltniß das der Gleichheit, d. h. fie 
find gleich. 

La Chapelle $. 433. 

Beweis. A und B feien Graͤnzen von C. Wäre nun A nicht 
aleih B, fondeen =B —+ D, fo müßte, weil C zur eimen Graͤnze B 
hat, und fich daher der Größe B fo weit nähern fann, daß fie fi 
von ihr um weniger als jede noch fo Heine Größe unterfcheidet, der 
Unterfchied zwifhen C und B-+ D doch zum wenigften D betragen, 
mithin alfo, daB--D= A, müßte fih auch C von A mındeftens 
un die GröjeD unterfheiden ,. was unmöglich iſt, da auch A Graͤnze 
für C fein ſoll; es kann daher nur o, oder A— B fein. 

x — Man wird ſpäter ein Beiſpiel zur Grläuterung diefes unferes Satzes 

nden. 
311. Lehrſa tz. Wenn zwei Größen, A, B, beide in Zunah— 
me oder beide in Abnahme begriffen, fortwährend daffelbe Verhälts 
niß (a: b) zu einander behalten, fo ift diefes Verhaͤltniß auch das 
ihrer Srängen (L und |). 

Maclaurin pag. 16. — L’Huilier $. 3. 
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Beweis. Es fei — B=a: b; wäre nun nicht 
— a: b 


:l — 4 

ſo muͤßte 7 —1 entweder > u: :b, oder Za:b fein. 

Wäre L:1>a:b, fo müfte 
A 

fein können. Sind nun L und l die Wachsthumsgrängen von A und. 
B, foit B<Z1, alfo muͤßte auh A <L — X fein; mithin könnte 
A ficdy feiner Graͤnze L nicht einmal fo weit nähern, daß es fich nur um 
die gegebene Groͤße X von ihr unterfcheide, was offenbar dem oben 
aufgeftellten Begriffe von Gränze geradezu widerfpricht. Es kann 
alſo nicht L:1>a:b fein. 

Wäre L: 1 <a: b, könnte alfo 

L:1l— X=a:b=A:B 
fein, fo müßte, weil A<L, auch B<1I—X, was, wie fo eben 
bemerkt wurde, dem Begriffe der Graͤnze widerſpricht; es kann alfo 
auch nicht L: 1 <a: b, und muß daher nothwendig 

L:l=a:b 

fein. 
Die Schluffolge ändert fi wefentlich gar nicht, wenn L und 1 
die VBerminderungsgrängen von A und B find. 

Beifpiele. 

Erftes. Fig. 67. Für jedes Dreieck ACB, in welchem die Li: 
nie CH die Seite AB halbirt, hat man, wie auch immer feine Bes 
fhaffenheit fein möge, 

A F BC _cH, =} AB, = AH, = BH, (93, 3uf.) 
Aber die Seite AB ift die Verminderungsgränge für die Summe der 
beiden andern, AC und CB (43), da offenbar, je näher C an AB 
liegt, defto näher koͤmmt AC —+ CB der Größe von AB, ohne ihr 
jedoch jemals völlig gleich zu werden. Daffelbe alfo, was für die 
Summe der Seiten AC — CB gilt, muß aud, für ihre Gränze d. i. 
für AB gelten. Nehmen wir alfo an, daß der Punct C auf AB, uns 
gefähr in D, fiele, fo müßte 

A 


AD FED _ pm, = AB, 


fein, was auch in der That richtig ift, wie fich leicht auf folgende 
Weiſe zeigen läßt. Es ift 
AD, = AH, — DH, — 2 AD,DH (74, Zuf. 2) 
BD, — BH, + PH, + 2 AH,DH (74) 
alfo AD, + BD, =? AH, +2 DH, DH 


AH, = AD, + BDg _ DH, 


Es würde fih nichts Wefentliches ändern, wenn man annähme, daf 
D auf die Verlängerung von AB fiele. 

Zweites Deifpiel. Fia. 121. Der Kreis hat die Eigenfcaft, 
daß AE,AR = AH,AS ift, wie man auch die den Kreis fchneidenden 
Geraden von A aus ziehen möge. Der Sas muß daher auch noch 
wahr fein für die Gränzen der Schneidenden, d. i. (305, erſtes Beis 
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fpiel) für die Tangenten, es muß alfo 

AT, = AU,, und darum AT = AU . 
fein, was wir fhon auf anderem Wege 250, Zuf. 4, und 359, Zuf. 2 
gefunden haben. 

Drittes Beifpiel. Fig. 149. Die Tangente an einen Punct 
B, der feine Lage nicht ändert, ift die Graͤnze für alle Schneidenden, 
die durch eben diefen Punct gehen. 

Man ziehe durch den Mittelpunct die FCEA, die der Schneis 
denden DBA in A begegnet; ziehe auf den Durchmeſſer die Senkrech⸗ 
ten BRM, DNJ, KCG, und die mit ihm parallele BPQ. Für alle 
durch B gezogenen Schneidenden hat man dann, wegen der Achnlichs 
keit der Dreiecke BOD und ARB, DO: OB = BR: RA, und mithin 
muß fih aud die Verminderungsgränge von DO und OB verhalten 
—BR:RA; dieſes Verhältniß deutet und an, wohin der Punct A fals 
len muͤſſe, damit ABD eine Tangente werde. 

Beftändig ift DO: OB = OQ : OJ (251, 3. 1), alfo ift auch 
das Verhältniß der Gränzen von OQ und OJ dem Verhältniffe der 
Graͤnzen von DO und OB gleih. Die Gränze von OQ aber ift BQ 
— 2 BP (236) = 2 RC; die von JO it MB=2RB. Das Ber: 
hältniß RC: RB ift alfo das der Örängen von DO und OB, alfo gleich 
dem Verhältniß RB : RA; ABD wird alfo Tangente fein, wenn RB 
die mittlere Proportionale zwifchen RC und RA — eine Beziehung, 
die fchon früher ohne alle Hülfe der Gränzen gefunden, und aus 
232 in Verbindung mit 209, Zuf. 1 bekannt ift. 

Anmerfung. Die fpätern Säge werden und noch manche hierher gehörige Beifpiele 
darbieten ; die angeführten mögen hinreichen zur Begründung der Richtigkeit und Deut- 
lichkeit des Begriffes Gränze, 

Zuſ. Wenn zwei Größen, A und B, die beide veränderlic, 
fortwährend und unverändert daffelbe Verhältniß zu zwei beftändigen 
Größen behalten (A: B=a:b), welde Zus oder Abnahme fie auch 
erfahren, fo ftehen ihre Srängen (L, 1) in demfelden Verhältniffe 

a:b). 
‘ —R $..4 — Maclaurin p. XL. — Tacquet selecta ex Archim. etc. 
pr. 1 et 2. 

312. Lehrſatz. Wenn zwei Verhältniffe veränderlicher Grö: 
fen (A und B, L und M ſich unverändert gleich bleiben, welche Vers 
änderung auch, durch Zu: oder Abnahme diefe Größen feldft erfahren 
mögen (wenn alfo beftändig A:B=L:M), fo find die Berhättniffe 
ihrer Grängen (a und b, I und m) au gleih (alfo a:b=1:m). 

L’Huilier $. 5. | 

Deweis. Da das Verhältniß a: b die Graͤnze des Verhältnifs 
fes A: Bift, fo ift es auch die Graͤnze für dag diefem aleihe L:M; 
aber Gränge von L:M ift auch 1: m, mithin find die beiden Verhälte 
niffe a: b und 1: m die Graͤnzen eines und deffelben dritten, alfo 
einander gleich (310). 

313. Lehrſatz. Die Gränze eines aus zwei oder mehrern 
(A: B und G: D) zufammengefegten Verhaͤltniſſes ift dag aus den 
Gränzen (a: bund g: d) diefer einzelnen Verhältniffe zufammens 

efeßte. 
sei . Chapelle $. 434. — L’Huilier $. 6. 
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Beweis. Weil A: B zur Gränge hata:b, alfo diefem Vers 
hältniffe näher koͤmmt als irgend eine gegebene Größe betragen kann, 
und daffelbe von G : D in Beziehung auf g : d gilt, fo muß offenbar 
- j > dem 5 i \ näher fommen, ald um irgend eine gegebene Groͤ⸗ 

ag AG 
ge, d. h. es muß Ba die Graͤnze von E°D fein. 


Zweiter Abfhnitt. 
Bon dem Umfang und Inhalt des Kreifes, 





314. Lehrfag. Der Umfang eines Kreifes ift größer als der 
Umfang jedes in denfelben befchriebenen Vielecks und Kleiner als der 
Umfang jedes umfchriebenen Vielecks; daffelbe gilt von dem Inhalt 
des Kreifes. 

Archimedes de sphaera et cylindro I, 1, 2. | 

Beweis. Fig. 143. Für den Umfang des eingefchriebenen Viels 
ecks leuchtet die Nichtigkeit des Satzes von felbft ein, indem jeder 
Bogen FJE größer it, als die Gerade, welche die zu ihm gehörige 
Sehne bildet. i 

Für das umſchriebene Vieleck folgert Archimedes den Sag dar⸗ 
aus, daf die Summe der Geraden JG + GL größer als der Kreiss 
bogen JEL ift, und zwar darum, weil jene Geraden gemeinfchaftliche 
Endpuncte mit dem Kreisbogen haben und ihn ganz umſchließen. 

Ruͤckſichtlich des Inhaltes reicht der bloße Anblick der Figur hin, 
um die Richtigkeit unferer Behauptung in die Augen fallen zu laffen. 

315. Lehrſatz. Der Kreisumfang ift die Wahsthumsgränge 
für die Umfänge aller innern, und die Verminderungsgränge für die 
Umfänge aller äußern Vielecke; der Kreishalbmefler ift die Graͤnze 
für die Perpendikel der innern Vielecke. 

Tacquet selecta ex Archim, pr. 3. 

Beweis. Aus 293, 296 und 305. 

Anmerkung. Man fieht hieraus, in welchem Sinne man es zu nehmen habe, wenn 
es heißt, der Kreis fei ein Vieleck von unendlich großer Seitenzahl, Allein diefe Art 
fih auszudrüden, ift nit genau. 

Zuf. Der Umfang eines innern und der eines aͤußern Vielecks, 
nähern fich daher einander und dem Umfange des Kreifes, je länger 
(d. 5. je öfter man die Anzahl der Seiten verdoppelt) defto mehr; 
und man kann zulegt immer dahin gelangen, daß fie fih um weniger 
als um jede noch fo Heine Größe unterſcheiden, ihr letztes Verhaͤltniß 
iſt daher das der Gleichheit (309). 

316. Lehrſat. Die Umfänge zweier ungleichen Kreiſe vers 
halten ſich wie ihre Durchmeſſer und daher auch wie ihre Halbmeſſer. 

Tacquet selecta ex Archim. pr. 7. — L. G. IV, 11. 


Beweis. Aus 278, 310, 313. 
Anmerk. Diefer (angedeutete) Beweis ift aus der Lehre von den Gränzen hergeleitet, 
Man kann unfern Sag aber auch nad der Methode der Xiten darthun und zwar indirect, 
v, Swinden Geometrie. 14 


210 Siebentes Bud, Zweiter Abſchnitt. 


Geſeht es feien zwei Kreiſe, deren Umfänge U und u, deren Durchmeſſer D und 
d, fo fol afo U: u — D:d fein. Wäre dem nit alfo, Fönnte mithin U: C — 
D:dfen, wo C<u, alſo C= u— q wäre, fo beſchreibe man in den Kreis, 
deffen Umfang u, ein Bieled, fo daß fein Umfang p > C, aber < u, und in den an— 
dern Kreis ein diefom ähnliches Vieleck, deffen Umfang P fei. Dann ift (278) 

D:d=P:p; aber eö fol aud) der Annahme zufolge 
D:d=U:C fein, alfo 
P:p=UV:C 
aber p > C nad) Eonftruction, alfo au P > U, mas offenbar ungereimt, da der 
Umfang jedes eingefhriebenen Vielecks Fleiner als der des Kreiſes; es fann daher nit 
C < u fein. Auf diefelbe Weife zeigt man, daß eben fo wenig C > u fein Fann, 
daß alſo C= u, und darum U: u — D : d 
ſein muß. 

Zuſ. Alle Kreiſe ſind aͤhnliche Figuren. 

Anmerkung 2. Wir haben in 192 angegeben, was wir unter Aehnlichkeit der 
—— verſtehen; allein dieſe Erklärung iſt, wenigſtens nicht unmittelbar, auf den 

reis anwendbar, Nach unſerer Meinung kann als eines der Merkmale für die Aehn— 
lichfeit das conftante Verhältniß des Halbmeffers zum Umfange angefehen werden, da 
daffelbe eine unmittelbare Folge der Aehnlichkeit zweier Vielecke ift. 

Anmerkung 3. Euclides hat die Aehnlichkeit der Kreife ftillfehweigend angenommen, 
Zuſ. 2. Aehnliche Bogen zweier ungleichen Kreife können feine 
andern als diejenigen fein, welche daffelbe Verhältnig zu den Kreigs 
umfängen und darum auch zu den Durchmeffern haben. 

L. G. IV, 11, 3uf, j 

Zuf. 3. Eben fo find ähnliche Kreisabfchnitte diejenigen, deren 
zugehörige Bogen ähnlich find d. h. fich wie die Peripherien oder die 
Durchmeſſer der ganzen Kreife verhalten, und deren Sehnen daher 
eben diefes Verhältniß haben. 

317. Lehrſatz. Es ift immer eine gerade Linie möglich, wels 
che dem Umfange eines gegebenen Kreifes gleich ift. 

Beweis. Der Kreisumfang ift größer als der Umfang des eins 
gefchriebenen Sechsecks, alfo größer als das Sechsfache des Radius 
(277, 3. 2), oder das Dreifahe des Durchmeffers. 

Beſchreibt man alfo ein Sechseck fowohl in als um den Kreis, 
und zieht zwei gerade Linien, von denen die eine gleich dem Umfange 
des innern, die andere dem des Aufern Vielecks gleich ift, fo iſt jene 
fleiner, diefe größer als der Kreisumfang; der Größe nad) liegt alfo 
zwifchen diefen beiden Geraden eine dritte, welche dem Umfange des 
Kreifes gleich ift. 

Anmerkung. Wir werden fpäter (325) diefe Linie näher beftimmen, 

318. Lehrſatz. Ein gleichſchenkeliges Dreieck (FJE Fig. 151), 
welches man in einen Kreisabfchnitt (FJE) befchreibt, welcher Kleiner 
als der Halbkreis ift, iſt ftets größer als die Hälfte diefes Abfchnitts. 

Beweis. Man ziehe durch die Spitze J des Dreiecks die Tan— 
gente WJM, und errichte auf EF in ihren Endpuncten die Senkrech— 
ten EM und FW. Alsdann ift A FJE = 4 EFWME; aber FWME of» 
fenbar größer als der Kreisabfchnitt FJE, der von dem Rechteck ganz 
umfchloffen wird, alfo A FJE > die Hälfte des Abfchnitts FJE. 

Anmerkung, Warum es ein gleihfchenfeliges Dreied ift, von dem bier die Nede 
ift, fann man aus 265, Anm. erſehen. 

319. Lehrfag. Der Inhalt des Kreifes ift die Wahsthums: 
gränge für die Slächenräume aller eingefchriebenen und die Vermindes 
rungsgraͤnze für die aller umfchriebenen Vielecke. 
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Beweis. Die Richtigkeit unferer Behauptung leuchtet fattfam 
aus der Betrachtung der Fig. 143 hervor. 

Zuf. Aehnliche, in und um den Kreis beſchriebene Vielecke koms 
men je länger defto mehr einander an Inhalt nahe, und ihr letztes 
 Verhältnig ift das der Gleichheit. 

Man vergleiche 315, Zuf. 

320. Lehr ſatz. Jeder Kreisift gleichflächig mit einem Dreiecke, 
deffen Srundlinie gleich dem Kreisumfange und deſſen Höhe gleich 
dem Halbmeffer deffelben. 

Archim. circuli dimensio pr. 1. — L. G. IV, 12. 

Erfter Beweis. Durch Hülfe der Lehre von den Gränzen. Das 
Dreieck von der genannten Befchaffenheit ift die Gränze für die Viels 
ecke, die fowohl in als um den Kreis befchrieben werden (117, 314, 
315); der Kreis iſt aber auch die Graͤnze für diefe Vielecke (319), alfo 
find Dreieck und Kreis mit einander gleihflähig (310). 

‚ Anmerkung 1. Archimedes hat diefen Sag fehr gut bewiefen (de circuli dimen- 
sione pr. |) und Maclaurin (pag. IX) vdenfelben vorzüglid erläutert, Es wird nicht 
unpaffend fein, den Archimedeiſchen Beweis bier beizufügen. 

Zweiter Beweis (nah Archimedes), Es fei TV (Fig. 150) 
gleich dem Umfange und TS glei dem Halbmeſſer des Kreifes; als» 
dann fei, behauptet man, Dreieck TSV gleihfläbig mit dem Kreiſe. 
Denn wäre dem nicht alfo, fo müßte der Kreis entweder größer oder 
fleiner als das Dreieck fein. Im erftern Falle befhrerbe man in den 
Kreis ein regelmägiges Viele, welches fi dem Inhalte des Kreis 
fes noch mehr nähert als das Dreieck, alfo größer als leßteres ift. 
Der Umfang jedes eingefchriebenen Vieles ijt nun aber kleiner als 
der Kreisumfang, alfo aud) der des unfrigen fleiner als TV wie z. B. 
Tt; eben fo ift das Perpendifel jedes ſolchen Vielecks Fleiner als der 
Halbmeſſer, alfo in unfern Falle < TS; es fei Te. Nun ift offen» 
bar ATte< ATSV; aber weil Tte gleihflädhig mit dem eingefchries 
benen Viele , welhes > TSV, fo müßte auch A Tte> A TSV 
fein, was offenbar ungereimt ift. 

Ganz auf diefelbe Weife zeigt man durch Huͤlfe eines umfchrie: 
benen Vielecks, daß der Kreis nicht Heiner ald A TSV fein kann, daß 
alfo Heide gleihflächig fein müffen. 

Zuſ. 1. Will man den Inhalt eines Kreifes in Zahlen darftels 
len, fo erhält man mit Beachtung bdeflen, was oben 203, Zuf. 6 
erinnert worden ift, wenn man allgemein mit x den ganzen Kreisum: 
fang für den Durchmeffer d als Einheit, oder den halben Umfang für 
den Radius r als Einheit bezeichnet, als Ausdruck für den Flächen: 
inhalt des Kreifes e 

C ”“ 





ı? r = 

Zuf. 2. Jeder Kreis verhält ſich zu dem in ihn befchriebenen 
Duadrate, wie der halbe Kreisumfang zum Durchmeſſer (288, 3.1), 
und zu dem umfchriebenen Quadrate, oder dem Quadrate des Durch— 
meflers, wie der vierte Theil des Umfanges zum Durchmefler (288, 


Zuf. 2. 


Tacquet selecta ex Archim, pr. 5, cor. 2. 
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Zuf. 3. Sat ein Kreis gleichen Umfang mit einem Vieleck, fo 


tft fein Inhalt größer als der des Vieles. 320. — 315. — 226. 
L. G. IV, Anh. ©. 10. 


321. Lehr ſatz. Ein Kreisausfchnitt ift gleichflächig einem Dreis 
ecke, deffen Srundlinie gleiche Länge. mit dem zu dem Ausfchnitt ges 
hörigen Bogen hat, und deffen Höhe gleich ift dem Kreishalbmeffer. 

L. G. W, 12, 3. 1. 

Beweis. Aus der Betrachtung, daf der Bogen die Gränze für 
die Summe der Grundlinien von den in den Ausfchnitt befchriebenen 
gleihfchenkeligen Dreiecken, und der Halbmeſſer die Graͤnze für die 
Höhen diefer Dreiede ift. 

Anmerfung 1. Bezeihnet man alfo die Länge eines Bogens durch b, fo wird der 


Inhalt des zugehörigen Ausſchnittes dargeſtellt durch — 


Zuſ. Die Flaͤchenraͤume aͤhnlicher Ausſchnitte von verſchiedenen 
Kreiſen verhalten ſich zu einander wie die Quadrate der Kreishalb⸗ 


meſſer. 

L. G. IV, 11, uf. 2 

Anmerfung 2, Man Fann jederzeit ein Quadrat conftruiren, welches einem gege- 
benen Dreiede gleichflächig ift (Aufgaben I, 20), Man würde daher aud ein Quadrat 
conjtruiren können, weldyes einem gegebenen Kreife gleihflähig wäre, wenn man eine 
gerade Linie ziehen Fönnte, welde mit dem Kreisumfange von gleicher Länge; und könnte 
man dieß thun, fo wäre das berühmte und berüdtigte Problem von der Quadratur 
oder Inbaltsbeftimmung des Kreifes gelöft. Allein bis jest ift man nit im Stande 
geweſen, Mittel zu finden, um jene genannte gerade Linie geometriſch d. h. durch Con— 
ftruction zu beftimmen. Inzwiſchen fehe ich Feine Unmöglichkeit, dieß in der Zukunft 
noch zu erreichen; und zwar um fo mehr, da man bereits, wie in 323 gezeigt werden 
fol, den Inhalt mehrerer, von Kreisbogen begränzter, Figuren zu beftimmen im Stande 
ift. Ich bin daher mit Hennert und andern der Meinung, daß die Duadratur des Krei— 
feö, wenn aud bis jest nod nicht gefunden, gleihwohl im geometrifhen Sinne d. b. 
auf dem Wege der Conftruction nit geradezu unmöglid it. Ich fage im geometri- 
Shen Sinne; denn ganz anders geftaltet fi) die Sache, wenn man das Problem im 
arithmetifhen Sinne auffaßt, d. h. wenn man von Zahlen ſpricht, welde den Inhalt 
oder Umfang des Kreifes in Beziehung auf das Quadrat des Durchmeffers oder den Durch⸗ 
meſſer als Einheit genau ausdrücken. Ich zweifle, daß dieſe Zahlen commenſurabel ſind. 
Siehe die Anmerkung zu 324. 


322. Lehrſatz. Die Flaͤchenraͤume ungleicher Kreiſe verhalten 


ſich zu einander wie die Quadrate ihrer Durchmeſſer. 
Eucl. XI, 2. — L. G. IV, 11. 


Deweis. Aus 320, Zuf. 1. 

Anmerfung. Diefer Beweis gründet ſich auf die Lehre von den Gränzen, Eucli— 
des beweift unfern Satz indirect und zwar auf folgende Weife : 

Man bezeihne den Kreis ABCD (Fig. 151) mit K, und den andern EFGH mit 
K’; wäre nun nit, wie behauptet wird, 

K:K’=BD,: GE, 

fo fei 
wo S eine Flaͤche bezeihne, welhe <K’, Man beſchreibe in diefen letztern Kreis daB 
Quadrat EFGH 5 daffelbe ift halb fo groß als das umfchriebene Quadrat, alfo> IK’, 
Der Ueberfhuß des Kreifes über das Quadrat ift glei der Summe der Kreisabſchnitte 
FJE, ENHc, Befhreibt man in diefelben gleichſchenkelige Dreiecke FJE, ENH, HLG:c, 
d. h. verdoppelt bie Seiten der in den Kreis befpricbenen Figur, fo ift jedes diefer Drei- 
ecke größer als die Hälfte des Abſchnittes, in weldem es fteht (318) 5 verfährt man nun 
mit den Abſchnitten FJ, JE ıc. wiederum eben fo und geht überhaupt auf dieſem MWege 
immer weiter, fo muß man zulegt zu einem Bieled gelangen, welches fi vom Kreife 
um weniger als um jede noch fo Eleine Größe unterfpeidet (307), alfo au um weni— 





+ 
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ger, als der Ueberfhuß des Kreiſes K’ über die Fläche 8. Es ſei FIJENH ꝛc. das 
Vieleck, wo dieſes Statt findet. Man beſchreibe ein ihm ähnliches Vieleck in den an— 
dern Kreis K, fo iſt, wenn wir dieſes letztere mit V, jenes erſtere Dagegen mit V’ be— 


zeihnen 

Vv:V’=BD,: GER, =K:8 
Kun ift aber nad Gonftruction V’ > 8, es müßte mithin auch V >K fein, was 
offenbar ungereimt iſt; es ift darum aud nicht wahr, daß S<K/ fein fann, und for 
mit erwiefen, daß die Quadrate der Durdmeffer zweier Kreife fi) niemals zu einander 
verhalten fönnen , wie der erftere zu einer Fläche, welche Fleiner ift alö der zweite, 

Aber eben fo wenig kann unter der Bedingung, daß BD, :GE, = K:$, 
8 > K’ fein; denn dann wäre aud GE, : BD, = $:K ww offenbar S:K = 
K’ : einer Fläche, die < K, alfo auch GE, : BD, = K’ : einer Fläche, die 
< K — eine Proportion , die dem, was wir im erften Theile unferes Beweifes darges 
than haben, geradehin widerſpricht; es Fann daher in der Proportion BD, : GE, 
— — die Fläche S weder > ned < K’ fein, e& ift mithin BD, : GE, = 

Buf. 1. Man kennt alfo das gegenfeitige Verhältniß zweier 
Kreife, wenn ihre Durchmeffer befannt find, und man kann Kreife 
befchreiben, weiche ein beftimmtes WVerhältniß zu einander haben. 
Siehe die Aufgaben IV, 6 Anmert. 

Tacquet Zuſ. 4 zu Eucl. XII, 2. 

Zuſ. 2. Befchreibt man drei Kreife, den einen über der Hypo» 
tenufe, die beiden andern über den zugehörigen Catheten eines recht» 
winkeligen Dreiecks ald Durchmeſſern, fo find die beiden leßtern zu: 
fammen fo groß als der erftere (221). Es ift daher immer möglic,, 
einen Kreis zu befchreiben, der fo groß ift, als eine beliebige Menge 
gegebener Kreife zufammengenommen, zufolge der Anmerkung zu 
Aufgg. IV, 8. 

393. Lehrſatz. Befchreibt man über der Hypotenuſe und ber 
den Catheten eines rechtwinfeligen Dreiecks Halbkreife, und zwar 
nach derfelben Seite hin (Fig. 152), fo. daß die beiden leßtern den 
erftern fchneiden, fo find die beiden Keinen Monde F und G zufams 


men fo groß als das Dreied, 
Tacquet Zuſ. 10 zu Eucl, XII, 2. 


Beweis. Aus 392, Zuf. 2. 

Anmerkung 1. Die beiden Eleinen Monde find unter einander gleichflächig, wenn 
AADB gleichſchenkelig iſt; außerdem verhalten fie fi wie die Dreiecke ADC und BDC. 

Anmerkung 2, Man fieht bier ein Beifpiel zweier von Kreisbogen beqränzter Zi- 
guren, deren Inhalt genau befannt ift. Dieſe Möndchen werden nad ihrem Grfinder, 
Hippocrates von Chios, benannt, der um 420 v. Ehr. lebte. Es giebt eine Menge der: 
gleihen Monde, deren Anhalt man genau finden fann, 

Anmerfung 3. Es giebt auch nod andere Figuren der Art, wie 3. B. die, wel— 
che Archimedes Aoßmoc nennt, die hier Erwähnung verdienen. Es fei über AD (Fig. 153) 
der Halbfreis ABD befchrieben 5 der Durchmeffer AD werde in E in zwei beliebige Stü— 
cke AE, DE getheilt und über jedem derfelben gleichfalls ein Halbkreis beſchrieben, fo 
ift eö die Figur AFEGDBA, welde den Namen Kpßnos führt; fie it gleichflächig mit 
dem über der Senkrechten BE als Durchmeſſer befcpriebenen Kreife. 

Denn bezeichnen wir die Kreife über AD, AE, ED, BE als Durdmeffern der 
Reihe nah mit K,, K,, K,, K,, fo ift, weil 

BE, = ÄH,ED, 

und mithin BE, -+ AE,ED AF, ED, == 2 AE,ED + AE, + ED, 


nothwendig aud X. 4x. 41 
2 — 
oder ẽ.RAXx, bi. = AFEGDBA. 
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Siehe Archim. Lemmata pr. 4., und über eine ähnlihe Figur, oxııvov (adiı- 
vor?) genannt pr. 14. Ueber den &pßmdos vergleiche man außerdem Papp. IV, 16, 
17,18. 

” Theilt man (Fig. 153@) den Umfreis in ſechs gleihe Theile, AB, BD, DF, FE, 
EG, GA, zieht die Schnen AB, BD, und befäreibt aus G und F die Bogen CoA 
und CpD, fo Fann man der Figur AmBnDpCoA aud den Namen apßndos geben; fie 
wird durch vier Kreisbogen gebildet, von denen jeder der ſechſte Theil des Umkreiſes 
ift, und ift, wie eine leichte Betrachtung lehrt, gleihflädyig mit dem Rhombus ABC. 

Ueber mondförmige und andere ähnliche Figuren verdient vorzüglich nadhgelefen zu 
werden Kraflt geometria sublimior $. 165 sgg- 


Dritter Asfänitt. | - 
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324. Lehrfag. Das Verhältnig des Kreisumfanges zum 
Durchmeſſer kann in Zahlen, durch Betrachtung der in und um den 
Kreis befchriebenen Vieiecke, nur näherungsweife beftimmt werden. 
Diefes Verhaͤltniß, auf diefem Wege beftimmt, ift incommenfurabef, 
und von gleicher Befchaffenheit ift in diefem Sinne das Verhaͤltniß 
der Kreisfläche zum Quadrat des Durchmeſſers. 

Beweis. Der Umfang des Kreifes ift die Graͤnze für die Um— 
fänge der in und um denfelben befchriebenen Vielerfe; wie groß das 
her auch die Anzahl der Seiten eines foldyen Vielecks fein möge, fein 
Umfang ift jedenfalls kleiner als der des Kreifes, wenn das Vieleck 
ein inneres, und dagegen größer, wenn es ein Auferes ift, fo daß 
man alfo blos die Graͤnzen kennt, welche den Umkreis zwifchen fich 
fchliegen, ohne zu wiffen, wie weis er nod) von der einen oder der 
andern entfernt iſt. Man kann daher anftatt des Umkreiſes felbft nur 
den Umfang eines Vielecfs nehmen, welcher allerdings dem Umkreiſe 
defto näher koͤmmt, je mehr das Vieleck Seiten hat. Es ift nun 
aber, mit Ausnahme des einzigen Sechsecks, das Verhältniß des Uns 
fangs eines Vielecks zum Durchmeffer durchweg incommenfurabel, und 
man kann nur die Graͤnzen, zwifchen welche es fällt, fo nahe als 
verlangt wird, angeben; welches Vieleck man alfo auch nehmen möge, 
um feinen Umfang als den des Kreifes zu gebrauchen, fo ift derfelbe 
in jedem Falle zum Durhmeffer incommenfurabel. 

Der Inhalt des Kreifes iſt gleich dem eines Dreiecks, deſſen Hoͤ⸗ 
he gleich dem Radius, alfo commenfurabel, deffen Grundlinie aber 
gleich dem Umkreiſe, alfo auf die vorher angegebene Weife incommen: 
furabel gegen den Durchmeffer iftz es muß alfo der Inhalt diefes 
Dreiecks und fomit der dee Kreifes incommenfurabel gegen das Quas 
drat des Durchmeflers fein, 

Anmerfung. Es drängt ſich hierbei jedem die Zrage auf: ob man denn niemals 


werde für den Umkreis eine Zahl finden Fönnen , weldye commenjurabel zum Durchmeffer 
it? Ich Fann nicht bergen, daß ich fehr geneigt bin zu glauben, daß dieß nidyt mög- 


u 


En 
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lich iſt, und daher das Problem der Quadratur ded Kreifes im arithmetifhen Sinne 
für unmöglich zu halten, 


325. Lehrſatz. Das Verhältniß des Umkreifes zum Durchs 
meffer ift, den Beftimmungen des Archimedes zufolge, Kleiner als das 
Verhaͤltniß 349 : 1, und größer als 337: 1; oder, mas auf daffelbe 
hinaus fömmt, fleiner ald 22: 7 und größer ale 223 : 71. 


Genauer ift diefes Verhaͤltniß, nah Ludolf van Ceulen, 
3,1415926536 : 1, und das zuerfi von Adrian Metius bekannt ge: 
machte Verhältniß 355 : 113 üft beinahe eben fo genau. 

L. G. IV, 12, 3uf. 


Anmerkung 1. Berfahren des Archimedes, Diefer Geometer berechnete den Um— 
fang eines Sechsundneunzigecks um und eines ſolchen Bieleds in den Kreis; der Kreis— 
umfang ijt Fleiner als der des erftern und größer ald der des Ichtern. 

Erfter Theil. 

Gonjtruction des äußern Schöundneunzigeds. 

Es fei BJ (Fig. 163) die Seite des innern Zwölfecks; LBD fenfredt auf dem 
Halbmeffer CB, alfo eine Tangente; HC halbire den Winfel JCB, GC den Winkel 
HCB, FC den Winfel GEB, und EC den Winfel FCB; dann W. ECB der Gentri- 
winkel für ein 192eck, alfo, wenn W. BCD —= ECB, ECD der Centriwinkel für ein 
96eck um den Kreis. Da wir nun die Größe der Seiten ſolcher Bielede beftimmen, 
alfo durd) Bahlen ausdrücken müffen,, fo werden wir unter Beachtung deffen, was wir 
früher in 203, uf. 2, und 219, zuf. 1 erinnert haben, anftatt der über gegebenen 
Linien befepriebenen Quadrate die weiten Potenzen der die Größe diefer Linien darftellen= 
den Zahlen gebrauchen, und anftatt Linien, über denen ald Seiten gegebene Quadrate 
conftruirt werden können, die Quadratwurzeln aus den ihren Flächeninhalt darftellenden 
Zahlen. Archimedes ift aud auf diefe Weife zu Werke gegangen. 

Beweis, Nah 296, 2 ift: 

1. BL: BH = CL CB : CB 
2, BH:BG=CH-+ CB: CB 
3, BG: BF= 06 CB : CB 
*. BF : BE = CF CB : CB, 


CB : BL = CB: BH 
5 CH CB : BH = CB : BG 
3. CG CB : BG = CB : BF 
4. CF CB: BF = CB: BE. 


Kun ift aber nn =? cr’ und JK = CJ, alfo aud 
und weil BL: a — JM : GJ, fo ift aud 
BL =! CL, 
Iſt alfo BL bekannt, io fennt man audy CL, und nad) 87 auch CB, und umgekehrt. 
Man Fann dann aus Ko. BH finden, und dadurd (87) au CH; darauf aus Nro.2 
BG, aus Nro.3 BH, und aus Niro, 4 BE. 


1. Archimedes nahm für BL den Werth 1535 alfo für CL 3065 daher GB — 


€L’ — BL’ — 306° — 153° = 70227, alfo EB > 70225, und CB > 


VTO d. i. 265, — 
L-+ CB BL 571: 153 


CB : BH = 571: a 
a 571: - 158 
4568 : : 12 
Sit alfo BH = 1224, fo ift CB >> * und darum 


2. CH > 12242 + 4568° d. i. > 22364800 


alfo um fo mehr CH” * 22363441 
4729? 
und CH >> 4729 


und Rro. 4 zufolge, —— 
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RENT > 
alfo, wenn BG = 1224, fo ift CB > 297. 
3. Es iſt demnach GC — 9297? + 1224? 
> 87932385 
alfo um fo mehr — 87928129 
9377° 


und GC 9377 


BET > 18674 : 1224 


18674 , 1224 
> ı =. 
> 9337 : 612 


alfo wenn BF = 612, fo ift CB 7> 9337. 
4. Es ift fonad 


Daber 


CF’ > 612? + 9337° 


87554113 
alfo um fo mehr 87553449 
9357? 
und CF 9357 
mithin aud 
CF + CB : BF 


CB : BE) > 997 : 806 


2 CB:2BE > 9347 : 306 
alfo wenn ED = 306, fo ift der Durdmeffer > 9347. 
— * sie des um den Kreis befchriebenen 9becks ift nun 96 . ED, alſo = 
76, alfo 
Umfang des göecks: Durchmeſſer — 29367 : 9347 


29367 
< 97 1 
— 3337 :1 
Kun ift 2333 4, und derimfreis Eleiner. ald der Umfang des äußern Vielecks, alfo 
um fo mehr 
Umfreis ; BEN) 31 
2237 





Bweiter Theil, 

Gonftruction des innern Y9hecks. 

Es ſei BL (Fig. 164) die Seite des innern Sechsecksz AH halbire den Bogen 
BL, AG den Bogen BH, AF den Bogen BG und AE den Bogen BF; alsdann ijt die 
Sehne BE die Seite des 96ed6. 


Beweis. 
AL: AB= KL: BK (206) 
AL AB: AB = BL: BK (153) 
per AL-- AB: BL—= AB: BEK 
A BHK ® A ABH, daher 
AB: BK = AH : BH, und darum 
1. AL AB : BL = AH : BH, und auf ähnliche Weiſe 
2. AH AB: BH = AG : BG 
3. AG AB: BG = AF :: BF 
4, AF-&AB: BF = AE: BE 
ft nun LB gegeben, P ift au AB= 2 LB befannt, und umgekehrt; man findet 
daraus (87, Zuſ. 1) AL, und auf diefem Wege zulegt den Werth fir EB. 
Man nehme nun an ; 
1. LB — 780, alſo AB = 1460, 


2 —2 2 

LA =AB — LB = 1825200 
«“ 182520 
«T 1351? 

und La 1351 
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a a TE 
<< 291100 : 78000 
alfo, wenn BH_ — 78000, fo ift AH <“ 291100, 
mithin AB <7 78000? n 291100° 
<< 9082321 0000 


und AB < 301375 
Daher 


a: nel < 592475 : 78000- 


< 11 . 592475 , 11 . 78000 
325 : 325 


<=” 20053 : 2640 
2. Nimmt man aljo BG = 2640, fo ift AG < 20053, 
alfo au AB = 26402 + 20053? 
409092 


409 
<7 409131529 d. i. 20227? 
und AB «“ 20227 


AG HAB ch DEN — 40280 : 2640 
3 . 40280 , 3. 2630| 
ne nr u 
<” 6042 : 396 
3. Nimmt man aljo BF —* 396, jo iſt AF < 6042, und darum 
- AB <7 396°? -+ 6042? 
< 


Daber 


< 
und AB < 6055 
Ar + — = a = 


22 
4. Nimmt man alſo BE = 792, ſo iſt gr ve Ah, alſo auch 


AB s 792? u 24194? 
585976 
«7 58597 2339 d. i. 24207? 
und AB « 24207 
Es ift demnach 


Daher 


BE : AB > 702 , 2207 


> 26: 8069 
Der Umfang des I6cds ift nun 96 . BE — 25344 aljo 
Umfang des 96ecks: Durchmeſſer > 25344 : 8069 


2534, 
a Tell 
> 33335 
Es ift aber a >n ‚ und der Kreisumfang noch größer ald der Umfang des Biel: 
ecks, alfo um fo mehr 
Umkreis : Durdmefler > 4% 


: zu 
Anmerkung 2, Das Verhältniß 22 : 7 it, — 4 groß, doch in vielen Fäl- 
len wirfliher Anwendung genügend. 
Anmerkung 3. Archimedes ift etwas anders zu Werke gegangen, als die neuern 
Mathematiker, die ihm gefolgt find, Gr berechnete nicht wirklich die Seite des 12ecks, 
Aecks, 48eds und doeae für einen gegebenen Durchmeſſer, fondern er forſchte blos 


⸗ 
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nad dem Berbältniffe, welches die Seite eines jeden diefer Bielede zum Durchmeſſer 
baben muß; und da daffelbe incommenfurabel ift, fo nahm er für die dufern Vielecke, 
die größer als der Kreis, ein Verhältniß das größer, und für die innern, die Fleiner 
alö der Kreis, ein Verhältniß, welches Fleiner als das wahre Verhältniß der Vielecks— 
feite zum Durdmeffer. Seine ganze Berechnung ftüst fih daher nicht auf Zahlen, die 
bios näberungsmeife das find, was fie fein follen, fondern auf Zahlen, die wirflid und 
voltftändig das find, wofür fie ausgegeben werden. Siehe hierüber Montucla histoire 
de la quadrature du cercle pag. 31 — 36. und Lagny Memoires de l’Acad. 1723 

. 55. 
= Anmerfung 4. Ludolf van Geulen (gewöhnlich von Göln genannt Ueberf.) ſchlug 
einen andern Weg ein, Gr berechnete mit Hülfe der Säge 293 und 294 die Seiten von 
- einer großen Anzahl innerer und äußerer Bielede. Er zog zu diefem Ende die Wurzeln 
aus incommenfurabeln Zahlen mit vielem Fleiß und großer Genauigkeit, indem er fie 
bis auf cine große Anzahl von Decimalen fortführte. In feinem Bude „over den cir- 
kel‘‘, worin man den ganzen WBerlauf feiner Rechnung nachſehen kann, findet er, daß 
für den Durchmeſſer ald Einheit und für ein Bieled von 32212254720 Eden der Umfreis 


größer ift als 
3,1415926538979323846 


j 3,1415926538979323847 ut 
Später ging er mit nod größerer Genauigkeit zu Werke und fand in feinen funda- 
mentis arithmetices et geometriae, daß für den Durdmeffer als Einheit, der Umfreis 


größer ift, alö 
3,14159265358979323846246338327950 


3,14159265358979323846246338327951 


Anmerkung 5. Das Berhältniß des Archimedes = giebt, in einen Decimalbrudy 


verwandelt, 3,142857 ift alfo zu groß, und zwar um beinahe 0,001264 d. i. RR 


800 

L. G. I, 14. 

Anmerkung 6. Das Berbältniß 355 : 113, welches unter dem Namen: Berbält: 
niß des Metius, befannt, ift fehr genau; denn ald Decimalbrud gicht es 3,14159292 
ift alfo noch nicht um 0,0000004 zu groß. Außerdem merken ſich die Zahlen, durch 
welde dieß Verhältniß ausgedrüdt wird, ungemein leicht; denn ſchreibt man von den 
drei eriten ungeraden Zahlen jede zweimal neben einander 113355, fo bilden die drei 
erften Ziffern die Zahl für den Durchmeſſer und die drei legten die Zahl für den Umkreis. 

Man fehe hierüber Montucla in der angeführten Stelle; Tacquet selecta ex Ar- 
chimede pr. 6 p. 275 et 276 und den nod viel genauern XAusdrud in 332, Anm. 4. 

Anmerkung 7. Das genannte Berhältniß 113 : 355 wurde zuerft gefunden durch 
Adriaan Anthoniffe, Bürgermeifter der Stadt Alfmaar, Bater des Adriaan Arriaanfe, 
mit dem Beinamen Metius, Profefford zu Franefer 5 der in feiner geometria practica 
diefe Erfindung feinem Bater zuerfennt und binzufügt, derfelbe habe in dem Buͤchelchen, 
welches er gegen Simon van der Eide*) und deffen Kreiöquadratur gefhrieben, beftimmt 
nachgewiefen, daß das Berbältniß des Umkreiſes zum Durchmeſſer Fleiner als 3,17; und 
größer ald Zylfz, wilden denen das Mittel 3,1% oder 233 fei. An einer andern Stelle 
fagt Metius, daß fein Vater dicfe feine Erfindung begründet babe durch Beweiſe ganz 
nad Art und im Geifte des Ardimedes, Ich habe das Werkchen des Adriaan Anz 
thoniffe nie zu Gefihte befommen , und kann daher über die in ihm enthaltenen Beweife 
nicht urtheilen. Es ift inzwiſchen nicht ſchwer, das genannte Berhältniß (nun, da man 
es Tennt) aus dem des Ardimedes berzuleiten. 

Da nämlich das Verhältniß 22:7 zu groß ift, fo ift ed eben fo mit dem Verhält— 
niffe 22 . 16 : 7. 16 oder 352 : 112 und addirt man zu bdiefen Zahlen die in dem— 
ſelben Berhältniß ftchenden 34 und 1, fo ift das fo entftehende Verhältniß 355} : 113 


— — — — 


und kleiner als 


und kleiner als 


) Metius, der in lateiniſcher Sprache ſchreibt, nennt ihn 4 Quereu.“ Der Na: 
‘me wer, wie ich glaube, du Chesne; wenigſtens finder fich bei Zipenius in der biblio- 
theca philosophica: Simon du Chesne de la quadrature du cercle. Delft 1584 in d. — 
Das Büchelchen deg Adriaan Anthoniſſe habe ich in feinem, der Cataloge, die ich au 
u al aufgeführt gefunden , wad mich zweifeln läßt, ob es jematg im Drud 
erfchienen. 
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gleichfalls noch zu groß, und man wird daher der Wahrheit näher Fommen, wenn man 
onjtatt 355+ fest 355. . 

Das Berhältni 223 : 71 ift zu Fein, alfo auh 16 . 223 : 16. 71, oder 
3568 : 11365 und zieht man von diefen lestern Zahlen die in eben diefem Berhältniffe 
ſtehenden 189% und 6 ab, fo ift das fo entftehende Verhältniß 3549}4 : 1130 gleichfalls 
noch zu Hein; man wird alfo der Wahrheit näher Fommen, wenn man anftatt 3549}4 
ir — wodurch man wiederum zu unferem Verhältniſſe 3550 : 1130 oder 355: 113 
gelangt. 

Vebrigens ift es leicht, wenn man das durch Ludolf van Geulen berechnete Berbälts 
niß, aber nur bis 6ten Decimale zum Grunde legt, ſowohl das des Ardimedes als das 
des Metius daraus berzuleiten, und zugleich nachzuweiſen, daß das zweite genauer als 
das erfte, beide aber nicht fo genau ald das Ludolf'ſche «felbft wenn dieß auf 6 Decima⸗ 
len befchränft wird) find. 

Diefes legtere ift 3,141593 : 1 oder Zyihl3R%; : 1, wofür man durch Ausführung 
der Divifion fegen kann: Zyolgr : 1 alfo < 34:1, alfo ift 22 : 7 zu groß. 








Es ift - 0,0624 = a — 6’ alfo ift da .. Verhältniß dar⸗ 
nach auch 37 7* 1, oder ſehr nahe won :41 di, 375 :1 oder 355: 113. 


7ı1 113 
‚02 + 16 , : 
Man Fann Über dergleichen Herleitungen von Brüden, namentlih aud in Bezies 


bung auf unfern Gegenftand nachfehen das 11te Gapitel der Algebra von Wallis in Opp. 
Mathem. T. 2 pag. 49. 


5 
Anmerkung 8. Wir werden fpäter (370, Zuf. 3) zeigen, wie fehr die Berechnung 
des Kreisumfanges durd den Gebrauch der trigonometriihen Tafeln abgekürzt wird. 
Aber man überfehe nicht, daß das Läftige lediglich darin befteht, daß man die Seiten 
fo vieler innern und äußern Bielede beredinen muß. Die Sinuffe und Tangenten find 
nun nichts anders als die halben Seiten jener Vielecke; bei der Berechnung der trigo— 
nometrifchen Tafeln wurde alfo das Läjtige für die Berechnung des Umkreiſes zugleich 
mit abgemadht. Die durd die Tafeln gewährte Abkürzung ift daher mehr ſcheinbar als 
wirklich und wefentlid. a 
Anmerkung 9. Snellius, und nad) ihm befonders Huygens haben fi bei diefen 
Rechnungen vielfaher Abkürzungen bedient, Namentlich entvedten fie neue Eigenſchaf⸗ 
ten der in und um den Kreis beſchriebenen Vielecke, wodurch fie in den Stand gefegt 
wurden, durch Anwendung von Vieleden mit geringerer Seitenzahl denſelhen Grad der 
Genauigfeit zu erlangen, den Ludolf erft bei Bieleden von weit größerer Seitenzahl 
erreichte. Die in den folgenden Nummern mitgetpeilten Säge waren es, melde fie da⸗ 
bei unterftügten, 

3%. Lehrſatz. Jeder Kreisabfehnitt (FED Fig. 165), der 
kleiner als der Halbkreis, ift größer als $ des gleichfchenkeligen Dreis 
ecks, welches man über der zugehörigen Sehne als Srundlinie in den: 
felben befchreibt. 

Huygens pr. 3. 

Vorbereitung. Man befchreibe über den Schenkeln FD, DE 
aufs neue gleichfchenfelige Dreiecke FJE, DLE, welche offenbar gleich» 
flächig find, darauf wiederum gleichfchenkelige Dreiecke über den 
Grundfinien FJ, JE, EL, LD, die gleichfalls an Inhalt einander 

gleich find, und fahre auf diefe Weife fort, daß man immer wieder 
in jeden der zuleßt entfiandenen Kreisabfhnitte ein gleichſchenkeliges 
Dreieck beſchreibt. 
Beweis. Es iſt 
AFED <4(A FIE + A DLE) (29), 
oder AFJE+ ADLE>4 A FED 
Und auf gleiche Weife find die über FJ, JE, EL und LD befchriebenen 
gleichfchenkeligen Dreiecke zufammen größer als} ( AFJE + A DLE), 
alfo > 75 A FED. Es ift daher die Summe aller diefer gleichſchen⸗ 
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ee ae größer als 
AFED+14AFED + 5 AFED+A AFED-+... 

alfo größer ats: A! + + gr + - - · A FED 
Die Gränze für die Summe aller diefer Dreiecke ift daher größer als 
die Gränze von 
(1+4+ 74% +3 +::: AFEDdi7> 4% AFED (305) 
Für die Summe der gleichfchenkeligen ift aber offenbar die Sränze 
der Kreisabfehnitt FJELD, alfo 

FJELD > 4 A FED. 

397. Lehrſatz. Jeder Kreisabfchnitt (JEL Fig. 165), der noch 
nicht einen Halbkreis ausmacht, ift Kleiner als J des gleichfchenfeligen 
Dreiecks, welches von der zu dem Abfchnitte gehörigen Sehne und 
den durch ihre Endpuncte gehenden Tangenten gebildet wird, 

Huygens pr. 4. 

Vorbereitung. Ziehe durch E die Tangente YEY;; befchreibe über 
JE und EL die gleichfchenkeligen Dreiecfe JnE und EoL, ziehe durd) 
ihre Spigen die Tangenten gur, sot; befchreibe nun wieder über In, 
nE, Eo, oL gleichfdyenkelige Dreiecke, ziehe durch ihre Spigen Tans 
genten und fahre auf diefe Weife fort. 

Beweis. 
AXGY+AgXr+AsYt+...>y(AJELFAmE+AEoL+....) 
(299). Die Gränge für die erſte Dreiecksſumme ift alfo auch größer 
als die Graͤnze für die Hälfte der zweiten d. h. der von den beiden 
Tangenten, JG, LG und von dem Kreisbogen JnEoL begränzte 
Kaum ift größer als die Hälfte des Kreisabfchnittes InEoLJ, alfo 
diefe beiden Flächenräume zufammen d.h. AJGL > 3 Kreisabfchnitt 
JnEoLJ; oder 

Abſchnitt InEoLJ < 2% A JGL 
Anmerfung. Der Grund, warum der in Rede jtehende Abſchnitt Fleiner als der 
Halbfreis.fein muß, fällt von felbjt in die Augen. 

. 328. Lehrfaß. Jeder Kreis ift größer als ein in denfelben 
befchriebenes Vieleck von gerader Seitenzahl zufammengenommen mit 
dem dritten Theil des Leberfchuffes eben diefes Vielecks über das in 
denfelben Kreis beſchriebene Viele von halb fo großer Seitenzahl. 

Hüygens pr, 8. 2 

Vorbereitung. Es fei FJELDABTALF (Fig. 143) das regelmaͤ— 
ßige Vieleck in den Kreis, deſſen Seitenzahl An feiz fein Inhalt 
fei V; FEDBAF fei das andere Vieleck, das halb fo viel Seiten hat, 
fein Inhalt fei v. | 

Der Ueberfchuß des erftern Vielecks über das zweite ift offenbar m. 
gleich der Summe der Dreiecke FJE, ELD ıc., die alle unter einans ” 
der gleich, und deren Anzahl fo groß_ift als die Menge der Seiten 
des zweiten Vieles d. i.n; die Summe aller kann aljo—=n. AFJE 
gefeßt werden, man hat demnad) | 

V—-v=-nr.ANE,wV=v-+4n.A NE 

Beweis. Der Inhalt des Kreifes ift 

Ä —=v-+n. Abſchnitt FJE 
aber Abſchnitt FIE > 4 A FJE (326) 
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Daher Kreisflähe > v + an ; A FJE 


>v+tn.APRE+ZANE 


a 

Anmerfung. Man fieht, wie viel genauer unfer Sat die Zahlen begränzt, wodurch 
man den Anhalt des Kreifes ausprüden kann. Nad dem Berfahren des Archimedes 
weiß man blos, daß jeder Kreis größer als das in ihn beſchriebene 9beck ift, aber nad 
unferm Sage weiß man außer dem auch noch, daß er größer ift als dieſes 96eck zuſam— 
mengenommen mit dem dritten Theile feines Ueberſchuſſes über das 48eck. 

329. Lehrſatz. Jeder Kreis ift kleiner als 3 eines um ihn 
befhriebenen regelmäßigen Vielecks von gerader Seitenzahl zufams 
mengenommen mit dem dritten Theile des dem erftern ähnlichen ins 
nern Vielecks. 

Huygens pr. 6. 

Beweis. Abfchnitt InEoL (Fig. 165) < % A JCL (327) 

alfo auh Abſchn. ISnEoL + A JCL < 3 AJIGL + A JCL 
oder Ausfchnitt JCLEJ — 3 IJCLG + 4 A JCL 
alſo aud) 


n. Ausſchn. JCLEI < ICLG + 3 A JCL 


d. i. Kreisflähe —% des äußern Vielecks +} des innern. 

Unmerfung 1. Durch das Verfahren des Ardhimedes weiß man blos, daß der 
Kreis Fleiner als das um ihn beſchriebene I6ed; jegt weiß man nun aud, daß cr klei— 
ner als 3 diefes äußern Bieleds und 4 des ihm ähnlichen innern zufammengenommen, 
wodurd alfo die wahre Größe des Kreifes zwifchen engere Gränzen eingefohloffen wird, 

Anmerfung 2. Da man dur den frühern Zehrfag 293 und deffen 5ten und Gten 
Zuſatz in den Stand gejegt ift, leicht den Inhalt eines in den Kreis beſchriebenen Biel: 
eds zu finden, und eben fo durh ©. 283 den Anhalt eines äußern Vielecks, fo ſieht 
man, mie leicht es ift, Durch Hülfe unferes vorjtchenden Satzes die Kreisflähe annä— 
bernd zu beftimmen, Durch Anwendung eines Zwölfecks erlangt man ſchon eine nam: 
hafte Genauigkeit. 

Zuſ. Der inhalt eines Kreisausfhnittes ift Feiner als 2 des 
von den beiden Halbmeffern deffelben und den dur ihre Endpuncte 
gehenden Tangenten gebildeten Trapeziums, und 4 des von eben dies 
fen Radien gebildeten Mittelpunctsdreiecds zufammen genommen. 

Huygens pr. 6 

330. Lehrſatz. Der Umkreis ift größer als der Umfang eines 
regelmäßigen eingefchriebenen Vieles von gerader Seitenzahl zufams 
mengenommen mit dem dritten Theile des Unterfchiedes zwifchen eben 
diefem Umfange und dem Umfange des eingeſchriebenen Vielecks von 
halb fo großer Seitenzahl. Fig. 165 und 166. 

Huygens pr. 7. 

Vorbereitung. Es feiFD die Seite eines eingefchriebenen Viel— 
«ds; FE, ED die Seiten eines eben folchen Vielecks, aber von dops 
pelter Seitenzahl; und FJ, JE, EL, LD die Seiten eines neuen 
Vielecks, das doppelt fo viel Seiten als das unmittelbar vorherge: 
hende hat. 

Es fei nun gh (Fig. 166)*) gleich dem Umfange des Wieleckg, 
deſſen eine Seite FD, gi der Umfang des Vielecks, deffen Seite YE, 





R Aus Mangel an Raum iſt Fig. 166 nach einem Fleinern Mafiäbe e eichnekals 
Big. 165, was wohl der Deutlich, it unbeſchadet, gefchehen Fonnte. a 
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und k=}hi=}. (gi — gh) Die Sentredte Nz fei gleich dem 
Halbmeſſer des Kreifes; man ziehe Ng, Nh, Ni, Nk; und bezeichne 
mit m den Umkreis. 
Beweis. A gNi — dem Viele über FJ 
A gNh — dem Viele über FEI (2%, 3. 6) 
Alſo A iNk — (A gNi — A glh) 
= 3 (Biele über FJ — Xiele über FE) 
Mithin Inhalt des Kreifes > A gNi + A Nik (398), 
z.7 Nz . gi Nz .ki 
oder 5 > — + — 
daher auch m > gi ki 
> sit 4 (gi — h) 
Zuf. 1. Bezeichnet U den Umfang eines Vielecks von gerader 
Seitenzahl, u den Umfang dee nächftvorhergehenden d. h. das halb 
fo viel Seiten hat, fo ift 








r>U 4 
AU u 
RE 


d. 5. der Umkreis ift größer als der Ueberſchuß von 3 des Umfanges. 
eines eingefchriebenen Vieles von gerader Seitenzahl über 4 des 
Unfanges von dem gleichfalls eingefchriebenen Vielecke, welches halb 
fo viel Seiten hat. 

Huygens pr. 7, Cor. 
Ä Anmerkung 1. Die Seite des innern Sechsecks ift glei) dem Halbmeffer ; alfo 
der dritte Theil feines Umfanges glei dem Durchmeſſer; demnach ift 3 vom Umfange 
des Zwölfecks d. h. das Sechszehnfache einer Seite vermindert um den Durchmeſſer klei⸗ 
ner als der Umkreis, aber der Unterſchied iſt ſehr gering. Die Seite des Zwölfecks kann 
man nun ſehr leicht durch Hülfe von 293, Zuf. 8 beredhnen; man fiedt alfo, wie man 
bier größere Genauigfeit erreicht ald auf dem Wege des Archimedes ‚ Wo man immer 
nur weiß, daß der Umfreis größer, als der Umfang des eingefhriebenen Wielede, 

Zuf. 2. Aus dem Beweife unferes Saßes und aus 398 ergiebt 
fih, day das, was für den ganzen Umkreis gilt, aud) für jeden eins 
zelnen Bogen Statt haben muß; daher ift ein Bogen jederzeit größer 
als 3 feiner Sehne vermindert um 4 von der Hälfte der Sehne eis 
nes doppelt fo großen Bogens; oder größer als die Sehne vermehrt 
um den dritten Theil des Unterfchiedes zwifchen chen diefer Sehne 
und der halben Sehne eines doppelt fo großen Bogens. » 

Anmerkung 2. Hungend gebraudt anftatt halbe Sehne des doppelten Bogens, 
den Ausdrud Sinus des Bogens, was, wie man aus (360) fehen wird ‚ auf daffelbe 
binausfömmt. 

Zuf. 3. Es ergiebt ſich hieraus ein leichtes Verfahren, eine ges 
rade Linie geometriſch zu finden, welche annähernd einem gegebenen 
Kreiebogen an Länge gleich koͤmmt. 

Es fei (Fig. 166°) der Bogen ACB; halbire denfelben in C; jies 
he AC, CB; 'alsdann CE fenfrecht auf AB; nimm FG — AB, FJ = 
AC+ CB, ud IK—=14GJ, fo ift FK die gefuchte Linie. 
Denn, 

Bogen CB > -CB + 4 (CB — EB) 
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daher Bogen ACB > AC + CB +4 (AC + CB— AB) 
>F + }CH — FG) 


>F +16 
SE -HIK 
> FK 


Huygens pr. 12. 

Anmerkung 3. Je Heiner der gegebene Bogen ift, defto mehr nähert ſich ihm 
die Linie FK. In folden Füllen, wo der Bogen einen se Theil des ganzen Um— 
freifes ausmacht, Fann man ihn zuvor fucceffive in 2, 4, 8 xc. gleiche Theile theilen, 
für einen diefer Theile die ihm annähernd gleiche gerade Linie ſuchen, und von diefer 
Länge das Sovielfahe nehmen, in fo viel Theile man den Bogen getheilt hat, ° 

331. Lehrfag. Zieht man an den einen Scheitel (G Fig. 167) 
eines Kreisdurchmeflerd (BG) eine Tangente (GE) und nad) ihr von 
dem andern Scheitel (B) aus die Schneidende BCK, fo ift-der zwis 
ſchen diefer legtern und dem Durchmeſſer enthaltene Bogen (CG) Eleis 
ner als 3 von dem Stuͤck (GK) der Tangente, welches zwifchen eben 
diefer Schneidenden und dem Berührungspuncte enthalten ift, vers 
mehrt um den dritten Theil-der Senkrechten (CH), weldye man vom 
Endpuncte (C) des Bogens auf den Durchmeffer fällt. 

Huygens pr. 8. 

Vorbereitung. Ziehe an C die Tangente CI, dann AJ, und CG. 

Beweis. Biere ACIG —= 2 A ACJ = einem Dreieck, deffen 
Grundlinie 2 CI und Höhe AC oder AG ift. 

Da aber CI = JG (250, 3. 4 oder 259, 3. V, und |. GCK 
—=1R, fo ift au CJ = JK = JG, alfo KG —=2CI, alfo Vierer 
ACIG —= einem Dreiede, deflen Srundlinie KG und Höhe AG. 

Der Kreisausfchnitt CAG iſt — einem Dreiecke, deffen Grunds 
linie CG, und Höhe AG ift (321), daher (200) Ausfchnitt CAG: Tras 
pezium ACIG : A ACG = Bogen CG : GK: CH, 

aber Ausſchnitt CAG < ; Trap. ACIG * A ACG, 

daher auch Bogen CG < 3CK + 4 CH 

332. Lehrfag. Der Umfang eines Kreifes ift Meiner als 3 
vom Umfange eines in denſelben beſchriebenen Vielecks und 4 vom 
Umfange des diefem ähnlichen aͤußern Vieles zufammengenommen. 

Huygens pr. 9. 

Vorbereitung. Es fei CH (Fig. 167) die halbe Seite des innern 
Vieles, alfo, wenn man ACE zieht, EG die halbe Seite des ähns 
lichen äußern Vielecks. Ziehe BC und verlängere fie bis K; nimm 
LH = HG, alfo BL = BG — LG = 2 (AG — HG) = 2AU. 

Deweis. EG : CH = AG : AH 

EG + CH: CH = AG + AH: AH 
CH : KG = BH : BG 
EG + CH: KG = (AG + AH). BH: AH. BG 
EG-+-CH : 2K&6 = ——— BH: 2AH.. BG 
ze : BL,BG 
Nun ift aber BH, = BH,LH —+ BH, —* 
und BL,BG — BL,HG + BH, BL 
Aber BH,LH > BL.HG, 
Daher BH, — BL.BG 
Mithin auch —— — 2KG, 
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3 
Folglich, weil Bogen CG 3 KG 4 CH, (331) 
um fo mehr Bogen CG < 3 CH 4 EG, und darum auch der 
ganze Umkreis —< 3 vom Umfange des Vieles Über der doppelten 
Länge vonCH als Seite + 4 vom Umfange des äußern Vielecks, wels 


ches die doppelte Länge von EG zur Seite. 

Anmerfung 1. Nah dem Ardimedeifhen Verfahren weiß man blos, daß ber Um— 
frei kleiner iſt, als der Umfang jedes äußern Vielecks; durd unfern eben erwiefenen 
Sag nun erfährt man, daß der Umkreis auch noch Fleiner fei, als eine Länge, welde 
Heiner als der Umfang eines äußern Vielecks iftz man ift alfo der wahren Größe des 
Umfreifes näher gekommen. 

Zuf.e Da Bogen CG <3CH LEG, fo erlangt man dadurd) 
den Sag: Seder, nicht den vierten Theil des Umkreiſes erreichende, 
Bogen ijt Kleiner als zwei Drittel von der halben Sehne des doppels 
ten Bogens zufammengenommen mit dem dritten Theil der Tangente. 

Anmerkung 2. Snellius und Huygens gebrauden, wie wir ſchon einmal bemerkt 
haben, anftatt halbe Sehne des doppelten Bogens den Ausdruck Sinus (359). ' 

Anmerkung 3. Dieß find die Säge, welde Snellius zuerft befannt machte, aber 
obne volftändige Beweiſe; diefe erhielten fie erft fpäter durch Huygens. Durd fie wird 
man in den Stand gefegt, auf einfadherem und Fürzerem Wege denfelben Grad von 
Genauigkeit zu erreihen, welchen Ludolf nur durch eine große und wahrhaft mühfelige 
Arbeit erreichte. Huygens ging fpäter noch weiter, indem er zwei Säge fand, welde 
die Sache merklich abfürzen, die aber nicht in das Gebiet der Elementargeometrie ges 
bören und daher bier nicht mitgetheilt werden fönnen. 

Anmerfung 4. Nad den Zeiten von Zudolf und Snellius, und einige Jahre nach— 
dem Hungens feine Schrift: „de circuli magnitudine“ herausgegeben hatte, entdedte 
man Mittel, dad Verhältniß des Umkreiſes zum Durchmeſſer mit noch mehr Decimalen, 
alfo noch genauer darzuftellen, nämlid durd Reihen, deren Glieder fortfchreiten nad 
Potenzen der goniometrifhen Linien, der Sinuffe und Zangenten, von welden wir im 
nächſten Buche ausführlicher handeln werden. In den Anhängen follen einige der Reihen 
mitgetheilt werden, in denen Sinus, Cofinus, Tangente durch den zugehörigen Bogen 
dargeftellt werden, und umgefehrt die Größe des Bogens, alfo auch des ganzen Umkreis 
ſes durch die Größe der zugehörigen Sinus, oder Gofinus, oder Tangente, 

Es mag bier nur nody bemerft werden, daß Lagny (Mem. de l’Acad, 1719. 

. 144) der erfte war, welcher durch Ausdrücke diefer Art, für die Länge des Umkrei— 
es folgenden, 127 Decimalen enthaltenden, Werth fand, deſſen ſich fpäter andere Schrift: 
fteller, 3. B. Euler (Introductio in Analysin Infinitorum $. 126) zu weiterer Be 
nugung bedient haben: 

3,141592 653589 793238 462643 383279 
502884 197169 399375 105820 974944 
592307 816406 286208 9986283 034825 
342117 067982 148086 51327’)2 306647 
093844 6 

Setzte man in ter legten Stelle 7 für 6, fo würde die Länge des Umfreifes etwas 
zu groß fein, jest ift fie etwas zu klein. 

Bon der übergroßen Genauigfeit dieſes Ausdrucks Fann man ſich eine Borftellung 
maden, wenn man erwägt, daß ſchon in dem Zalle, wo man fid blos der 21 erſten 
Decimalen bediente und die niedrigfte derfelben (2) um eins vermehrte, der dadurch her— 
vorgebrachte Unterſchied felbft bei einem Kreife, deſſen Umfang glei dem der ganzen 
Erdkugel wäre, nod nicht 0,000 000 000 28 eines Sandförndens betragen würde, diefe 
Körnden zu der Größe angenommen, daß 200 derfelben neben einander gelegt, die Zän- 
ge eines Zoll einnähmen. 

Anmerkung 5. Da man nun die Gränzen, zwiſchen welche das Verhältniß des Um— 
freifed zum Durdpmeffer fällt, mit einer Genauigfeit fennt, die man bis zu einem fo 


*) Diefe Udste Decinale ift zwar fo wohl bei Lagny ald auch bei_ vielen fpäteen 
Schriftſtellern, wie fie hier angegeben iſt, 7, allein man hat fpäter gefunden, daß fie 
unrichtig ift, und daß ftatt Ihrer gefegt werden muß 8; fiehe Vega thesaurus logarith- 
morum completus, Lips, 179. fol, pag. 63. nm. des Ueberſ. 
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hohen Grade fteigern Fann, fo darf man aud) alle einzelnen Verhältniffe ald (annähernd) 
richtig betrachten, wenn nur von ihnen nachgewieſen wird, daß fie zwiſchen eben jene Gräns 
zen fallen; und auf diefem Grunde (ganz verſchieden von dem, worauf das 330, Zuf. 3 
mitgetheilte Verfahren ſich fügte, eine Gerade zu finden, welche einem gegebenen Kreiss 
bogen glei) beruhen viele Gonftructionen zur Auffindung von Linien die mit gegebenen 
Kreislinien gleiche Länge, oder von Quadraten welde mit gegebenen Kreifen gleichen Zld- 
cheninhalt haben. Aus der großen Anzahl folder Gonftructionen, die es Überhaupt giebt, 
wollen wir nur folgende auöheben, die einen merklichen Grad von Genauigkeit geben, 

Erſtes Berfahren, Man tyeilt eine Gerade nad dem äußern und mittlern Berhält- 
niß. Das Fleinere Stüd verhält fid) alsdann zur ganzen Linie, wie der Durchmeſſer ei— 
nes Kreifes zu $ des Umkreiſes. 

Vietae opp. pag. 392. 

Beweis. Bezeichnet man die ganze Linie mit L, das Fleinere Stüd mitK, fo ift: 


Ko —— ‚L (213, Anm. 2) 


Nun ift V5 = 23,366 .., alſo 
= 
Demnach K : L = Durdmeffer : $ Umkreis = 0,3817 : 1. 
IE i 1 Ä 

b — — 
Mithin iſt 3 Umkreis 0,3817 
und daraus Umfreis = 3,1435 
ein Werth, der ſich dem Ludolf'ſchen ziemlich nähert. 

Zweites Verfahren. Verlängere die Hälfte des Halbmeffers um eine Linie, deren 
Duadrat fo groß ift, als die Summe der Quadrate Des Halbmeffers und der halben 
Seite ded in den Kreis befehricbenen regelmäßigen Achtecks, fo ift die fo entjtandene Li— 
nie glei) dem vierten Theile des Umkreiſes ”). 

Gonitruction. Ziehe zwei Durdmeffer EG, FH (Fig. 151), die ſich rechtwinke— 
lig fepneiden 5 ziche die Schne HE; balbire Bogen HNE in N, ziehe NE, melde die 
Kchtedöfeite it. Nimm CT = % NE, ziehe ET und verlängere fie fo, daß TU = 
ı CE, fo ift ETU gleidy dem vierten Theile des Umfreifes. 

Beweid. Die halbe Seite des Achtecks ift, für den Halbmeffer ald Einheit, wie 

man durd leichte Rechnung findet : 0,3827 5 das Duadrat davon ift 0,14646, dazu ad» 
dert das Quadrat ded Radius giebt: 1,146465 die Duadratwurzel hieraus iſt 1,0708 5 
und vermehrt um die Hälfte des Radius 1,5708 der vierte Theil des Umkreiſes; alfo 
für den Durchmeſſer als Einheit, 0,7854, mithin der ganze Umkreis 3,1416, was von 
dem Nefultate Ludolf's nicht fehr verfhieden ift. 
2 Drittes Verfahren. Es fei BCD (Fig. 169) die Hälfte, und BC ein Viertel des 
Veraſee theile den rechten Winkel BAC in drei, gleiche Theile (was ſtets mit geomes 
tefiher Strenge ausführbar), deren einer BAE; ziehe DL und BJ ſenkrecht auf BD, 
verlängere AE bi J; ziehe JM 1 auf DL, nimm DL = 3 AB und ziehe JL, fo ift 
diefe Linie nahe dem halben Umkreiſe glei. 

Beweis. Biche EF _} auf BD; fee BA = 1, alödann ift EF ald halbe Schne 
eines Winkels, der ZR beträgt — 3, daher A=Y1—4=yi=ıy3 
und, weil AF: FE = AB: BJ, — 


BJ = — * DM 
v3 


alſo ML = 3 — v} 

wiL= Va FB VD _ 
=V4+9-6Vv:H+} 
-vYy—6V 
=1V1V10— 18V3 
— 3,14153 — 

ein Werth, der mit dem von Ludolf gefundenen gut übereinſtimmt. 
Kochansi Acta Lipsiensia 1685 p- 399. 


) ch habe dieſes Verfahren in den nachgelaffenen Bayiecen von Huygens Hefun: 
den, wo daffelbe fo lauter; Si ad rectam, quae potest duo quadrata simul, quadratum 
radii et quadratum sinus Arcus 22030‘, addatur, in rectum semissis radii, composita recta 
aequalis erit peripheriae quadrantis, Huygens hat mit eigner Fand „os die Worte bei: 

2 


v. Swinden Geometrie. 


# 
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Nierted Verfahren, Es fei AB (Fig. 154) der Halbmeffer eines Kreiſes; theile 
ibn in acht gleiche Theile; ziehe CB _] auf AB, und made fie — J AB; ziche CA, 
nimm AD—=4 AB; fälle aus D die Senkrechte DE auf AB, ziehe dann CE und mit 
ir | DE. Es ift dann 3 AB + AF = dem halben Umfreife, 

Beweiß. AC: AD —= Ab: AE 

AC: AD—= AE: AF 


AE = AB. Ar 











— 2 — — — 
AC :AD — AB: AE 
— AB: AB. ar 
= AB: AF 
B. AD 
— 
AC 
7 en — 2 — 
Es iſt aber: AC— AB BC = 7 + 2 
| 4° 16 
Fe: AB= — . AB; 
alfo A Fre 175 
mitbin 
355 
B —= 7 .AB 
a Sabrr es 
355 5 
— ah B= 1. 
113 Zür A 1 


alſo übereinſtimmend mit dem Verhältniſſe von Metius. 

Dieſes ſchöne Verfahren, das keinem der frühern nachſteht, wurde mir vor Jah— 
ren von dem wadern Mathematiker De Gelder mitgetheilt. 

Anmerkung 6. Bei Feiner der vorher angegebenen Berfahrungsarten wird ctwas 
gefordert, was nicht durch Hülfe von Lineal und Zirkel ausgeführt werden könnte, wenn 
man auch durch diefe Gonftructionen nicht vollendete, fondern blos annähernde Genauig: 
feit erlangt. Aber es giebt eine beftimmte Frumme Linie, durd deren Hülfe man eine 
Gerade finden Fann , deren Länge glei‘) einem beliebigen Kreisbogen, aljo auch einem 
Duadranten und fomit aud dem ganzen Umkreiſe gleidy ift. Der Erfinder diefer Linie 
ift Dinoftratus, der fie Quadratrir nannte, Sie gehört zu den fogenannten medani- 
ſchen Linien’), Man Fann über diefelben nachſehen Pappus IV, 25, 26, 27, 28. Ue— 
ber die Quadratrix ſowohl an und für ſich ald in Beziehung auf die Duadratur des Kreiſes 
bat ſehr weitläufig gehandelt Glavius in einem Anhange zum fehhiten Buche des Gucli- 
des; und im Anhange zum fiebenten Bude feiner praftifcyen Geometrie, 

333. Lehrſatz. Der Flächenraum eines Kreifes verhält fich 
zum DLuadrate feines Durchmeflers wie 11: 14; wenn man das von 
Archimedes für den Umkreis gegebene Verhältnig anwendet. 

Beweis. Aus 319, Zuf. 2. 

Anmerfung 1. Gebraudt man das von Ludolf berechnete Verhältniß, jo verbält 
fid) der Kreis zum Quadrate des Durchmeſſers = 0,7853981634: 1 d. i. 10,9955742876 : 
14 ein Verhältniß, weldes, wie man ſieht, nur wenig von dem 11 : 14 abweicht, 

Anmerfung 2. Sept man den Halbmeffer = 1, alfo den Durdhmeffer — 2, fo ift 
der Inhalt des Kreifes 3,1415936536 , aljo beinahe 3,14160. 


— — 





gefügt: receu de M. l’Ambassadeur Chanut. Chanut war franzöfifher Gefandter in 
tockhotm zur Zeit ald Descartes dafelbfi ftarb. 
*) Pappus fagt, dab Dinoſtratus (ungef, 370 v. Ehr.) und Nicomedes (der wahr: 
fheintich um 150 v. Ehr. lebte U.) die Duadratrir zur Quadratur des Kreifes gebraucht 
hätten. Bei den Alten war auch eine Duadratriy des Hippias (ungefähr 70 v. Dino: 
atus) bekannt. Montucla vermuthet mit Recht, daß jene und diefe eine und diefelbe 
inie_waren , die zuerft zur Theilung eines Kreisbogens in cine beliebige Anzahl gleis 
cher Theile erfunden, und von welcher Dinoftratug zuerfi bemerfte, das fie auch zur 
QDuadratur des Kreifes brauchbar fei. Mont. Hist. des Math. I, p. 181. 
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Anmerfung 3. Unter Berüdfihtigung deſſen, was wir in der fünften Anmerkung 
zum vorigen Lehrſatz erinnert haben, gelangt man endlich noch zu folgendem 

334. Lehrſatz. Theiit man eine Gerade nach dem aͤußern und 
mittlern Verhältniffe, fo verhält fi die Summe der ganzen Linie 
und des Fleinern Stückes zum Doppelten der Linie wie die Wurzel 
aus dem anderthalbfachen Duadrate des Radius zu dem Quadrate, 
welches gleihflächig ift mit dem zu diefem Radius gehörigen Kreife. 

Vieta p. 393. 
Beweis. Man nimmt die gegebene Linie felbft zur Einheit, be- 
rechnet das kleinere Städ, und findet fo, daß die genannte Propor: 
tion fehr nahe derjenigen koͤmmt, welche aus dem Ludolf’fchen Vers 
hältniffe folgt. 

Anmerfung. Diefer Sag giebt folgende Gonftruction eines mit einem gegebenen 
Kreife gleihflädigen Quadrates an die Hand: 

Es feien BC, DE (Fig. 168) zwei rechtwinkelig ſich ſchneidende Durdhmeffer 5 theile 
AC nad dem äußern und mittlern Berbältniffe in H; ziehe EC; fo it EC=Y2; 
nimm AF = # EC, alfo = 4 V 2; ziehe BF, welde = Wi + 4, darauf FH und 
mit Y. CJ, fo ift BJ die Seite des geſuchten Duabrates und BJKL diefes Qua⸗ 
drat jelbft. 
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425. Wird eine Gerade, welche mit cinem ihrer Entpuncte im Umfange eines 
Kreifes liegt, von einem Durchmeffer deſſelben unter rechten Winkeln halbirt, ſo liegt 
auch ihr anderer Endpunct im Umkreiſe d. h. ſie iſt eine Sehne dieſes Kreiſes. 

426. Jede Gerade, welche den Halbirungspunct einer Sehne mit dem Halbirungs⸗ 
puncte eines der beiden zu ihr gehörigen Bogen verbindet, geht bei hinreichender Ver— 
längerung durch den Mittelpunct des Kreiſes und durch den Halbirungspunct des andern 
zugehörigen Bogens. s 

427. Jede Gerade, welde die Halbirungspuncte zweier zu derfelben Schne gebö- 
render Bogen verbindet, ift ein Durchmeffer und halbirt die gemeinſchaftliche Schne un- 
ter rechten Winkeln, — 

428. Beſchreibt man in einen Kreis ein gleichſeitiges Dreieck, halbirt die zu zwei 
Seiten gehörigen Bogen und verbindet dieſe Halbirungspuncte, ſo wird dieſe Gerade 
durch die beiden genannten Dreiecksſeiten in drei gleiche Theile getheilt. 

429. Fällt man aus den Endpuncten eines Kreisdurdmeffers auf cine beliebige (ver— 
längerte) Schne zwei Senkrechte, fo find Die zwiſchen den Fußpuncten der letztern und den 
Pag der Sehne enthaltenen Segmente ftets von gleider Zänge (DF = EG 
Big. 93). 

i Frage 1. Melden Unterſchied macht es für unfern Sas, ob die Schne den Durch⸗ 
meſſer ſchneidet oder nicht? 

Frage 2. Gilt unſer Sa auch dann noch, wenn die Sehne durch einen der Schei— 
tel des Durchmeſſers gebt? 

Frage 3. Bon welchem Sage des fünften Buches Fann der vorftchende als eine 
Erweiterung angefehen werden ? 

430. Wenn von zwei Kreisbogen der eine das Zweifache des andern ift, fo ift 
das Rechteck aus der Schne des größern und dem Kreishalbmeffer glei dem Rechteck 
aus den Sehnen des Fleinern Bogens und feines Supplementes d, h. des Bogens, der 
ihn zum halben Umkreiſe ergänzt (AD,BC — AB,AE Big. 94). 

430%. It ein Kreis gegeben und man beſchreibt zwei mit ihm concentrifche von 
folder Größe, daß die Summe der Quadrate ihrer Nadien doppelt fo groß als das 
Quadrat vom Halbmeffer des gegebenen Kreifes ‚ To find die Tangenten, die man an 
den innern Kreis zieht und bis zum Durchfchnitt mit dem Umfreife des mittlern verlän- 
gert, von gleiher Größe mit den an den mittlern Kreis gezogenen und bis zur Periphe- 
rie des äußern verlängerten Tangenten. 

431. Berühren ſich zwei Kreiſe von innen, und errichtet man auf ihrer Are d. h. 
der ihre Mittelpuncte verbindenden Geraden zwei oder mehrere Senkrechte jo, daß jede 
beide Umkreiſe fehneidet, fo verhalten ſich die Entfernungen diefer Durdfchnittspuncte vom 
Berübrungspunct bei der einen Senkrechten eben fo wie bei der andern. 

432. Das Quadrat der Seite des in einen Kreis befhriebenen gleichſeitigen Dreiecks 
iſt das Dreifache vom Quadrate des Kreishalbmeſſers. 

433, Verbindet man einen beliebigen Punct im Umfange des um cin gleichfeitiges 
Dreieck beſchriebenen Kreifes mit den Eden des Dreiecks, jo ift eine diefer drei Geraden 
fo groß als die beiden andern zufammen. 

dig. 95. DE = DA. 

434. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

435. Bicht man von einem der Durchſchnittspuncte zweier ſich ſchneidender Kreiſe 
aus in jedem derſelben einen Durchmeſſer, ſo liegen die nicht gemeinſchaftlichen Endpuncte 
derſelben in gerader Linie mit dem andern Durchſchnittspuncte. 
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a : In wiefern kann man vorſtehenden Lehrſatz als eine Verallgemeinerung von 
tem Satze 262 im fünften Buche anſehn? 

436. Der geometrifhe Dre für die Halbirungspuncte aller «einen gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspunct habenden Sehnen iſt die Peripherie des Kreiſes, welchen man über der 
zwiſchen dem genannten Durchſchnittspuncte und dem Mittelpuncte des Urkreiſes enthal— 
tenen Linie als Durchmeſſer beſchreibt. 

246 — 248. 

437. Schneidet man auf der Sehne (AB dig. 96) eines beliebigen Bogens von 
ihren Endpuncten aus zwei befiebige aber gleiche Stüde (AD, BE) ab, und errichtet in 
diefen Durchſchnittspuncten Senfredte, die man bis zum Dursfchnitt mit dem Umfreife 
verlängert, fo find dieſe (DM , EN) von gleicher Länge, 

Par 

438. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

439, Schneiden ſich zwei beliebige Sehnen eines Kreifes rechtwinkelig, fo iſt von 
den vier Bogen, in die fie den Umfreis theilen, die Summe zweier gegenüberliegender 
gleidy der Summe der beiden andern, 

440. Der Winfel, weldyen zwei von einem Puncte auferhalb nah einem Kreife 
gezogene Schneidende mit einander bilden, ift glei einem Peripheriewinfel, deſſen zu: 
gehöriger Bogen aleih dem Unterſchiede der beiden zwiſchen den genannten Geraden ent— 
haltenen Bogen iſt. 

Big. 97. 

Frage 1. Bleibt unfer Sas rihtig, wenn eine der in Nede ftehenden Geraden, 
oder beide aus Schneidenden fi in Berübrende verwandeln ? 

Frage 2, Wie wird fih der Say Ändern, wenn die Geraden nit außerhalb, fon- 
dern innerhalb des Kreifes ſich ſchneiden? 

Frage 3. An welden einzigen allgemeineren Sag laffen ſich die beiden letzten Säge 
(439 und 440) zufammenfaffen ? 

441. Hat man mehrere gleiche Kreisbogen und aud einen von ihnen an Größe 
verfehiedenen, und verbindet die Endpuncte eines jeden der erftern mit den Endpuncten 
des Iegtern fo, daß alle diefe Paare zufammengehöriger Linien zugleih innerhalb oder 
außerhalb des Kreifes fih ſchneiden, fo find die Winkel, unter denen diefer Durchſchnitt 
erfolgt, von gleicher Größe, 

442. Der Durchſchnittspunct jeder Winfelhalbirenden eine Dreiecks mit der im 
Halbirungspuncte der Gegenfeite des halbirten Winkels errichteten Senkrechten ange im 
Umfange des um das Dreied beſchriebenen Kreifes. 


443. Nimmt man zwei Puncte, den einen (B Fig. 98) auf einem Kreishalbmef- 
fer (CA) felbjt, den andern (D) auf deffen Verlängerung fo, daß der Radius felbjt die 
mittlere Proportionale zwifchen den beiden durch die genannten Puncte beftimmten Li— 
nien (CB, CD), errichtet in dem eritern Puncte (B) eine Senkrechte, die man bis zum 
Durchſchnitt mit dem Umkreis verlängert, und verbindet endlich dieſen Durchſchnittspunct 
(F) mit dem zweiten jener Puncte, jo ift diefe Gerade eine Tangente, 

198. 

444. Z3weimalige Umkehrung des vorigen Gates. 

445. Beſchreibt man zwei gleiche Kreife fo, daß jeder dur den Mittelpunct des 
andern geht, und zieht in einem derfelben eine beliebige Menge von Schnen parallel mit 
der Are (A. 430) beider Kreife, fo wird jede derfelben durch die Peripherie des andern 
Kreifes in zwei a. getheilt, von denen das eine glei dem Kreishalbmefler ift. 

245, 4 — 245 

446. Wenn man in ein redhtwinfeliges Dreied einen Halbfreis fo beſchreibt, daf 
er die Hypotenuſe und eine Gathete berührt, fein Durchmeſſer aber in die Richtung der 
andern Gathete (AC Big. 99) fällt, wenn man ferner die erite Gathete über die Hypo— 
tenufe hinaus um ihre eigne Länge verlängert, fo liegt der Endpunct diefer Berlänge: 
rung, der Berührungspunct auf der Hupotenufe und der eine Endpunct des Durdmef- 
ſers in gerader Linie. 

A. 61 N uf. zur 246. r 

447. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

448. Zieht man von einem beliebigen Puncte außerhalb eined Kreifes zwei Tan— 
genten an denfelben und fällt auf die eine ein Perpendikel aus dem Berübrungspuncte 
der andern, fo ijt das Stück deffelben, zwifchen dem Berübrungspuncte und der Gera: 
den, melde den genannten Punct außerhalb mit dem Mittelpuncte verbindet, gleich dem 
Kreishalbmefler. 
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Frage: In welchem befondern Falle muß der Durchſchnittspunct unferer Sent: 
rechten mit der Geraden, welde von dem Puncte außerhalb nah dem Mittelpuncte ges 
zogen wird, auf der Peripherie des Kreifes liegen ? 

449. Sind zwei Kreife concentrifh, und ift der Halbmeffer ded einen doppelt fo 
groß als der des andern, fo ift der Winfel, welchen Tangenten bilden, welde man 
von einem beliebigen Puncte des äußern Kreifes an den innern zieht, gleih dem Winfe 
im gleichfeitigen Dreicd, 

450. Umkehrung des vorigen Satzes. 

4503. Der geometrifhe Ort für die Durchſchnittspuncte aller derjenigen Tangen- 
tenpaare , welche fi an einen gegebenen Kreis unter der Bedingung ziehen laſſen, daß 
fie alle einen Winkel von vorgeſchriebener Größe bilden, ift der Umfang eines mit dem 
gegebenen concentrifhen Kreiſes. 


4505. Wenn man zwei Puncte außerhalb eines Kreifes fo nimmt, daß die von 
ihnen aus an den Kreis gezogenen Tangentenpaare Winkel bilden , die fi fupplementis 
ven, fo ift der Streishalbmeffer die mittlere Proportionale zwiſchen diefen Tangenten 
d. h. den Stüden derſelben, welche zwifhen dem gemeinfhaftliden Durchſchnittspuncte 
und dem Berührungspuncte enthalten find. 

Frage: MWie vereinfacht fid) der Sag für den Fall, wo die Tangenten fi unter 
rechten Winkeln ſchneiden? 

450°. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 


451. Wenn man von einem der Endpuncte (A Fig. 100) der gemeinſchaftlichen 
Sehne zwei gleicher ſich ſchneidender Kreife einen beliebigen dritten beſchreibt, wel— 
her die beiden erftern ſchneidet, fo liegen von den vier Durchſchnittspuncten zwei Paare 
folder, die zu verfhiedenen Kreifen gehören (D und E, fo wie F und G) mit dem ans 
dern eine der gemeinſchaftlichen Sehne in gerader Linie. 

244, 3. 

Frage: Bleibt unfer Say noch richtig, wenn der dritte Kreis die beiden erjtern 
von innen berührt ? 

452. Die Peripherie des Über der gemeinfhaftlihen Schne (AB Fig. 101) zwei 
gleicher ſich ſchneidender Kreife als Durchmeſſer befchriebenen Kreifes ift der geometrifdhe 
Ort für die Halbirungspuncte aller Geraden (wie DAE), melde durch einen der End: 
puncte der gemeinfdpaftlihen Schne gezogen und durd die beiverfeitigen Umkreiſe begränzt 
werden. 

453. Wenn man von dem Halbirungspuncte (C Fig. 102) der Are (AB) zweier 
fi von außen berührender Kreife mit einem beliebigen Radius einen dritten Kreis beſchreibt, 
und in demfelben eine beliebige Schne (GM) zieht, welche dur den Berührungspunct 
(K) geht, fo find die Stüde derfelben (GH, ML), welche zwiſchen den Endpuncten und 
den Pe ei beiden erjtern Kreife enthalten find, von gleicher Länge, 

— CE. 


454. Zieht man durch einen der Scheitel (A, B Fig. 103) eines Kreisdurdmef- 
ſers beliebige Sehnen und verlängert fie bis zum Durdfchnitt mit einer Geraden (JO), 
welde den verlängerten Durchmeſſer unter rechten Winkeln ſchneidet, fo find die Recht— 
ecke, Die man aus den einzelnen Schnen und denjenigen ihrer Segmente bildet, welche 
zwischen dem Scheitel und der genannten Senkrechten enthalten find, gleihflädig. (AH-AJ 
== AL,AM und BE,BF = BG,BD). 

246. 

455. Wenn man in einem von zwei ſich ſchneidenden Kreifen von den Durdfänitts- 
puncten aus zwei Paare Schnen (AG, BF, und AJ, BH Fig. 104) zieht, die ſich auf 
der Peripherie des andern Kreifes ſchneiden (in D und E), fo find die andern End— 
puncte (F, G und H, J) beider Paare gleihweit von einander entfernt. 

456. heilt man die Sehne eines beliebigen Kreisbogens in drei gleiche Theile und 
errichtet in diefen Theilpuncten Senfredte, die man bis zum Durchſchnitt mit dem Bo— 
gen verlängert, fo ift das mittlere der drei fo entftandenen Bogenftüde Fleiner als jedes 
der beiden äußern. 

4, 437. — 245, Zuſ. 6. 

467. Zieht man dagegen durch die Puncte der Sehne, in denen ſie in drei gleiche 
Theile getheilt wird, zwei Radien, ſo wird durch ſie der Bogen in drei Stücke getheilt, 
von denen das mittlere größer iſt, als jedes der beiden äußern. Fig. 105. 

47, Anm. — 245, Zuſ. 2. 
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458. Wird ein Kreis von einem andern, der durch feinen Mittelpunct geht, von 
innen berührt, und man zicht in dem größern den belichigen Durchmeffer DFCE (Fig 106), 
nimmt CG = GEF und erridtet GH, fo ift diefe von gleicher Länge mit AT’, 

459. Wenn man über jeder Seite eines Dreieds als Durdhmeffer einen Kreis be— 
ſchreibt, an einen derfelben in den Scheiteln feines Durchmeſſers Tangenten zieht, und 
diefelben bis zum zweiten Durchſchnitt mit den Peripberien der beiden andern Kreife ver: 
längert, jo liegen diefe Durchſchnittspuncte jtets mit der dritten Dreicdöfpige in gerader 
Linie, 

460. Errichtet man auf einem der Halbmeffer, die nach den Endpuncten eines be— 
liebigen Bogens geben, im Mittelpuncte des Kreifes eine Senkrechte, und zwar nad 
der Seite bin, auf weldyer für den genannten Radius der Bogen liegt, macht fie gleich 
der Sehne des Bogens, fo ift deren Endpunct von dem Halbirungspuncte des Bogens 
um die Länge des Kreishalbmeflers entfernt. 

Fig. 107. 

461. Beſchreibt man um den größern zweier Kreife, die ſich von innen berühren, 
* von * der eine durch den Mittelpunct des andern gebt, ein Quadrat, fo iſt (Fig. 106) 
'’E — LM. 

Frage: Wie würde unfer Satz, Imabhängig von einer Figur ausgedrüdt, in feiner 
Theſis lauten ? 

462. Scneidet man von der Schne AB (Fig. 108) eines beliebigen Bogens ein 
Stüd BD ab, errichtet die Senfredte DE, mat EF = EB, und DG = DB, jo ift 
aud) ſtets AF = AG. 

Frage: Darf BD größer als die Hälfte von AB werden ? 

463. Wenn-man von einem beliebigen Puncte (D Fig. 109) des zur Berübrungs- 
ſehne (AB) zweier beliebigen Tangenten gehörigen Bogens (ADB) mit den Tangenten 
jelbft zwei Parallelen (DE, DF) nad der Berübrungsfehne zieht, fo ift jede derfeiben 
die mittlere Proportionale zwifcdhen den beiden andern Segmenten (AE, FB) der Berüh— 
rungsjehne, die zwifchen ihnen und ihren parallelen Zangenten enthalten find, 

247 


Frage: An wiefern kann man diefen Sag als eine Berallgemeinerung von dem Sage 
252 im fünften Bude betradten ? 

464. Schneitet man auf einem Durdmeffer von einem feiner Scheitel aus drei 
ſolche Stüde ab, daß das eine die mittlere Proportionale zwiſchen den beiden andern ift, 
errichtet in diefen Durchſchnittspuncten Senkrechte und verbindet die Durchſchnitte zwiſchen 
ihnen und der Peripherie mit eben jenem Scheitel des Durchmeſſers, fo ift auch von die: 
jen drei Geraden die eine die mittlere Proportionale zwiſchen den beiden andern, 

465. Nimmt man auf einem Kreispurdmefler (AB Fig. 110) zwei Puncte, D, 
E fo, daß AE die mittlere Proportionale zwiſchen AD und AB, bejchreibt über AD 
und AE al Durdmeflern Halbfreife, errichtet die Senfredte DFG, und verbindet 
endli F und G mit A, fo ift AF die mittlere Proportionale zwiſchen AD und AG. 

466. Zieht man in einem Kreiſe (AEBM Fig. 111) eine betichige Schne AB, 
und befhreibt von dem Halbirungspuncte (C) eines der beiden zugehörigen Bogen ACB 
einen zweiten Kreis (ANDB), ver AB aud zur Schne bat, fo ift von jeder Geraden, 
welde von einem der Endpuncte der gemeinſchaftlichen Schne aus gezogen, beide Umfreife 
zum zweitenmal ſchneidet, das Stüd (DE) zwifdhen diefen Durdicnittspuncten gleich 
der Entfernung des Durdfchnittspunctes (E) eben diefer Geraden mit der Peripberie 
des erften Kreifes von dem andern Endpuncte (B) der gemeinfhaftlihen Sehne. " 

38 — 24H. 

uf. 1. Die an den erften Kreis in A oder B gezogene Tangente, verlängert bis 
Durchſchnitt mit der Peripherie des zweiten Kreifes ift glei der gemeinſchaftlichen 

ehne. 

Zuſ. 2. Die an den zweiten Kreis in einem der Durchſchnittspuncte mit dem er— 
ſten gezogene Tangente, geht durch den Halbirungspunct eines der Bogen, in welche der 
erjte Kreis durch die gemeinſchaftliche Schne getheilt wird, 

Zuſ. 3. Unter allen Dreieden, die über derfelben Grundlinie befhrieben find, und 
in denen die Gegenwinfel der Grundlinie von gleiher Größe find, bat das gleichſchenke— 
lige den größten Umfang. 

250, 3. 1. u 

467. Theilt man den Durdmefler (AB Fig: 112) eines Halbfreifes in zwei be— 
liebige Stüde AK, KB, befchreibt über jedem derſelben als Durchmeſſer einen neuen 
Halbfreis , errichtet in dem Theilpuncte K die Senfredte KD und verbindet D mit A 


F 


232 Anhang zum fünften, fehften und fiebenten Buche, 


und B, fo ift das Verhaͤltniß der Linien AE und BF das dreifach Hohe des Berbältnij: 
ſes von AD und BD. 

468. Nimmt man auf der Tangente BE (Fig. 113), welde einen HalbEreis AFB 
in dem einen Scheitel B feines Durchmeſſers berührt, einen beliebigen Punct C, befihreibt 
von ihm als Mittelpunct mit feiner Entfernung von dem genannten Scheitel ald Radius 
einen Kreis, zieht von dem andern Scheitel A eine Gerade ACD durch feinen Mittel- 
punct, F nimmt AE gleich AD, fo iſt auch ſtets AG von gleicher Länge mit AP. 

25 


Frage: Iſt die Länge des Halbmefferd CB völlig und unbedingt beliebig, oder ift 
man dabei an beftimmte Gränzen gebunden ? 


469. Berühren fih zwei Kreife von innen und man zieht in dem größern cine 
Schne DE (Fig. 114), welde den Fleinern berührt, und verbindet fonohl deren End- 
puncte ald den Berührungspunct mit dem Berührungspuncte beider Kreiſe, fo wird 
der von den beiden Fre a. gebildete Winkel (DAE) durch die letztere (AF) halbirt. 

247. — 244, 3. 4. 

Frage: Wie Ändert fi unfer Sag, wenn die Kreife fi) nicht von innen, fondern 
von außen berühren ? 

. „470. $Halbirt man eines der Segmente CD (Fig. 115), in melde die Hnpotenufe 
eines rechtwinkeligen Dreiecks durch ihr Höhenperpendikel getheilt wird in E, und befihreibt 
von B aus mit BE als Radius einen Kreisbogen EFM, jo it AF—= DE = CE. 

87. — 74, 3. 3. == 87, 3. 1. . 

. 471. In jedem rechtwinkeligen Dreieck verhält fi) das Quadrat der Linie (CG 
Fig. 116), welche einen feiner fpigen Winkel halbirt, zum Quadrat der an diefem Wins 
kel anliegenden Gathete (CB) „ wie die Hypotenuſe zur halben Summe von Hypotenufe 
und eben diefer Gathete, 


472. Beſchreibt man über der gemeinſchaftlichen Schne CD (Fig. 119%) zwei ſich 
ſchneidender ungleicher Kreife ald Durdhmeffer einen dritten Kreis, zieht an dieſen in ei— 
nem der Scheitel D dieſes Durchmeſſers eine Tangente ADB und von dem andern Schei- 
tel aus eine beliebige Schneidende CEFG, fo ift EF : FG = AD: DB. 

A DFG ® A DCB. — A DFE ® A ACD. 

73. Haben drei Kreife eine gemeinſchaftliche Schne AB (Fig. 117) und zieht 
man von einem Endpuncte derfelben ein Paar beliebige Gerade AFEC und AHGD, wel: 
he alle drei Kreife fepneiden, fo find die Segmente HG, GD der einen Linie denen der 
andern FE, EC proportionirt. 

251. — 153. . 

Frage: In welchem Zufammenhange fteht diefer Satz mit dem vorhergehenden ? 

474. Berbindet man die Puncte (D, E, F, G, H Fig. 118), in denen cin 
Kreisbogen in eine beliebige Anzahl gleicher Theile getheilt wird, mit einem feiner End— 
puncte, fo verhält fid) die kleinſte (AD) diefer Linien zur nähftfolgenden (AE), wie 
— der übrigen (AH) zur Summe ihrer Vorgaͤngerin und Nachfolgerin (AG 

) 


ABHI® AACGH. — A AuI A ADE. 

475. Iſt ein Streisbogen AB (Fig. 118) in eine belicbige Anzahl gleicher Theile 
getheilt und man verbindet den zweiten der Theilpuncte (E) mit dem legten (H), vers 
längert diefe Gerade bis fie die verlängerte Sehne ſchneidet, fo ift dieſe Verlängerung 
(HJ) glei) der Sehne (AH), welde den legten Theilpunct (H) mit dem Anfangspun 
cte des 2 verbindet, 


476. Xligemein, verbindet man den Inten Theilpunct vom erften an mit dem nten 
vom Tegten an gerechnet, und verlängert die Verbindende bis fie die verlängerte Sehne 
ſchneidet, fo ift die Verlängerung jener glei der Schne, welde den nten Theilpunct 
vom letzten an mit dem Anfangspuncte des Bogens verbindet. 

477. Iſt ein Kreisbogen in In gleihe Theile getheilt und zieht wan an ben 
Znten Theilpunct vom erften an eine Tangente, die man bis zum Durchſchnitt mit der 
verlängerten Sehne verlängert, fo ift diefelbe von gleicher Länge mit der Schne, welde 
eben dieſen nten Theilpunct mit dem Anfangspuncte des Bogens verbindet. 

478. Hat man in einer Ebene zwei beliebige aber gleiche Kreife, und zieht cine 
fie fepneidende Gerade parallel mit ihrer Are, fo ift jedes Stüc derfelben, weiches zwi— 
ſchen zwei ſich entfprechenden (d. b, folchen, die weder die Fleinfte noch die größte Ent: 
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fernung von einander haben) Durdihnittspuncten mit den Kreisperipherieen enthalten 
ift, glei der Entfernung der beiden Mittelpuncte, 

479. Wenn in einem Kreisvierede eine Diagonale verlängert durch den Durch— 
fhnittöpunct der Tangenten geht, weldye man an die Endpuncte der andern Diagonale 
zicht,, jo verhalten fih die Duadrate zwei von derfelben Ede auslaufender Umfangöfeis 
ten, wie die anliegenden Segmente der ihre nicht gemeinſchaftlichen Endpuncte verbin- 
denden Diagonale, 

480. Beſchreibt man um jedes der vier Dreiede, in welche ein Biere durch feine 
beiden Diagonalen getheilt wird, einen Kreis, fo bilden die Mittelpuncte derfelben die 
Eden: eines Parallelogramms. 

uf, 1. Die Winkel dieſes Parallelogramms find denen gleich, unter welchen ſich 
die beiden Diagonalen ſchneiden. . 

uf. 2. Die Durchſchnittspuncte der Seiten unferes Parallelogramms mit den Dia- 
gonalen des Urviereds bilden die Eden eines dem Urvierede ähnlichen Vierecks, das viers 
mal jo Flein als jenes ift, 

481. Iſt das in Rede ftchende Viereck des vorigen Satzes ein Kreisviereck und 
man verbindet den Mittelpunct feines Kreiſes mit den Mittelpuncten der um die Diago- 
naldreiecke befchriebenen, fo wird dadurd das vorhin näher bezeichnete Parallelogramm 
in vier Dreiede zerlegt, welde einzeln den vier Dreieden ähnlich find, die je zwei Um— 
fangsjeiten und eine Diagonale des Urviereds zu Seiten haben. 

482. Bier Dreiede, die denen, von welden der vorige Satz handelt, einzeln con= 
gruent find, erhält man dadurch, daß man den Durchſchnittspunct der Diagonalen des 
Urvierecks mit den Eden des mehrerwähnten Parallelogramms verbindet, 

483. Die Kreife, weldye fih um die acht Dreiecke, von denen die beiden vorher: 
gehenden Säge handeln, befhreiben laffen, find alle unter einander glei. 

%. 481. — A. 375. 
484. Jeder der vier Kreiſe, welche man um die in 481 näher bezeichneten Dreiecke 
beſchreibt, geht durd eine der Eden des Urvierecks. 
244. cz 244, 3. 3 — 
485. Die Mittelpuncte dieſer vier Kreiſe bilden die Ecken eines Kreisvierecks. 
Anmerkung. Daſſelbe gilt von den Mittelpuncten der um die andere Quaternion 
von Dreiecken (482) beſchriebenen Kreiſe. 

486. Der Mittelpunct des Kreiſes, den man um das im vorigen Satze näher be— 
zeichnete Kreisviereck beſchreibt, fällt mit dem Mittelpuncte des Kreifes um das Ur: 
viered zufammen, 

487. Die Seiten des in 485 näher bezeichneten Kreisvierecks find parallel den- 
Seiten des Urvierecks, feine Diagonalen aber parallel mit den Seiten des WParallelos 
gramm, deffen Eden die Mittelpuncte der um die vier Diagonaldreiede des Urvierecks 
beſchriebenen Kreiſe find. 

88. Hat man ein beliebiges Kreisviered (ABCD Fig. 132) und fällt in jedem 
der vier Dreiede (ABC, ABD, ACD, BCD), vie je zwei Seiten des Urvicreds und 
eine feiner Diagonalen zu Seiten haben, die Höhenperpendifel, fo bilden die gemein— 
ſchaftlichen Durdfchnittspuncte (E, F, G, H) diefer vier Ternionen von 2inien die 
Eden eines Vierecks, welches dem Urvierede congruent iftz alfo auch ein Kreisviercd 
ift, deffen Kreis dem um das Urviereck gleich ift. 

ABGH, AEDH, EFCD, BFCG find Kreiövierede, und darum ABFE, CDHG, 
BCEH, ADFG %arallelogramme. 

489. Wenn man aus den drei Eden eines Dreicds als Mittelpuncten drei reife 
fo befchreibt , daß jeder die beiden andern von außen berührt, und darauf auch aus je 
der Ede einen Kreis, der die beiden der erften Ternion, welche von den beiden andern 
Eden aus befchrieben find, von innen berührt, fo find die zu diefer Iegtern Ternion ge— 
hörigen Kreife von gleiher Größe, 

Frage: Durch welche einfache Gonftruction laffen fi) die Halbmeffer der zur erſten 
Ternion gehörigen Kreife für jedes gegebene Dreied finden ? 

90. Sind in einem Kreisvierede zwei Gegenwinkel rechte, fo ift die Summe 
der Quadrate der vier Diagonalftüde gleih dem Quadrate des Durchmeſſers vermehrt 
um das Quadrat de3 Unterfchiedes von den Segmenten derjenigen Diagonale, welche die 
Spisen der rechten Winfel verbindet. 

491. Bicht man in einem Kreife zwei beliebige Schnen fo, daß fie fi unter rech— 
ten Winkeln ſchneiden, und befhreibt über den vier Segmenten diefer Linien als Durch— 
meffern Kreife,, fo find dieſe zufammen fo groß als der Urfreis, 
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492. Zieht man von einem beliebigen Puncte (A Fig. 133) außerhalb eines Krei— 
fes cine Gerade (AK) fo, daß fie einen verlängerten Durdmeffer (DGK) rechtwinkelig 
ſchneidet, fo ift das Quadrat diefer Linie Fleiner als das Rechteck aus den Scamenten 
(AE, AB) einer beliebigen von cben diefem Puncte nady dem Kreife gezogenen Schnei— 
denden (AEB) und zwar um das Rechteck aus den Segmenten (GK, DK) des Durdy- 
meſſers, die zwifchen feinen Scheiteln und dem Fußpuncte der Senfredten liegen. 

Frage 1. Wie Ändert fi) der Sap, wenn die Senkrechte nit die Verlängerung 
des Durdmeffers , fondern dieſen felbft trifft ? 

Frage 2. Von welchem Satze des fünften Buches kann der vorſtehende als eine Er⸗ 
weiterung angeſehen werden? 

493. Zieht man ſowohl an die beiden Scheitel des Durchmeſſers eines beliebigen 
Halbkreiſes als auch an einen beliebigen dritten Punct Tangenten, und verbindet ihre 
Durchſchnittspuncte (D, E Zig. 119) mit dem Mittelpuncte, fo ftehen diefe beiden Ge— 
raden ſenkrecht auf einander. 

494. Berbindet man dagegen (unter den im vorigen Sage gemachten Borausie- 
Hungen) die Durchſchnittspuncte (D, E) unferer Tangenten mit den Scheiteln des Durch— 
meffers, fol egt der Durdidnittspunct (L) diefer beiden Linien immer auf der Geraden 
(FK), welche man durch den Berührungspunct (F) der dritten Tangente parallel mit 
den beiden erjtern zieht. 

Zuſ. Die Gerade FK wird in dem genannten Puncte L halbirt, 

%. 446. 

495. Bleibt Alles wie bei den beiden vorigen Sägen, jo ift das Rechteck aus den 
beiden Stüden (EF, FD Fig. 119), in welde die dritte Tangente (DE) im Berüh— 
rungspuncte getheilt wird, eine unveränderlihe Größe, wo auch zwiſchen A und B der 
Punct F genommen werden möge, 

496. Die Peripherien aller Kreife, deren Durchmeffer ſolche Stüde von den an eis 
nen andern Kreis gezogenen Tangenten find, welde zwifchen zwei parallelen Tangen— 
ten eben diefes Kreifes liegen, haben immer einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct. 

uf. Diefer Durchſchnittspunct ift der Mittelpunct Des erftern Kreiſes. 

497. Wenn in einem Kreisviered eine der Diagonalen verlängert durd den Durch— 
Idhnittspunct der beiden Tangenten gebt, welde man an die Endpuncte der andern Die: 
gonale zieht, oder mit diefen Tangenten parallel läuft, fo find die Rechtecke aus je zwei 
Gegenfeiten glei). 

259. 

Frage 1. Iſt es gleihaültig, welde der beiden Diagonalen es ift, der die im Sa— 
ge angegebene Eigenſchaft zufommt ? 

Frage 2. In weldem Falle wird die eine Diagonale den an die Endpuncte der 
andern gezogenen Tangenten parallel laufen ? 

uf. Daher ift in einem folden Kreisvierede das Rechteck aus einem Paare Ge’ 
genfeiten halb fo groß, als das Rechteck aus den Diagonalen. 

498. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

499, Zieht man vom Mittelpuncte eines Kreifes nach einem beliebigen Puncte ci= 
ner Schne cine Gerade , fo ift das Quadrat derfelben und das Rechteck aus den beiden 
Abfchnitten der Sehne zufammen jo groß als das Quadrat Des Radius, 

Zrage: Ob der Say auch nod wahr bleibt, wenn man den Punct auf der Ber: 
längerung einer Schne nimmt ? 

uf. Berbindet man daher beliebige Puncte belicbiger Sehnen mit dem Gentro, 
fo ift das Quadrat jeder diefer Berbindenden vermehrt um das Rechteck aus den zugehö— 
rigen Schnenjtüden von unveränderliber Größe, wie aud die Sehnen und die auf ih: 
nen genommenen Puncte ſich von einander unterfcheiden mögen, 

500. Verlängert man die Höhenperpendifel eines fpigmwinfeligen Dreieds über ihre 
Fufpuncte hinaus um die Länge ihrer untern Abſchnitte, fo liegen die Endpuncte diefer 
Berlängerungen im Umfange des um das Dreied beſchriebenen Kreifes. 

Frage: Gilt unfer Sap auch für recht = und jtumpfivinfelige Dreiede ? 

501. Zieht man von dem einen Endpuncte (A Fig. 120) einer beliebigen Sehne 
(AB) einen Durdhmeffer und fällt auf diefen aus dem andern Endpuncte (B) der Schne 
eine Senkrechte, fo ift die Sehne die mittlere Proportionale zwiſchen jeder beliebigen 
andern Schne (AE), die von jenem erften Endpuncte ausläuft, und dem Stüd (AG) 
derfeiben , das zwifdhen eben diefem Gndpuncte und jener Senfredten liegt. 

502. Halbirt man die jehs Winkel, welde die drei Paare zugeorbneter Seiten 
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eines Kreisviereds bilden, fo erhält man in den Halbirenden zwei Ternionen von Pa: 
rallellinien, | 


[2 440. 

503. Iſt der Umfang eines Kreifes in eine beliebige gerade Anzahl gleicher Theile 
getheilt, und man verbindet ein Paar gegenüberliegender Theilpuncte mittelit eines 
Durchmeſſers, von den übrigen Theilpuncten aber je zwei ſolche, weldye gleich weit von 
demſelben Scheitel dieſes Durchmeſſers entfernt find, durch Sehnen, fo verhält fi der 
Durchmeſſer zur Summe aller diefer Schnen, wie die beiden Schnen (AD, AF Fig. 121) 
zu einander, welde man von einem Scheitel des Durdmeffers nah dem nächſten und nad 
fernften Theilpuncte zieht. 


504. Zieht man von einem der Durchſchnittspuncte (A Fig. 122) zweier ſich ſchnei— 
dender Kreife in jedem derfelben eine Sehne (AB, AD) fo, daß ein Stück derfelben 
(AE, AF) Schne des andern Kreifes it, fo verhalten fi Die beiden übrigen Stüde 
(EB, FD) wie die beiden Sehnen (GE, GD) des einen oder des andern Kreiſes (GB, 
GF), die von dem andern Durchſchnittspuncte (G) nad den Endpuncten der vorher ge: 
nannten Schnen gezogen werden. 


505. In jedem fpiswinfeligen Dreiede ift das Quadrat jeder Seite vermehrt um 
das Quadrat vom obern Abſchnitte des zu ihr gehörigen Höbenperpendifels glei dem 
Duadrate des Durchmeſſers des um das Dreieck beſchriebenen Kreiſes. — Fig. 123. 

Zrage: Gilt unfer Say aud für recht- und ftumfwinfelige Dreiede ? 

506. Die durd die Halbirungspuncte der obern Abfchnitte der Winfelhalbirenden 
eines Dreieds gezogenen Senkrechten bilden bei hinreichender Verlängerung ein Dreicd, 
deffen äußerer (d.h. um daffelbe befchriebener) Kreis von gleiher Größe mit dem Kreife 
um das Urdreied ift, 

507. Die Gerade, welde den Halbirungspunct einer Seite eines Dreicds mit 
dem Halbirungspuncte des obern Abfchnittes von dem zu diefer Seite gehörigen Höhen: 
perpendifel verbindet, ift glei dem Halbmeffer des äußern Kreifes, 

Frage: Bon welder befannten Eigenſchaft des rechtwinkeligen Dreicds Fann diefer 
Sas als eine Berallgemeinerung betrachtet werden ? 

508. Die drei Kreife, die fo beſchaffen, daß die Kreislinie eines jeden durch zwei 
Eden und den Höhendurchſchnitt deffelben Dreieds geht, find unter einander und dem um 
das Drreieck befehriebenen Kreife gleich. 

509. Bieht man von einem Puncte (A Fig. 124) außerhalb eines Kreiſes an dens 
felben zwei Berührende und zwei Schneidende, von denen die eine durd den Mittelpunct 
geht, und verbindet den Durchſchnittspunct (H) zwijchen diefer und der Berührungs— 
fehbne (BD) mit den Puncten (F, G), in denen die andere Schneidende (AF) dem Um— 
Freife begegnet, fo wird der von diefen beiden Geraden gebildete Winkel (FHG) durch 
die Berührungöfehne halbirt, 


510. Bleibt Alles wie beim vorigen Sage, fo ift aud das Rechteck aus den bei 
den Geraden, welche den Halbirungspunct der Mittelfehne mit den Durchſchnittspuncten 
der andern Schneidenden verbinden, gleih dem Quadrate der halben Mittelſehne. 


511. Zieht man in einem Sreife einen feiner Durdmeffer und von cinem beliebi— 
gen Puncte deffelben,, der nicht der Mittelpunct ift, nad) dem Umfreife Linienpaare, fo 
daß jedes zufammengebhörige Paar in demfelben Halbfreife liegt und mit dem Durchmeſ— 
fer gleihe Winfel bildet, fo haben die Geraden, melde die Endpuncte dieſer Kinien- 
paare verbinden, bei hinreichender Berlängerung ſtets einen gemeinfchaftliden Durch— 
ſchnittspunct. 

Fig. 124. 

512. Bleibt Alles wie bei den drei vorhergehenden Sägen und man zieht noch 
die Halbmeffer (CF, CG) nad den Durdfchnittspuncten (F, G) der zweiten Schnei— 
denden, jo bilden diefe mit den von eben diefen Puncten nad dem Halbirungspuncte der 
Berührungsfchne gezogenen Geraden Winfel (CFH, CGH), die nidt nur unter ein— 
ander, fondern au dem Winfel (FAE) gleich find, weldyen die beiden Schneidenden mit 
einander machen. ‚ 

513. Bieht man durd den Halbirungspunct (H Fig. 124) eines Halbmeffers (CL) 
eine Sehne (BD) unter rechten Winkeln, an deren Endpuncte Tangenten, die man bis 
zum gegenfeitigen Durchſchnitt verlängert, und von diefem Durchſchnittspuncte (A) eine 
beliebige den Kreis fhneidende Gerade (AF), fo ift das innerhalb des Kreifes liegende 
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Stück derfelben (FG) doppelt fo groß als der Unterſchied der beiden Geraden (FH, GH), 
welche die Endpuncte diefes Stüds mit dem Halbirungspuncte des Halbmeffers verbihren, 
Anmerkung. Der Sat läßt fich veralfgemeinern. 

514. Bicht man durd den Halbirungspunct (D Fig. 125) einer Schne (AB) eine 
zweite (EF), die nicht ſenkrecht auf ihr fteht, und an die Endpuncte diefer zweiten Tan— 
aenten, fo find Die durch diefe legtern begränzten Berlängerungen (AG, BB) der erften 
Schne von aleider Länge. 

515. Verbindet man die FZußpuncte der Höhenperpendifel eines fpiswinfeligen Drei- 
ecks und befchreibt um das fo entitandene Dreieck einen Kreis, jo geht deffen Umkreis 
durch die — — der Seiten des Urdreiecks. Fig. 126. 

256. — 1 » 

516. Die Peripherie des im vorigen Sage genannten Kreifes gebt auch durch die 

Halbirungspuncte der obern Abſchnitte von den Höhenperpendifeln des Urdreiecks. 
A LFG gleichſchenkelig. (Fig. 126). 

517. Der Halbmeffer des genannten Sreifes ift halb fo groß ald der Nadius vom 

äußern Kreiſe des Urdreieds. i 
%. 507. 

518. Fällt man in einem fpiswinkeligen Dreiede die Höhenperpendifel , verbindet 
deren Zußpuncte, und befehreibt um jedes der vier Dreiecke, in welde dadurd das Ur— 
dreic® zerlegt wird, einen Kreis, fo liegen die Mittelpuncte der drei zu den äußern 
we gehörigen Kreife in der Peripherie des Kreifes, der um das mittlere beſchrie— 
en ift, 

519. Der Mittelpunct (O Fig. 126) des Kreiſes, deffen Peripherie durd die 
Fußpuncte der Höhenperpendifel eines ſpitzwinkeligen Dreiecks gebt, liegt mit Dem Mit: 
telpuncte des zu lehterem gehörigen äußern Kreifes (M) und deffen Höhendurchſchnitt (G) 
in einer geraden Linie und zwar in gleicher Entfernung von ihnen. 


520. Iſt in einem Dreicde (ABC Fig. 127) das Quadrat einer Seite (AC) glei) 
dem Quadrate einer zweiten (BC) vermehrt um das Rechteck aus eben diefer zweiten 
und der dritten, fo ift der von der erften und dritten Seite eingefchloffene Winfel (BAC) 
dreimal fo Flein als der der dritten Seite gegenüberliegende Außenwinkel (BED). 

BF | EGCC— A CHB gleichfchenkelig. 

521. Zieht man von einem der Scheitel (A) eines Kreisdurchmeſſers (AB Fig. 128) 
ein Paar beliebiger Sehnen (AD, AE), verbindet ihre Endpuncte, verlängert dieſe Ge— 
rade bis zum Durchſchnitt mit der an den andern Scheitel (B) des genannten Durchmeſ— 
ſers gezogenen Tangente (in F) und zieht von diefem Puncte (F) eine Gerade durch den 
Mittelpunct, fo find die Stüde (OJ, CK) derfelben,, welde zwifchen dem Mittelpuncte 
und den beiden zuerft genannten Sehnen liegen, von gleicher Länge. 

EO || FG — CL | DE. — BLME £teiöviercd. 

522. Die Zußpuncte der drei Senkrechten, die man aus einem beliebigen Puncte 
der Peripherie des um ein Dreick befhpriebenen Kreifes auf deffen Seiten fällt, liegen 
in einer geraden Linie, 

Anmerkung. Der Sat läft fich mehrfach erweitern. 
&. Gergonne Annal, de M. XIV, p. 280 eqgq., und Crelle Jonrnal 1, p. 51 sqgq. 

523. Zällt man aus einer der Spisen (D Fig. 129) eines Kreiswiereds, in wel 
chem fi die Diagonalen unter rechten Winkeln ſchneiden, auf die von der Gegenecke 
(B) auslaufenden Seiten Senfrehte, fo liegen nicht nur deren Zußpuncte mit dem Durch— 
Ihnittspunct der Diagonalen in einer geraden Linie, fondern es find auch die zwiſchen 
den Diagonalen enthaltenen Stüde diefer Senkrechten einzeln gleich denjenigen Vierecks— 
feiten, mit denen fie zwar von demfelben Endpuncte der Diagonale auslaufen, aber auf 
verfehiedenen Seiten derfelben liegen (DH = DC, DJ = DA). 

524. Wenn von zwei Schnen (AD, AH Fig. 130), die beide won demjelben 
Puncte (A) auslaufen, die eine (AH) den Supplementarbogen (DHB) der andern (AD) 
balbirt, fo ift fie die mittlere Proportionale zwifhen dem um die andere Sehne (AD) 
verlängerten Durdmeffer und zwiſchen dem Radius, 

uf. Es ift BH, = BC,.(BA — AD). 

525. Schneidet man auf den beiderfeitigen Verlängerungen eines Kreisdurdmef- 
ferö zwei Stüde (EB, FD Fig. 131) von beliebiger aber gleiher Länge ab, zieht von 
einem der Durchſchnittspuncte eine Tangente (BA), fällt aus dem Berührungspuncte 
eine Senkrechte (AG) auf den Durdmeffer, und nimmmt CH = CG, fo ijt für jeden 
belicbigen Punct (I) im Umkreiſe das Verhältniß feiner Entfernungen von dem einen 
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Paare (B, D) der vier Puncte (B, D, G, H) glei dem Berhältniffe der Entfernun- 
gen vom andern Paarc (G, B). 

526. Schneiden fi) in einem Sreiövierede zwei zugeordnete Seiten unter rechten 
Winkeln, fo liegt diefer Durchſchnittspunct mit dem Mittelpuncte des Kreifes und dem 
Mittelpuncte der mittlern Entfernungen (X. 325) in einer geraden Linie und zwar der 
letztere in gleiher Entfernung von den beiden andern. 

Frage: Läßt fi der Sag umkehren? 

527. Schneiden fi in einem Sreiövierede cin Paar zugeordneter Seiten unter 
rechten Winkeln, fo ift die Entfernung diefes ihres Durdfchnittspunctes vom Mittelpuns 
cte des umfchriebenen Kreifes glei der Entfernung der Halbirungspuncte diefes Seiten— 
paares von einander, 

528. Haben zwei Kreife eine ſolche gegenfeitige Lage, daß die Peripherie eines 
von ihnen durch den Mittelpunct des andern gebt, und man zieht eine Gerade (ADEB 
Fig. 134) fo, daß fie beide Kreife ſchneidet und parallel mit deren Are ift, fo hat die 
Summe der beiden Segmente (AD, BE), weldye nit beiden Kreifen zugleich angehö— 
ren, eine conftante Größe — fie ift dem Durqhmeſſer des Kreifes glei, deffen Peri- 
pherie durch den Mittelpunct des andern Kreifes geht. 

Frage: Bon welchem frühern Sage diefes Anhanges kann der vorjtehende ald eine 
Erweiterung angejehen werden ? 

529. Schneiden ſich zwei Sreife und werden beide von einer dritten Geraden 
(DEFGH Fig. 135) gefchnitten, fo And die vier Segmente (DE, EF, FG, GH), in 
welche diefe Linie in ihren Durchſchnittspuncten mit den Peripherieen beider Kreife und 
deren gemeinſchaftlicher Sehne getheilt wird, immer fo beſchaffen, daß das Rechteck aus 
dem erften und dritten gleich ift dem Rechteck aus dem zweiten und vierten (DE,FG = 
EF,GH). 

530. Bicht man in einem Kreiſe (ADBK Fig. 136) eine beliebige Sehne (AB), 
und beihreibt von dem Halbirungspuncte (K) eines der zu ihr gehörigen Bogen (AEB) 
einen zweiten Kreis, der die gezogene Sehne mit dem erjtern gemeinſchaftlich bat, fo 
ift derjenige Bogen (AJOB) dieſes zweiten Kreifes, welder nicht auf derfelben Seite 
der gemeinſchaftlichen Schne mit dem Mittelpuncte liegt, der geometriſche Drt für die 
Mittelpuncte aller innern Kreiſe für die Dreiede, weldde in dem Abſchnitt (ADSBA) des 
erjten Kreifes ftehen, der nit den Mittelpunct des zweiten enthält. 

+ 4 + A 

531. Zieht man in dem um ein Dreieck befchriebenen Kreife eine Schne durch 
den Mittelpunct (O) des innern Kreiſes, fo iſt das Rechteck aus den beiden Segmenten, 
in welde diefer Punct die Schne theilt, doppelt fo groß als das Rechteck aus den Halb» 
mejfern der genannten Kreiſe. Fig. 136%, 

Bew. DG-DK = DA,DO, oder DG,KH + DG,DH = D0,0A + DO, ; 
aber DO,=DB, (X. 530) = DG,DH (87, 3uf. 1) alfo DG,KH = DO,OA. 

Zuſ. 1. Daher ift, wenn d die Entfernung der Mittelpuncte beider Kreife, Rden 
Nadius des dußern, r den des innern Kreiſes bezeihnet, d? = R?— 2Rr. 

Der oM.+ AO,OD = AM, (X. 499), alfo d—R?_ AO.OD=R? 
— Kr. 

uf. 2. Daher ift bei jedem Dreiede, in weldem die Mittelpuncte des äußern und 
innern Kreifes nicht zufammenfallen, der Halbmeffer des äußern größer ald der Durch— 
meffer des Innern. 

532. Erflärung. Es it befannt und folgt unmittelbar au Sägen, die im 
Anhange zum erften Bude abgehandelt worden find, daß für jedes Dreieck ſich vier Kreife 
conftruiren Laffen, von denen jeder alle drei Seiten des Dreiecks berührt. Einer derfel- 
ben liegt immer ganz innerhalb des Dreicds, er fol daher innerer B erührungs— 
kreis oder auch ſchlechthin innerer Kreis genannt werden; die drei übrigen lie- 
gen ganz außerhalb des Dreieds, und führen daher mit Recht den Namen äußerer 
B erüh rungskreiſez jeder derſelben berührt nur eine Dreiecksſeite ſelbſt, die übri— 
gen in ihren Verlängerungen, wir wollen ihn daher künftig den jener erſten Seite z u— 
gehörigen Äufern Berührungskreis nennen. 

533. Bicht man in einem Kreife (AKBD Fig. 136) eine beliebige Schne (AB), 
beſchreibt von dem Halbirungspuncte (K) eines der zu ihr gehörigen Bogen (AKB) als 
Mittelpunct einen zweiten Kreis, der mit dem erjtern die ‚gezogene Schne gemeinſchaft⸗ 
lich hat, fo iſt derjenige Bogen (ACF B) diefes zweiten Kreifes, welder mit dem Mits 
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telpuncte auf derfelben Seite der gemeinfdhaftlihen Schne liegt, der geometrifche Drt 
für die Mittelpuncte aller derjenigen äußern Berührungsfreife, die zu Dreieden gehören, 
welche in dem Abſchnitte CADSBA) des erften Kreifes ftehen, der den Mittelpunct des 
zweiten nicht enthält, und zwar die der gemeinſchaftlichen Seite (AB) zugehörigen äußern 
Berührungsfreife (X. 532) find, 

W. CAO — %° xc, 

534. Bicht man von dem Mittelpuncte eines der dußern Berührungskreiſe eines 
Dreicds eine Schneidende an den um das Dreieck befdpriebenen Kreis, jo it das Recht— 
cd aus der. ganzen Linie und ihrem äußern Segemente doppelt fo groß als das Rechteck 
aus den Halbmefjern der genannten Kreife. 

Bew. Ganz ähnlih dem für X. 531. 

uf. Daher ift, wenn d’ die Entfernung beider Mittelpuncte, und R den Radius des 
umſchriebenen, r’ aber den des äußern Berührungsfreifes bezeihnet: d?—=R?—+2R.r‘. 

Bew. Ganz ähnlid dem für U. 531, Zuſ. 1. 

535. Beſchreibt man in denfelben Kreisabſchnitt eine beliebige Menge von Dreie: 
Ken, und für jedes derfeiben ſowohl feinen innern als den der gemeinſchaftlichen Seite 
zugehörigen äußern Berührungskreis, fo ift die Entfernung der beiden Mittelpuncte für 
alle Diefe zufammengehörigen Kreispaare eine conftante Größe. 

Big. 136. 

536. Der Berührungspunct des innern Kreifes eines Dreicdd mit einer der Sei— 
ten, und der Berührungspunct des eben diefer Seite zugehörigen äußern Berührungs- 
freifes mit ihr find gleich weit von den Endpuncten diefer Seite entfernt. — 

Big. 136. UZ = Z0. 

537. Die vier Mittelpuncte der Berührumgöfreife jedes Dreiecks haben cine ſolche 
gegenfeitige Lage, daß das Quadrat der Entfernung irgend zweier von einander ver— 
mehrt um das Quadrat der Entfernung der beiden andern eine conftante Größe iſt — 
nämlich gleih dem Quadrate vom doppelten Durdhmeffer des dem Dreieck zugehörigen 
äußern Kreifes, z 

A. 505. un %. 517. 

538. Hat man ein beliebiges Dreied und beſchreibt drei Streife fo, daß jeder durch 
zwei feiner Eden und. den Mittelpunct feines innern Kreifes gebt, fo 

nen die Mittelpuncte derfelben im Umfange des zum Dreiede gehörigen äußern 
reijes 5 
2) die Quadrate der drei Halbmeffer zufammen find gleihflähig dem Rechtecke, aus 
dem Radius des äußern Kreifes und dem Ueberfhuß der Summe der Halbmeffer 
der drei dufern Berübrungsfreife über das Dreifahe vom Halbmeffer des innern. 
Der erfte Theil unferes Sage: folgt unmittelbar aus A. 506. — Der zweite 
läßt ſich herleiten aus 93, angewandt auf Dr. CMO (Fig. 136) und auf die 
beiden entſprechenden Dreiede für die beiden andern Kreife, verbunden mit 
% 531 und A. 534. 

539. Berbindet man den Mittelpunct des innern Kreifes eines Dreieds mit dem 
Berührungspuncte einer der Seiten und verlängert diefe Gerade über den legtern Punct 
hinaus, bis fie zum zweitenmal die Peripherie des Kreiſes ſchneidet, welcher durch die 
Endpuncte der genannten Seite und den genannten Mittelpunct geht, fo it diefe Ver— 
we gleich dem Halbmeffer des eben diefer Seite zugehörigen äußern Berührungs- 
reiſes. 

A. 536. 

540. Zieht man in den drei aͤußern Berührungskreiſen eines Dreiecks die Halb— 
meſſer nady den Berührungspuncten der ihnen zugehörigen Seiten, fo ſchneiden fidy die— 
felben bei hinreihhender Verlängerung in einem und demfelben Puncte, in demjenigen 
nämlich, der glei weit von den drei genannten Mittelpuncten entfernt ift. 

FO = GE (Zig. 137) — X. 72. , 

541. Jedes Höhenperpendifel eines fpiswinkeligen Dreicds wird in dem gemein- 
ſchaftlichen Durchſchnittspuncte mit den beiden andern in zwei ſolche Segmente getheilt, 
daß das Rechteck aus ihnen doppelt fo groß ift, ald das Rechteck aus dem Halbmeffer 
des Äufern Kreifes und dem Halbmeffer des Kreifes, der in das durd die Zußpuncte 
der genannten Höhenperpendifel beftimmte Dreieck beſchrieben wird, 

Fig. 138. A DOK w A BCG. — GC = DO. 

542. In jedem rechtwinkeligen Dreiede ift die Summe der Gatheten um den Durch⸗ 

meſſer des eingeſchriebenen Kreifes größer ald die Hypotenuſe. 


— 
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543. In jedem redhtwinfeligen Dreiede ift, 

1) der Halbmeffer des einer Gathete zugehörigen dußern Berührungsfreifes Fleiner als 

die Gathete felbft und zwar um den Dalbmeffer des innern Kreifes 5 

2) dagegen ift der Nadius des der Hnpotenufe zugehörigen äußern Berührungskreis 
ſes um eben diefen innern Dalbmeffer größer als die Hypotenuſe jelbft, und daber 

3) der Radius des der Hypotenufe zugehörigen äußern Berubrungsfreifes fo groß 
als die Halbmeffer der drei übrigen Berührungsfreife zuſammen. 

544. Iſt ein in einen Kreis beſchriebenes Schöed fo beſchaffen, daß eine der 
Diagonalen , weldhe zwei Gegeneden verbinden, mit den ihr gegenüberliegenden Gegen= 
feiten einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct hat, fo liegen folgende Durdfäpnitts- 
puncte in gerader Linie: 

4) von den beiden übrigen Diagonalen, welde Gegeneden verbinden ; 
2) von je zwei folden Diagonalen, die von den Endpuncten der in Rede ftehenden 

auslaufen und auf derfelben Seite derfelben liegen 5 

3) von je zwei Seiten, die von den Endpuncten der in Nede ftehenden Diagonale aus— 
laufen und auf derfelben Seite von ihr liegen, endlid) 

4) von den beiden Diagonalen, die zwar Feine Gegeneden verbinden, aber auch kei— 
nen Endpunct mit der in Rede ftchenden Diagonale gemeinſchaftlich haben. 

260. — =: 336 und 337. 


545. Hat man ein beliebiges Dreied (ABC Fig. 139) und beſchreibt drei Kreiſe 
fo, daß jeder eine Dreiedöfeite zur Schne und eine zweite zur Zangente hat, nämlich 
der erfte Kreis die erjte Seite zur Sehne und die zweite zur Tangente, der zweite die 
zweite Seite zur Sehne und die dritte zur Tangente, der dritte endlich die dritte Seite zur 
Sehne und die erfte zur Tangente, jo haben diefe drei Kreife ftets einen gemeinſchaftli— 
hen — — 

247. 


Anmerkung. Da man den erſten Kreis auch ſo conſtruiren könnte, daß er die erſte 
Dreiecksſeite zur Seite, und nicht Die zweite, ſondern die letzte zur Tangente hätte, 
und demgemäß die, beiden andern Kreife, To fieht man, daß für Jedes Dreieck zwei 
Ternionen von Kreifen unter den genannten Bedingungen fich conftruiren faffen. 


546. Bicht man in dem Dreiek die Tranöverfalen (AD, BE, CF Fig. 139), 
welche durd den gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct (G) unferer drei Kreife geben, fo 
1) werden durdy fie die Dreiedöwinfel fo getheilt, daß drei diefer Stüde von gleicher 

Größe find (WM, BAD = CBE = ACF), 

2) Die Transverſalen felbit fohneiden fih unter Winkeln, welche einzeln den Dreiecks— 
winfeln gleich find. 

Frage: Wie Iaffen fidy die drei gleichen Winkel in Worten, unabhängig von einer . 
- Zigur, bezeichnen ? 

547. Zieht man von einem beliebigen Puncte (K) im Umfange eines unferer drei 
Kreife zwei Sehnen nach den beiden diefer Peripherie angehörigen Dreicdsfpisen (A, B) 
und verlängert diefelben bis fie die Peripherieen der beiden andern Kreife zum zweiten= 
mal ſchneiden, fo liegen diefe letztern Durchſchnittspuncte (L, M) ſtets in gerader Linie 
mit der dritten Dreiedsfpige (C), und das fo entjtandene Dreieck (KLM) ift dem Ur: 
dreieck ähnlich. 

548. Die Winkel (KAB, LBC, MCA), welche die Seiten des neuen Dreiecks 
(RKLM) mit denen des Urdreieds bilden, find von gleiher Größe, und mithin audy die 
Winkel unter einander glei, welde die Seiten des neuen Dreicds mit den Transver: 
falen bilden (W. KAD = LBE = MCF). 

549. Umgefehrt, zieht man dur die Eden des Urdreiecks gerade Linien fo, daß 
fie auf gleichmäßige Weife gleihe Winkel mit den Seiten des Dreiecks bilden (W. KAR 
— LBC = MCA), fo bilden fie bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt verlängert ein dem 
Urdreick ähnliches Dreieck, deffen Spigen einzeln auf den Periphericen unferer drei Kreife 
liegen. 

550. Beſchreibt man für irgend eines der Dreiede, die man auf dic im Vorigen 
angegebene Weife erhält, wie z. B. KLM (Fig. 139) drei Kreiſe, welde zu ihm in 
derfeiben Bezichung ftehen, wie die Kreife des Urdreieds zu diefem, d. h. alfo, daß der 
erfte die erfte Seite zur Schne und die zweite zur Tangente ıc. bat, fo haben auch dicfe 
drei Kreiſe denfelben gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct (G), wie die drei Kreife des 


Urdreiecks. 


W. AMG = ACG ꝛc. 
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uf. Daber haben alle die unendlich vielen unter einander und dem Urdreiecke äbns 
lihen Dreiecke, deffen Seiten durd die Ecken des Urdreichs gehen, und deren Spisen 
auf den Umfängen unferer drei Kreiſe liegen, den Durchſchnittspunct (G) diefer Iegtern 
zum gemeinfbaftliben Aehnlichkeitspunct. 

551. Das größte unter allen diefen, im vorigen Satze näher bezeichneten, Dreie— 
den ift dasjenige, deffen Seiten einzeln ſenkrecht auf den Transverfalen ftehen, die durch 
den gemeinfchaftlihen Durchſchnittspunct unferer drei Kreife gehen, 

Beweis, Denn in diefem Zalle werden die Sehnen GK, GL, GM Durdmeffer, 

552. Dieſes größte Dreieck ift fo groß als das Urdreieck und dasjenige (HIN), 
deffen Seiten einzeln fenfredt auf den Seiten des Urdreiecks ftchen, zufammen. 


Beweis. Denn Jg = JG + 064 ic. 

553. Bieht man durch die Eden des Urdreieds Gerade AO, BP, CQ (Fig. 139) 
ſo, daß W. BAO = CBP = ACQ = 2. BAD, fo ift das von diefen Linien gebil- 
dete Dreieck OPQ dem Ürdreied congruent, 

EG = PG. , J 

554. Sicht man durch die Spitzen eines beliebigen Dreiecks gerade Linien fo, daß 
fie die Gegenfeiten oder deren Berlängerungen unter beliebigen aber gleichen ſchiefen 
Winkeln ſchneiden, oder, was auf dafjeibe hinausfömmt, daß fie mit den Höhenperpen= 
dikeln des Dreiecks, mit welden fie von derjelben Dreiedsfpige auslaufen, gleihmäßig 
gleiche Winkel bilden, (KAD — HBE = JCF Fig. 140) und verlängert diefelben bis 
zum gegenfeitigen Durchſchnitt, fo. 

1) it das fo entftandene Dreick dem Urdreieck ähnlich; 

2) deffen Eden liegen einzeln auf den Umfängen der drei gleichen (X. 508) Kreife, 
von denen jeder durch zwei Spigen und den Höhendurchſchnitt des Urdreicds geht. 
555. Don jedem ber ähnlichen Dreiecke, welche man auf die im vorigen Satze an= 

gegebene Weife erhalten Fann, haben die drei Eden gleiche Entfernung vom Höhendurch— 
ſchnitt Des Urdreiecks. 
245, 3. 6. 

Zuſ. Alle die unendlich vielen unter ſich und dem Urdreieck ähnlichen Dreiecke, die 
man auf die mehr erwähnte Weiſe erhalten kann, haben alſo in dem Höhendurchſchnitt 
des Urdreiecks einen gemeinſchaftlichen Aehnlichkeitspunct. 

556. Das größte unter alten diefen Dreiecken ift dasjenige, deffen Seiten einzeln 
fenfredpt auf den Höhen des Urdreicds ftchen, und folglid mit deffen Seiten parallel 
laufen. 
Beweis, Der Halbmeffer feines Außern Kreifes ift größer ald der jedes andern 
Dreiecks. 

Zuſ. Der Flächenraum dieſes größten Dreiecks iſt das Vierfache vom Inhalte des 

Urdreiecks. 
557. Bicht man durch die Eden eines Dreiecks gerade Linien fo, daß jede von ih— 
nen die Gegenfeite unter Winkeln von 69° gleihmäpig ſchneidet, fo bilden diefelben, bis 
zum gegenfeitigen Durchſchnitt verlängert, ein Dreieck (LMN Fig. 140), welches dem 
Urdreiecke congruent ift. | 

Beweis. Wenn O der Mittelpunct des äußern Kreifes für dad Urdreicd und OR, 

GS5 ſenkrecht auf BC und ML gezogen werden, fo ijt 
OBR = EBA (%. 72) = FCA = GMS, alſo 
ABOR ® AMGS, alfo GM =OB, alfo die äußern Kreiſe der bei— 
den ähnlichen Dreiede ABC und LMN gleich, daher fie congruent. 

558. Zieht man durd die Spigen eines beliebigen Dreiecks gerade Linien fo, daß 
fie die Gegenfeiten oder deren Berlängerungen gleihmäßig unter Winkeln ſchneiden, von 
denen jeder die Hälfte eines Rechten, fo bilden diefelben, bis zum gegenfeitigen Durch— 
ſchnitt verlängert, ein Dreieck, welches doppelt fo groß als das Urdreieck ift, 

559. Zieht man in einem beliebigen Dreiede diejenigen Transverſalen, welde die 
Gegenfeiten (der Eden, durd melde fie gehen) gleichmaͤßig unter Winkeln fchneiden, 
von denen jeder gleich ift dem dritten Theile eines Rechten, fo bilden diefelben bei hin— 
reihender Verlängerung ein Dreieck, weldyes dreimal fo groß ald das Urdreied iſt. 

Anmerkung. Die Beweiſe für dieſen und den vorhergehenden Sag find dem in 
557 mitgeiheilten ganz ähnlich. — 
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560. Zieht man in einem beliebigen Dreiede zwei Ternionen von Scheitellinien 
fo, daß jede gleiche Winkel mit den Höhenperpenditeln gleihmäßig bildet, und der Win- 
fel der einen Ternion dad Gomplement vom Winfel der andern it, fo ift die Summe 
der von diefen Transverfalen gebildeten beiden Dreiede eine conftante Größe, nämlid 
viermal fo groß als das Urdreieck. 

tg zum Beweife. Nennt man die Radien der Außern Kreife unferer beiden 
Dreicde R’, R’, den Radius vom äußern Kreife des Urdreieds R, fo läßt ſich mit der 
größten Leichtigkeit darthun, daß: R/’2 + R’2 — 4 R?. 

Aumerfung. E3 ergiebt fich alfo hieraus der bemerkenswerthe Umftand, daß man 
bei unfern in Rede ſtehenden Dreieden an Slächenraum nichts verliert, man mag ei: 
nen rechten Winkel an die bbenyerpenditer des Urdrelecks anlegen, oder denfelben in 


wei betiebige Stüde theilen, und dieſe einzeln anlegen. Denn die beiden lehtern 
Dreiede zufanımen find fo groß ald das erſte. 


561. Haben drei Kreife eine ſolche Lage gegen einander, daß jeder die beiden an« 
dern von außen berührt, und man verbindet die Mittelpuncte zweier, verlängert diefe 
Gerade bis zum Durchſchnitt mit derjenigen, welche die Berührungspuncte eben dieſer 
beiden Kreife mit dem dritten verbindet , fo 

1) verhalten fi) die Entfernungen der Mittelpuncte der genannten Kreife, von jenem 
Durchſchnittspuncte wie ihre Halbmeffer. 

2) Das Stüf der Are unferer beiden Kreife zwifhen ihrem Berübrungspunct und 
dem erwähnten Durchſchnittspunct ift die mittlere Proportionale zwiſchen den Stüden 
der andern Geraden, welde vom Durchſchnittspuncte mit der erften aus durch den 
einen und andern der Berührungspuncte, durch melde fie hindurchgeht, gebildet 
werden. 

562. Erflärung. Bieht man in der Ebene eines Kreifes eine beliebige Gerade, 
und auf fie eine Senfrehte aus dem Mittelpuncte, fo heißt derjenige Punct diefer letz— 
tern oder ihrer Über den Fufpunct hinausgehenden Berlängerung, welder um die Länge 
der dritten Proportionale zu ihr und dem SKreishalbmeffer vom Mittelpuncte entfernt 
ijt, der zur erftern Geraden gehörige Pol, die Gerade felbft heißt in Beziehung auf 
diefen Punct deffen Polare. ’ 

u ANIMErEUNG, Einige feand iſche Mathematiker, von denen überhaupt diefe Aug: 
drücke in die Geometrie eingeführt worden put, nennen den Bunct der Polare, in wel 
chem fie von der aus dem Mittelpuncte auf fie gefällten Senkrechten aefchnitten wird, 
und, den zu ihre gehörigen Pot zuſammen conjugirte Pole, und fagen: zwel Puns 
etc heißen conjugirte Pole eines Kreifes, wenn fie_ mit ihm in derſelben Ebene, mit 
deffen Mittelpunet in gerader Linie, auf einerlei Seite, und in folchen Entfernungen 
von lehterem liegen, däß der Kreishalbnieffer die mittlere Broportionale zwiſchen diefen 
it. Eine Gerade durch einen der Pole fenkrecht auf die erhindungslinie beider Pole 
gezogen, heist die Polare des andern Polis. 

3uf. 1. Zu jeder Geraden ald Polare läßt fid) leicht der zugehörige Pol finden, 
und umgekehrt, 

uf. 2. Dede Gerade in der Ebene cine Kreifes bat al Polare nur einen eins 
zigen Pol, und zu jedem Puncte in der Ebene eines Kreifes ald Pol gehört nur eine 
einzige Gerade als Polare. 

Zuſ. 3. Liegt der eine zweier conjugirten Pole innerhalb des Kreiſes, jo liegt der 
andere notwendig außerhalb, und umgekehrt; oder liegt die Polare außerhalb des Krei— 
feö, fo liegt ihr Pol innerhalb deſſelben, und umgefchrt. 

uf. 4. Liegt dagegen einer der Pole im Umkreife, fo muß aud der andere da— 
felbft liegen, oder, jeder Punct im Umfreife ift fein eigner conjugirter Pol. Die einem 
Puncte im Umfange als Pol zugehörige Polare ift die durch diefen Punct gehende Tan- 
gente. 

Frage: Kann ein Kreisdurchmeſſer auch als Polare betrachtet werden? 


563. Hat man zwei Paare zugeordneter Pole (P, N und Q, O Fig. 141) und 
verbindet die gleihnamigen d. 5. die innern und die dußern unter einander, fo find diefe 
beiden Geraden (PQ, NO) ſtets antiparallel zu einander, und umgekehrt, 


564. Jede Gerade (PQ Fig. 141), welche die zu zwei beliebigen andern -(AB, 

DE) gehörigen Pole (P, Q) verbindet, ift die Polare, ‚zu welder der Durchſchnitts— 
punct (F) diefer legtern als Pol gehört, und umgekehrt der Durbichnittspunct zwei be- 

liebiger Polaren ift der Pol, zu welder die Gerade als Polare gehört, weldye die zuge: 
börigen Pole jener verbindet, 

Zrage: Wie wird es mit unferm Sage in dem Falle, wo die beiden in Rede fte- 
benden Geraden (AB, DE) parallel laufen ? 

uf. 1. Liegen daher mehrere Pole in einer geraden Linie, fo müffen die zugehöri: 

v. Swinden Geometrie. 16 


242 Andang zum fünften, jechften und fiebenten Bude. 


gen Polaren entweder einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct haben, oder unter ein— 
ander parallel fein, ’ 
A. 562, 3. 2. * 

Zuſ. 2. Umgekehrt, haben mehrere Gerade einen gemeinſchaftlichen Durchſchnitts— 
punct oder find parallel, fo liegen ihre zugehörigen Pole in einer geraden Linie, 

565. Iſt der Durdfchnittspunct (F Fig. 141) zweier Geraden der Pol einer drit- 
ten (LM), fo gebt diefe durch die zu den beiden erften gehörigen Pole, 

566. Erklärung. Gin Winfel heißt um cinen Kreis beſchrieben, wenn feine 
beiden Schenkel denfelben berühren. 

Anmerfung. Iſt bei einem ſolchen Winkel von derfänge feiner Schenfet die Rede, 
[B 5 man die Stüdfe derfeiben, zwiihen den Berührungspuncten und dem 

567. Der Scheitel jedes um einen Kreis befchriebenen Winkels und der Halbirungs- 
punct der zu ihm gehörigen Berührungsſehne find conjugirte Pole z und die Berührungs— 
ſehne ſelbſt it die Polare zu dem Scheitel des umfbricbeneh Winkels als Pol. 

568. Liegen die Scheitel einer beliebigen Menge von Winfeln, die um denfelben 
Kreis befhrieben find, in einer geraden Linie, jo haben ihre Berührungsfehnen einen 
gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct oder find parallel. ü 

* ! + ’ 

569. Umgekehrt, haben die Berührungsfehnen, die zu mehrern um einen Kreis 
befepriebenen Winkeln gehören, einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct, oder find fic 
paraltel, fo liegen die Scheitel diefer legtern in einer geraden Linie, 

570. Zieht man von einem Puncte außerhalb eines Kreiſes nach demſelben ein 
Paar Schneidende, ſo iſt die dieſem Puncte gehörige Polare diejenige Gerade, welche 
die beiden innerhalb des Kreiſes befindlichen Puncte jener beiden Schneidenden verbindet, 
dur) — deren harmoniſche Theilung zu Stande gebracht wird. 


Anmerkung. Solche innerhalb des: Kreiſes gelegene Puncte von geraden Linien, 
die von befiinimten Puncten außerhalb ald Schneidende an ihn gezogen find , wollen 
wir der Kürze halber innere Harmonikalpuncte, die Puncte, von denen fie 
auslaufen, Außere Harmonifalpuncte nennen. N 

571. Nimmt man außerhalb eines Kreifes eine beliebige Anzahl von Puncten, die 
auf einer geraden Linie liegen und zieht von jedem derfelben ein Paar belicbiger Se— 
canten, fo haben die Geraden, weldye die innern Harmonifalpuncte jedes Paares ver: 
binden, entweder einen gemeinſchaftlichen Durchſchniittspunct oder find parallel. 

572. Umkehrung des vorigen Lehrfages. 

573. Hat man zwei beliebige Kreife (C und K Fig. 142), zieht in ihnen meh— 
rere Paare paralleler Halbmeffer fo, daß alle Paare zugleidy entweder auf derfelben Seite 
der Axe liegen (CO, KN, und CE, KF x.) oder auf verfhiedenen Seiten derfelben 
(CG, KH, und CL, KM :c.), fo haben die Geraden ON, El’ :c,, jo wie GH, 
LM ꝛc. einen gemeinfhaftlichen auf der Are der Kreife liegenden Durchſchnittspunct. 

A. 309 und 310. 

574. Umgekehrt, zieht man durd einen der fo erhaltenen Durchſchnittspuncte (A, 
J) eine beliebige beide Kreife ſchneidende Gerade, fo werden durd die Durdfchnittspun- 
cte zwei Paare paralleler Halbmeffer beftimmt, . 

575. Liegt jeder der beiden Streife außerhalb des andern und man zicht von einem 
unferer in Rede ftehenden Puncte (A, J Fig. 142) an einen derfelben eine Tangente, 
(AR, JU), jo berührt diefe auch ftets den andern Kreis, 

Bew, Denn fie ift auch vom Mittelpuncte des zweiten Kreiſes, um die Länge des 
Halbmefferd entfernt. *22 

Anmerkung 1. Unſere beiden Puncte find alſo bei dieſer Enge der reife keine an: 
dern als Diejenigen, von denen aud man die gemeinfchafttichen Tangenten an diefelben 

ieht,, und es ergiebt fich aus den vorigen Sägen zugleich ein leichtes Verfahren für 
ie Löfung der Aufgabe: an zwei gegebene Kreife Die gemeinfchaftlichen Tangenten zu 


eben. a . 
! ns 2. Man Eönnte in diefem Falle die mehr erwähnten Puncte (A, I) auch 
— — der Winkel bezeichnen, die um die beiden Kreiſe (C, K) zugleich be: 
trieben find. . ; 
576. Erklärung Aehnlichkeitspuncte zweier Kreife nennt man die 


beiden Puncte ihrer Are, in denen fid) die geraden Linien ſchneiden, welde die Endpun— 
cte paralleler Halbmeffer verbinden (X. 573) und zwar heißt äußerer Aehnlich— 
feitöpunct derjenige (A), wo dic zugehörigen paralleien Halbmeſſer auf derjelben 
Seite der Axe liegen, innerer Aehnlichkeitspunet dagegen der andere (9), 
für welchen das Gegentheil Statt findet, 

Zuſ. 1. Für zwei Kreife giebt es nie mehr als zwei Aehnlichkeitspuncte. 


VS 


“ 
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Buf. 2. Liegen die beiden Kreife ganz außer einander, fo fallen ihre Aechnlidy 
Peitöpuncte mit denen zufammen, in welden die an fie gezogenen gemeinſchaftlichen Tan⸗ 
genten die Are ſchneiden. 

Zuf. 3. Berühren fid) zwei Kreife von außen, fo ift diefer Berührungspunct ihr 
innerer Aehnlichkeitspunct; berühren fie fi dagegen von innen, fo ift der Berührungs—⸗ 
punct ihr äußerer Aehnlichkeitspunct. 

Erflärung Aehnlichkeitslinie zweier Kreife wollen wir Fünftig jede 
Gerade nennen, welche durch einen ihrer Aehnlidhfeitspuncte gebt, und zwar wollen wir 
fie, wie die letztern, in äußere und innere unterſcheiden, je nachdem fie durch den einen 
oder andern der Aehnlichkeitspuncte gehen. 

uf. 4. Schneidet eine ſolche Aehnlichkeitslinie einen der Kreife, fo fchneidet fie 
auch nothwendig den andern, berührt fie den einen, fo berührt fie aud) den andern, und 
liegt fie endlih ganz außerhalb des einen, fo ift dieß auch eben fo mit dem andern. 

uf. 5. Zieht man eine beliebige Xehnlidyfeitslinie zweier Kreife, und nad ihr 
zwei beliebige Parallelen von den Mittelpuncten aus, fo verhalten fidy dieſe ftets wie 
die Halbmeffer der Kreiſe. 


Anmerkung. Es tft kaum nöthlg zu erinnern, daß für äußere Achntichkeitstinien 
die ———— auf einerlei Seite der Are, für innere auf verſchiedenen Seiten liegen 
müfen. 


3uf. 6. Umgekehrt, dur einen der Aehnlichkeitspuncte zweier Kreife geht jede Ge— 
rade (iſt alſo eine Aehnlichkeitslinie derfelben), welche die Endpuncte zweier von ihren 
Mittelpuncten ausiaufenden Parallelen verbindet, die ſich wie ihre Halbmeffer verhalten, 
und zwar durdy den äußern Achnlichkeitspunct, wenn diefe Parallelen auf derfelben Seite 
der Are liegen, im entgegengefegten Fall durch den innern. 

577. Beſchreibt man in einer Ebene drei beliebige Kreife, und ſucht für je zwei ſowohl 
die äußern als innern Aehnlichkeitspuncte, fo giebt es unter diefen ſechs Puncten immer 
vier Vernionen, von denen jede in einer geraden Linie liegt, nämlich die drei äußern 
Aehnlichkeitspuncte unter einander; und jeder derfelben mit den beiden innern Aehnlich— 
Feitspuncten, welche die beiden zu diefem äußern Aehnlichkeitspuncte gehörigen Kreife bee 
ziehungsweiſe mit dem dritten Kreife bilden. Bezeichnet man alfo unfere drei Kreiſe mit 
M,, M,, M, (Zig. 143) den äußern Aehnlichkeitspunct von M, und M, mit A,, den 
innen mit Jz ; die Achnlidfeitspuncte von M, und M, bezichungsweife mit A, und 
J,, und endlid die von M, und M, mit A, und J,, fo liegen von dieſen ſechs Pun— 
cten in gerader Linie: 

1) Ay, Ay, A, 


2) Ars: Ias 35 

3) As, J» J, 

4) A, Jı» J; 
Bew. Nennt man die Halbmeffer unferer drei Streife M,, M,, M,, bezichungs» 
weife R,, Rz, R,, zieht aus den Mittelpuncten nad der Geraden’, welche zwei der 
Achnlidykeitspuncte 3. B. A, und A, verbindet, die drei belicbigen Parallelen P,, P,,‘ 


P,, ſo iſt: — — 
30. 676, 3. 6) 

P,:P,=R,:R, 
aljo ift die Gerade A,A, zugleich aud Aehnlichkeitslinie für die Kreiſe M, und M,, 
und zwar dußere, weil die aus den Mittelpuncten nad) ihr gezogenen Parallelen P, und 
P, jedenfalls auf derfelben Seite der Axe M,M, liegen, es liegen alfo A, und A, mit 
A, in gerader Linie. ben fo einfach ift der Beweis für jeden der drei übrigen Theile 
unjeres Lehrſatzes. 

Aumertung, Es kann für den erften Augenbli nicht anders als befremdend er— 
cheinen, daß die drei innern Aehnlichkeitspuncte dreier Kreife nicht eben fo in gerader 


inie liegen, wie die drei äußern, und es iſt dem Anfänger fehr zu empfehlen, daß 
er die Gründe auffuche, warum dief nie möglich iſt. 


uf. Liegt daher von drei Kreifen jeder außerhalb der beiden andern, und man 
zieht an je zwei ihre gemeinfchaftlihen Tangentenpaare, fo liegen von den ſechs Durch— 
ſchnittspuncten dieſer einzelnen Paare viermal drei in gerader Linie. 

578. Berührt ein Kreis zwei andere gleichartig d. h. beide zugleid von außen 
oder von innen, fo liegt der äußere Achnlichkeitspunct diefer legtern mit den Berührungs⸗ 
puncten in gerader Linie, 

A. 576, 3. 3 — 577. 

579. Berührt dagegen ein Kreis zwei andere ungleichartig, fo liegt der innere 

Aehnlichkeitspunct diefer Iestern mit den beiden Berührungspuncten in gerader Linie, 
16 * 
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Zuſ. Sind daher zwei beliebige Kreife gegeben und man conftruivt zwei andere, 
von denen der eine den erften der gegebenen von außen und den andern von innen, der 
zweite dagegen diefen ledtern von außen und den erften von innen, fo ſchneiden die Ges 
raden, welde die Berübrungspuncte in dem einen und andern Falle verbinden, die Are 
der gegebenen Kreife in demfelben Puncte, — in ihrem innern Aehnlichkeitspuncte. 

580. Zieht man von zwei beliebigen Puncten (R, S Fig. 144) außerhalb eines 
Kreifes Tangentenpaare (SD, SE, RF, RG) an denfelben, und verbindet von den vier 
Beruͤhrungspuncten je zwei ſolche, welche nicht Demfelben Tangentenpaare zugebhören , fo 
bilden die Durchſchnittspuncte (A, J) der Gegenfeiten des fo entftandenen Biereds (DITEG) 
die beiden Aehnlichkeitspuncte für diejenigen Kreiſe, welche man von den genannten Pun— 
cten (R, S) außerhalb als Mittelpuncten mit den zugebörigen Tangentenlängen als Ra— 
dien beſchreibt. 

Anmerkung. Der nöthigen Kürze hatber wollen wir in dem Nächftfolgenden unter 
Kreis S denjenigen verftehen, der von diefem Puncte aus mit der zugehörigen Tangens 
tenlänge (SD oder SE) als Radius befchrieben I5 ; und in ähnlichem Sinne natürlich 
gebrauchen wir Die Ausdrüde Kreis R ıc. 

Bew. Die Kreife R und S werden vom Kreife B ungleidyartig in E und G, und 
vom Kreiſe H eben fo in D und E berührt, alfo J der innere Achnlidhfeitspunct jener 
Kreife (U, 579, Zuſ.). Dagegen berührt fowohl der Kreis K in Fund E, alö der 
Kreis Z — wo Z den in der Figur nicht fihtbaren Durchſchnittspunct der Tangenten 
GR und DS bezeichnet — in D und G unjere Kreife R und S von Innen, alfo gleich— 
artig, alfo A äußerer Aehnlichkeitspunct diefer Kreiſe (A. 578). 

Zuſ. 1. Die vier Puncte A, R, J, S liegen alfo in einer geraden Linie, 

Zuf. 2, Betrachtet man Viereck DEFG als urfprünglidd gegeben, jo Fann man 
den vorigen Zuſatz aud) fo ausſprechen: Zieht man an je zwei Gegeneden eines Kreie— 
vierecks Tangenten, fo liegen die beiden Durchſchnittspuncte derfelben mit den beiden 
Durchſchnittspuncten der Gegenfeiten in gerader Linie, 

Zuſ. 3. Da die Kreiſe S und H fih in D von innen berühren, die reife S und 
B dagegen in E von außen, fo geht DE durch den innern Aehnlichkeitspunct der Kreife 
B und H; eben jo leicht ficht man, daß die Kreiſe R und B fih in G inmerlich, die 
Kreife R und I aber in F äußerlich berühren, die Gerade FG geht alfo gleichfalls durch 
den innern Aehnlichkeitspunct der Kreife B und H; d. h. der Durchſchnittspunct (M) 
der Diagonalen ift der innere Aehnlichkeitspunct diefer Kreiſe. 

Zuf. 4. Die Kreife B und HI werden vom Kreife K äußerlich in D und E, vom 
Kreife Z (Z Durchſchnittspunct der Diagonalen RG und DS) aber innerli in G und 
D berührt, alfo ift A der äußere Nebnlichfeitspunct der Kreife B und H. 

uf. 5. Es liegen alfo auch die Puncte A, B, M, H in gerader Linie. 

Zuſ. 6. Auf ähnliche einfade Weife läßt ſich darthun, daß M, K, J, Z in ge= 
rader Linie liegen. 

Zuſ. 7. Iſt alfo ein Viereck in einen Kreis beſchrieben und ein anderes um den— 
felben jo, daß die Eden jenes mit den Berührungspuncten diefes zufammen fallen, fo 
haben ihre beiderfeitigen Diagonalen einen gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct. 

Zaffen wir den Anhalt unferes Hauptfages und feiner fieben Zufäge in ein NRefultat 
zuſammen, fo erhalten wir folgenden Lehrſatz: 

581. Beſchreibt man in einen Kreis ein beliebiges unregelmäfiges Biereck, zieht 
an jede feiner Eden cine Tangente, verlängert diefelben bis je zwei ſich fehneiden , fo 
laffen ſich aus diefen ſechs Durchſchnittspuncten und denen der drei zugeordneten Seitens 
paare drei Quaternionen bilden, die jo beſchaffen find, daß die zu jeder gehörigen Pun— 
ete in gerader Linie liegen, Jede Duaternion wird aus zwei Tangentendurdfchnitten 
und aus zwei Durchſchnittspuncten zugeorbneter Seiten gebildet; die beiden legtern find 
die Aehnlichkeitspuncte zu den Streifen, welche man 'von den erftern aus mit den zugehöri— 
gen Tangentenlängen beſchreibt. 

582, Beſchreibt man in einen Kreis ein beliebiges unregelmäßiges Schöcd, ver— 
längert je zwei Gegenfeiten bis fie fi ſchneiden, fo liegen diefe drei Durchſchnittspuncte 
in ciner geraden Linie. 

Beweis. Es fei das Sechſseck ABCDEF (Fig. 145) 5. die Durchſchnittspuncte der 
Begenfeiten G, H, J; die Durchſchnittspuncte der an zwei Gegeneden gezogenen Tan: 
gentn K, L, M. 

Nah X. 580 ift J der innere Aehnlichkeitspunct der Kreife K und M; eben fo 
ift H innerer Xebnlichfeitspunct der Krtiſe L und M, und G der äußere Aehnlichkeits— 
punct der Kreife K und L, alfo G, H,J in gerader Linie (X. 577). 

Anmerkung 1. Da unfer Lehrfag (A. 580) für vier ganz beliebige Puncte im Um: 


Anhang zum fünften, ſechſten und fiebenten Buche, 245 


fange eines Kreifes gilt, fo gilt auch der darauf geſtühte Beweis für die In Rebe ſte— 
hende Eigenicaft des Kreisſechsecks allgemein und für jede Art deſſelben. 
Anmerfung 2. Man pflegt unfern Lehrfag nicht felten nach feinem erften Entbeder: 
Pascar’s Eesrlag zu nennen. j 
Anmerkung 3. In einzeinen Fällen kann es geichehen , daß die Puncte G,H,J 
die drei äußern Aehnlichkeitspuncte der Kreife K, L und M find. 

uf. 1. Nah %. 580, Zuf. 2 ift aud J mit K und M in gerader Linie, cben fo 
H mitM und L, und Gmit K um L. 

uf. 2. Won den ſechs Puncten alfo, welche man in den drei Durdichnittöpuncten 
je zweier Gegenfeiten eines in einen Kreis befehricbenen Sechsecks, und den drei Durch— 
fhnittspuncten der an je zwei Gegeneden gezogenen Tangenten bat, liegen viermal drei 
in gerader Linie, 

uf. 3. Berbindet man ein Paar Gegenfeiten wie AB und DE unferes eingefchriebenen 
Schseds, fo liegen nah X. 581 in dem fo entftandenen Bierede die Puncte G und S 
als Durchſchnittspuncte zwei zugeordneter Seitenpaare mit den Durchſchnittspuncten K 
und L der an ihre Gegeneden gezogenen Tangenten in gerader Linie, und aus ähnlichem 
Grunde liegen in gerader Linie die Puncte N, U,Q,S und S, U, P,G. Daſſelbe gilt 
natürlich von jedem andern Biere wie ABEF ıc. 

uf. 4. Nimmt man daher auf der Peripherie eines Kreiſes ſechs beliebige Puncte 
fo, daß nicht nur je zwei der funfzehn durd fie beftimmten Sehnen, fondern aud je zwei 
der ſechs an fie gezogenen Tangenten bei hinreihender Verlängerung fi ſchneiden, ſo 
erhält man fünf und vierzig Duaternionen von Puncten, die in gerader Linie liegen, 

583. Beſchreibt man um einen Kreis ein beliebiges Schöcd und zieht die Diago- 
nalen, welche je zwei Gegeneden verbinden, fo haben diefe ftets einen gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspunet. 

Beweis. NOPOQRS ſei das umſchriebene Sechseck (Fig. 145); verbindet man die 
Berübrungspuncte A, B, C, D, E, F unter einander, fo find diefe ald Berührungs— 
fehnen beziehungsweife die Polaren, zu denen die Eden des äußern Vielecks als Pole 
gehören 5; daher der Durchſchnittspunct je zweier der Pol für die durch die zugehörigen 
Eden des äußern Bicleds gehende Gerade als Polare (X. 564), alfo J der Pol für 
SP, H für RO, G für NQ, alfo, weil G, H, J in gerader Linie, fo haben ihre Po— 
laren einen gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct (X. 564, 3. 1). 

584. Beſchreibt man ſowohl in als um einen Kreis ein Schöed und zwar fo, daß 
die Eden jened mit den Berührungspuncten diefes zufammenfallen, fo ift der gemeinſchaftliche 
Durchſchnittspunct (X. 583) der drei Diagonalen, welche je zwei Gegeneden des äußern 
Sechsecks verbinden, der Pol für die Gerade (X. 582), auf welder die Durchſchnitts— 
puncte je zweier Gegenfeiten des innern liegen, 

585. Beſchreibt man in einen Kreis ein beliebiges Fünfeck, zieht an eine der 
Eden eine Tangente und verlängert fie bis zum Durchſchnitt mit der Gegenfeite, jo liegt 
diefer Durchſchnittspunct mit denen von je zwei foldhen der vier übrigen Seiten, welche 
feinen gemeinfhaftliden Endpunct haben, in gerader Linie, 

586. Wird dagegen ein beliebiges Fünfeck um einen Kreis befhrieben und man 
verbindet von vier feiner Eden je zwei ſolche, die nicht an derfelben Seite liegen, fo liegt 
der Durchſchnittspunct diefer Verbindenden ſtets auf der Geraden, welche die fünfte Ede 
mit dem Berührungspuncte der Gegenjeite verbindet. 

587. Beſchreibt man fowohl in ald um einen Kreis ein Dreieck und zwar «fo, daß 
die Berübrungspuncte des letztern mit den Eden des crftern zufammenfallen, fo liegen 
die drei Durchſchnittspuncte der Seiten des innern Dreiedö mit den durch ihre Gegenecken 
gehenden Seiten des äußern in gerader Linie, 

538. Beihreibt man in einen Kreis ein beliebiges Fünfeck (ABDEE Fig. 146), 
verlängert ein Paar nicht anliegender Seiten (AB, DE) bis zum Durchſchnitt (G), ver= 
bindet die beiden Endpuncte (B, D) der zwiſchen den verlängerten liegenden Seite mit 
einem beliebigen Puncte (C) im Umfreife und verlängert jede derfelben bis zum Durch— 
ſchnitt mit der Seite des Fünfecks, welche der Ede gegenüberliegt von der die Verbins 
dende ſelbſt ausgeht, fo liegen diefe beiden Durchſchnittspuncte (H, J) mit dem Durch— 
ſchnitt (G) der zuerft verlängerten Seiten in gerader Linie, 

Beweis. Für das Kreisſechseck ABCDEF d. h. deffen fucceffive Seiten die Geras 
den AB, BC, CD, DE, EF und FA, find unfere in Rede ftehenden Puncte (G, H, J) 
die Durchſchnitte je zweier Gegenfeiten. 

Anmerkung. Diefer Sag gehört Maclaurin; er theitte ihm zuerft mit in feinem 


Werke: Treatise of Fluxions $. 6233. Man ſieht aus unferm Beweife, daß er nur ein 
befonderer Fau des Pascal’ichen Sapes ift 0 : 


589. Erflärung. Im fünften Buche (251 und 256) ift erwiefen, daß, wenn 
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man durch einen beliebigen Punct in der Ebene eines Kreifes gerade Linien zieht, die 
diefen letztern ſchneiden, alle die Rechtecke, die. aus denjenigen Segmenten jeder dieſer 
Geraden gebildet werden, melde zwifchen dieſem Puncte und den Durchſchnittspuncten 
mit dem Umfreife liegen, einen conftanten Zläheninhalt haben, Diefer Flächenraum foll 
Fünftig der Kürze halber den Namen Potenz führen, und zwar wollen wir, in fofern 
von einem beftimmten Puncte und Kreife die Rede ift, fagen: Potenz des Punctes für 
den Kreis, oder Potenz des Kreifes für den Punct, Wir wollen diefe Potenzen noch 
durd die Beinamen äußere und innere unterfdeiden, je nachdem ber zugehörige 
Punct außerhalb oder innerhalb ded Kreifes liegt. 

3uf. 1. Das Maaf für die Größe jeder äußern Potenz ift das Quadrat der von 
dem zugehörigen Puncte nad dem Kreife gezogenen Tangente, 

uf. 2. Der Halbirungspunct der gemeinſchaftlichen Tangente zweier Kreife ift da> 
ber ein Punct, der gleihe Potenzen für beide Kreife bat. 

3uf. 3. Das Maaf für die innere Potenz eines Punctes ift dad Quadrat der zus 
gehörigen halben Mittelfehne d. h. derjenigen, welde auf dem Durchmeſſer, der durch 
den zur Potenz gehörigen Punct gebt, in diefem Puncte ſenkrecht ftcht. 

Zuſ. 4. Die Potenz jedes Punctes im Umfange ift glei Null, 

590. Der geometrifche Drt aller derjenigen Puncte, welde für einen gegebenen 
Pe gleiche Potenzen haben, ift die Peripherie eines mit dem gegebenen concentriſchen 

reiſes. 

Frage: In wie fern iſt unſer Say auch für diejenigen Puncte wahr, deren Potenz 
gleih Null ift? 

uf. Haben daher mehrere Puncte gleihe äußere Potenzen für einen Kreis, fo find 
. * Kreiſe umſchriebenen Winkel, deren Scheitel jene Puncte ſind, von gleicher 

röße. 

591. Hat ein Punct für zwei Kreiſe gleiche und gleichartige Potenzen, ſo iſt die 
Differenz der Quadrate feiner Entfernungen von den Mittelpuncten dieſer Kreiſe, gleich 
der Differenz der Quadrate ihrer Halbmeffer 5 ift alfo eine conftante, von der befondern 
Lage des Punctes unabhängige Gröfe. 

uf. Es giebt daher für zwei Kreife unendlid viele Puncte gleiher Potenzen. 

592. Umkehrung des vorigen Zehrfages. 

Buf. 1. Berühren daher zwei Kreife einander, fo ift der Berübrungspunct ein 
Punct gleicher Potenzen für beide Kreiſe. 

Zuf. 2. Schneiden zwei Kreife einander , fo ift jeder Durchſchnittspunct ein Punct 
gleicher Potenzen für fie. 

592. Erklärung.  Potenzlinie zweier Kreife heißt der geometriſche Drt 
aller Puncte (591, uf.) gleicher Potenzen für fie. 

Anmerkung. Franzöfifche Schriftſteller, beſonders die Verfaffer der hierher gehöri: 


gen Abhandlungen in den Annales de Mathem. etc. p. Gergonne nennen dieſe Linie: 
axe radical de deux cercles. 


593. Die Potenzlinie zweier Kreife ift eine Gerade, welde 
1) auf deren Are ſenkrecht ſteht, und 
2) diefelbe in einem Punct fehneidet , deffen Entfernungen von den nähern Durdy: 
fehnittspuncten der Are mit den Umkreiſen ſich umgekehrt verhalten wie die von den 
entfernteren. 
Beweis. Für Nro.1 aus A. 1845 für Nro. 2 aus dem Begriffe der Potenzlinie. 
Buf. 1. Die Potenzlinie zweier Kreife ift daher völlig beftimmt und befannt, wenn 
man nur einen einzigen ihr zugehörigen Punct Eennt, 
— Zuſ. 2. Für zwei ſich berührende Kreiſe iſt die Potenzlinie ihre gemeinſchaftliche 
angente. 
Zuſ. 3. Für zwei ſich ſchneidende Kreiſe iſt die Potenzlinie die gemeinſchaftliche 
Sehne in ihrer unbegränzten Verlängerung. 
Zuſ. 4. Die Halbirungspuncte der vier gemeinſchaftlichen Tangenten, die ſich an 
zwei Kreiſe zichen laffen, liegen in gerader Linie, 
Zuf. 5. Liegt die Potenzlinie zweier Kreife ganz außerhalb des einen, fo muß fie 
auch ayferhalb des andern liegen, 
6. Pr wei Kreife entweder ganz aufer einander oder der eine ganz in- 
nerbalb des AM Fann ihre Potenzlinie Feinem von beiden begegnen. 
594. Die drei Potenzlinien dreier Kreife haben ſtets einen gemeinſchaftlichen Durchs 
fchnittspunct. 
Bew. Denn der Durdfchnittspunct zweier von ihnen ift notbwendig ein Punct glei 
her Potenzen für das dritte Paar der gegebenen Kreiſe. 


Anhang zum fünften, ſechſten und fiebenten Buche. 247 


uf. 1. Daher haben die gemeinſchaftlichen Tangenten dreier Kreife, von denen je— 
der die beiden andern berührt, immer einen gemeinſchaftlichen Durdfchnittspunct. 
= — 2. Daſſelbe gilt von den gemeinſchaftlichen Sehnen dreier ſich ſchneidender 
reiſe. 
595. Erklärung. Spricht man von dem Winkel, unter welchem ſich zwei 
Kreiſe ſchneiden, ſo verſteht man darunter denjenigen, welchen die beiden Tangenten bil— 
den, die man an die beiden Kreiſe in einem ihrer Durchſchnittspuncte zieht. 
Anmerkung. Diefer Winkel ift, wie leicht zu fehen, für einen der Durchfchnitte: 
puncte von derſelben Größe wie für den andern. 
Frage: Bon welder Größe ift der Winkel, den zwei ſich berührende Kreife bilden ? 
5%. Ein Kreis fehneidet zwei andere rechtwinkelig, wenn fein Mittelpunct auf ih: 
rer Potenzlinie liegt, und fein Halbmeffer glei dem Potenzmaaße diefes Punctes d. h. 
der von diefem Puncte an einen der Kreife gezogenen Tangente gleich ift. 
Anmerfung. Einen Kreis, der zwei andere ER Soneldet, nennen frango: 


fifche Schriftftetter den „cercle radical“* der erftern, weit fein Mittelpunct auf deren 
„axe radicale‘ fliegt, 


597. Zwei Kreife, die a. andere ganz außer einander liegende Kreife rechtwin— 
Felig Schneiden, müffen fich felbft immer ſchneiden. 

598, Zwei Kreife dagegen, welche zwei andere ſich ſchneidende rechtwinkelig ſchnei— 
den, liegen ganz außer einander. 

Frage: Wie ift es, wenn die beiden rechtwinkelig gefhnittenen Kreife fidy berühren, 
oder der eine ganz innerhalb des andern liegt ? 

599. Die Peripherieen aller der Kreife, welche zwei andere, von denen jeder ganz 
außerhalb des andern liegt, rechtwinkelig ſchneiden, gehen durch diefelben beiden Punkte 
der Are diefer letztern, haben alfo diefe Are zur gemeinſchaftlichen Potenzlinie, 

600, Dat man zwei beliebige Kreife und befchreibt eine beliebige Menge anderer, 
‚von denen jeder die beiden erftern berührt oder fehneidet, fo ift der geometriſche Ort für 
die Durchſchnittspuncte aller zufammengehörigen Paare der gemeinſchaftlichen Tangenten 
oder Schnen eine gerade Linie — die Potenzlinie der beiden erften Kreife. 

601. Wenn zwek Syſteme von Kreifen fo beſchaffen find, daß jedes eine gemein- 
fhaftlihe Are hat, und die Are des einen Syſtems die Potenzlinie des andern ift, fo 
haben die gemeinſchaftlichen Schnen von einem Kreife des einen Syſtems mit einer be- 
liebigen Anzahl von Kreifen des zweiten einen gemeinſchaftlichen auf der Are jenes erften 
Syitems liegenden Durchſchnittspunct. 

%. 594, 3uf. 2. — 

602. Wenn ein beliebiger Kreis (C Fig. 147) zwei andere (B, X) rechtwinkelig 

ſchneidet, fo haben die vier Durchſchnittspuncte (D, E, F, G) ftetö eine ſolche gegen- 
feitige Lage, daß ſich vier Kreife beſchreiben laffen, von denen jeder die gegebenen Kreife 
(B, K) in zweien diefer Puncte berübrt. 
Bew, Man ziehe in jedem der Kreife B, K die beiden Halbmefjer nad den Pun— 
cten, in denen er von dem dritten C rechtwinkelig gefchnitten wird, und verlängere fie _ 
fo weit, bis je zwei fi) fhneiden, fo find diefe vier Durchſchnittspuncte M,, M,, M,, 
M, die Mittelpuncte der vier in Rede ftehenden Berührungskreiſe. 

3uf. 1. Die Kreife M, und M, berühren die gegebenen gleichartig, der erftere 
von innen, der andere von außen; für die beiden übrigen M,, M, dagegen ift die Be: 
rübrung ungleidhartig. 

Zuſ. 2. Sowohl die Linie DE, als FG gehen daher durch den äußern Aehnlich— 
keitspunct (A) unferer Kreife B und K ; dagegen geben DG und EF durch den innern 
Aehnlichkeitspunct (I) derfelben (X. 578 und 579), Wir erhalten daher den Sag: 

603. Werden zwei gegebene Kreife von einer beliebigen Anzahl anderer rechtwinke— 
lig gejhnitten, und man verbindet von den vier jedem der ſchneidenden Kreife angehö— 
renden Puncten je zwei ſolche, weldye nicht auf derfelben Peripherie eines der geſchnitte— 
nen Kreife liegen, jo hat der eine Theil diefer ſämmtlichen Verbindenden einen gemein— 
ſchaftlichen Durdiänittspunct im äußern Aehnlichkeitspunct der beiden zulegt genannten 
Kreife, der andere Theil im innern Aehnlichkeitspuncte. j 

uf. 1. Die Geraden, melde von unfern vier Puncten je zwei ſolche verbinden, 
die auf der Peripherie eines und deffelben der gefehnittenen Kreife liegen, wie DF und 
EG , ſchneiden fi, wie leicht zu fehen, immer auf der Potenzlinie der Kreife B und K. 
Beſchreibt man alfo mehrere folder ſchneidender Kreife, fo liegen die Durchſchnittspuncte 
diefer Linienpaare in gerader Linie. 

Zuſ. 2. Die Durchſchnittspuncte O, Q eben diefer Linien mit der Are BK unferer 
Kreife find für alle rechtwinkelig ſchneidende Kreife diefelben. 


+ 601. 
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604. Sind zwei Kreiſe B und K gegeben und man befhreibt einen beliebigen 
dritten. C, der fie rechtwinkelig ſchneidet, fo liegen, wie wir bereits wiffen (X. 603), 
zwei Paare diefer vier Durchſchnittspuncte mit dem äußern und zwei Paare mit dem in- 
nern Xehnlidyfeitöpuncte der Kreife B und K in gerader Linie, Zieht man nun diefe 
Geraden, jo haben ſowohl für den einen als andern Achnlidyfeitspunct die Rechtecke aus 
den Segmenten derfelben, weldye die Entfernungen des Achnlihkeitspunctes von den zus 
gehörigen Durchſchnittspuncten meffen (alfo Fig. 147 einerfeits die Rechtecke AD. AE, 
AF. AG und andererfeitö die Nedtede JD .. JG, JE . JE) einen conftanten, von der 
befondern Beſchaffenheit des fhneidenden Kreifes ganz unabhängigen Flächeninhalt. 

Bew. Nah A. 599 gehen alle Kreife, welche B und K redhtwinfelig ſchneiden, 
durch diejelben beiden Puncte (Y, X) ihrer Are, alle Rechtecke der einen Glaffe find alſo 
dem Rechtecke AX . AY,, alle der andern Glaffe dem Rechtecke IX . JY glei. 

Anmerkung 1. Man kann unfern Sag gun fo ausfprechen :_ Zieht man durch ei: 
nen der beiden Aehntichkeitspuncte zweier Kreife eine belichige Gerade, welche beide 

reife fchneidet, fo hat das Rechte aus den Segmenten. derfelben, welche zwiſchen 
diefem Aehntichkeitspuncte und zwei folhen DurchfchnittSpuncten mit den Kreisperi— 
—— Besen, zu Denen feine parallelen Halbmefler gehören, einen conftanten Fila: 

Anmerkung 2. Diefe conftanten Rechtecke ſollen Eünfiig den Namen führen: ge: 
meinfhaftlihe Potenz aweier Kreife für ihren Aehnlichkeitspunct. 

605. Wenn zwei beliebige Kreife (B, K Fig. 147), von denen jeder ganz au— 
ßerhalb des andern liegt, von einer beliebigen Menge von Kreifen rechtwinkelig gefchnits 
ten werden, fo läßt fi immer von dem äußern Aehnlichkeitspuncte (A) der beiden erftern 
ein Kreis beſchreiben, der die ganze Anzahl der fie rechtwinkelig ſchneidenden wiederum 
rechtwinkelig ſchneidet. 

Bew. Denn das Quadrat ber Tangente, welche man von dem äußern Aehnlich— 
keitspuncte der Kreife B und K an irgend einen der fie rechtwinkelig ſchneidenden zicht, 
ift glei der gemeinſchaftlichen Potenz eben diefer Kreife für ihren äußern Aehnlichkeits— 
punct, aljo eine conftante Größe (604), alfo alle Die Tangenten, die man von diefem 
Aehnlichkeitspuncte an die verſchiedenſten der rechtwinkelig ſchneidenden Kreife zieht, von 
gleiher Länge ıc. 

‚606. Bon dem innern Aehnlichkeitspuncte zweier Kreife aus läßt fih immer cin 
dritter beſchreiben, weldyer unendlich viele andere Kreife — foldye, von denen die beiden 
erftern rechtwinkelig gefehnitten werden — fo ſchneidet, daß feine Durchſchnittspuncte mit 
einem jeden derjelben Endpuncte eines feiner Durdmeffer find. 

Bew. Zöge man in einem der rehtwinfelig ſchneidenden Kreife, wie C (Fig. 147) 
von dem innern Aehnlichkeitspuncte J der Kreife B und K die halbe Mittelfchne , fo 
würde deren Quadrat glei fein der gemeinfhaftlihen Potenz der Kreife B und K für 
ihren innern Aehnlichkeitspunct, würde aljo für alle rechtwinkelig ſchneidende Kreife eine 
conftante Größe feinz ein Kreis alfo, der von J aus mit der Länge einer ſolchen hal— 
ben Mittelfehne befeprieben wird, muß auch die glei großen halben Mittelfehnen aller 
übrigen rechtwinkelig fhneidenden Kreife zu Halbmeffern haben. 

607. Erflärung. Ein Kreis beißt Potenzfreis zweier andern (B, K 
ig. 147), wenn er von einem ihrer Aehnlichkeitspuncte aus mit der Geraden als Ra— 
dius beſchrieben wird, deren Quadrat das Maaß für die dieſem Aehnlichkeitspunct zuge: 
hörige gemeinſchaftliche Potenz dieſer Kreiſe iſt. 

SZuſ. 1. Der Halbmeſſer des äußern Potenzkreiſes, d. h. des vom aͤußern Aehnlich⸗ 
keitspunct (A) aus beſchriebenen, iſt alſo glei der Tangente, die man von dieſem Pun- 
cte an einen der Kreife zieht, welche die gegebenen Kreife B und K redhtwinkelig ſchneiden. 

3uf. 2. Der Radius des innern Potenzkreifes ift die halbe Mittelfchne, die man 
von dem innern Aehnlichkeitspuncte aus in einem der Kreife zieht, weldye die gegebenen 
rechtwinkelig ſchneiden. 

608. Liegt ein Kreis ganz innerhalb eines andern, fo ſchneidet der innere Potenz- 
Preis beider alle diejenigen Kreife rechtwinkelig, von denen die beiden Urfreife ſelbſt 
techtwinfelig gefchnitten werden ; von dem äußern Potenzkreife dagegen werben eben dieſe 
Kreife fo geſchnitten, daß je zwei zufammengehörige Durchſchnittspuncte Endpuncte eines 
Durchmeſſers diefes Potenzkreifes find. 

609. Wenn zwei Kreife ſich fhneiden, fo ſchneidet fo wohl der eine ald der andere . 
ihrer Potenzkreife alle diejenigen Kreife rechtwinkelig, von denen die beiden Urkreiſe 
felbft rechtwinkelig gefchnitten werden. R 

Zrage: Wie ift ed mit unferm Sase dann, wenn beide Urfreife fi berühren? 

610. Erklärung. Liegen zweiPuncte auf derfelben Seite des äußern Achnlid): 
feitöpunctes zweier Kreife und in folhen Entfernungen von ihm, daß das Rechteck aus 
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denfelben glei der zu diefem Aehnlichkeitspuncte gehörigen gemeinfchaftlidden Potenz der 
Kreife ift, fo follen diefe Puncte potenzbaltende in Bezichung aufden 
äußern Aehnlibkeitspunct genannt werden, Auf gleihe Weiſe follen zwei 
Puntte potenzbaltende in Bezichung auf den innern Aehnlich— 
feitspunct heißen, wenn fie auf verſchiedenen Seiten dieſes Aehnlichkeitspunctes und 
in ſolchen Entfernungen von ihm liegen, daß das Rechteck aus denſelben gleich ift der 
zu dem Achnlidfeitspuncte gehörigen gemeinſchaftlichen Potenz der Kreiſe. 

Ein Kreis foll potenzhaltend in Beziehung auf den äußern oder innern Aehnlichkeits⸗ 
punct zweier andern Kreife genannt werden, je naddem die äußere oder innere Potenz 
für ihn gleich der gemeinſchaftlichen Potenz beider Kreife für eben dieſen Aehnlichkeits— 
punct iſt. 

uf. 1. Jeder Kreis ift daher potenzbaltend in Beziehung auf den Aehnlichkeits— 
punct zweier andern, wenn er durch zwei potenzbaltende Puncte gebt, 

uf. 2. Jeder Kreis, mwelder in Beziehung auf den äußern Aehnlichkeitspunct 
zweier andern, die ganz außer einander liegen, potenzhaltend ift, ſchneidet den äußern 
Potenzfreis der letztern rechtwinkelig. Jeder Kreis dagegen, welder in Bezichung auf 
den innern Aehnlichkeitspunct zwei folder Kreiſe potenzhaltend ift, ſchneidet ihren innern 
Dotenzfreis in den Endpuncten eines Durchmeſſers. 

611. Jeder Kreis, welder zwei andere, ganz außer einander liegende, gleichartig 
berührt, ift für deren äußern Aehnlichkeitspunct potenzbaltendz; für den innern Xebnlid- 
— dagegen iſt er potenzhaltend, wenn er die genannten Kreiſe ungleichartig 

erührt 

Frage: Gilt unſer Satz noch, wenn der eine von den beiden Kreiſen ganz inner: 
balb des andern liegt? 

uf. 1. Hat man daher eine belichige Menge von Kreifen , von denen jeder zwei 
gegebene Kreife gleihartig berührt, fo ift der Äußere Achnlikeitspunct diefer beiden 
legtern ein Punct gleicher Potenzen für die erſtern. 

Zuſ. 2. Für ungleihartige Berührungen gilt etwas Aehnliches vom innern Achn- 
lichfeitöpuncte, 

Zuſ. 3. Berührt jeder von zwei beliebigen Kreifen zwei andere gleidartig, fo gebt 
die gg der erftern dur den äußern Achnlichkeitspunct der letztern. 

uf. 4. Bei ungleidartigen Berührungen geht unter diefen Umjtänden die Potenz- 

linie der berührenden Kreife durch den innern Aehnlichkeitspunct der berübrten. 

uf. 5. Wenn von einer beliebigen Anzahl von Kreifen jeder zwei andere gleidhar: 

tig berührt, fo liegen die fämmtlihen äußern Aehnlichkeitspuncte je zweier in gerader 
Linie, 

Zuſ. 6. Etwas Aehnliches gilt für die innern Aehnlichkeitspuncte bei ungleicharti— 
gen Berührungen. 

612. Erfiärung. Aehnlichkeitspolaren zweier Kreife follen die beiden 
Geraden heißen, melde als Polaren zu den Aehnlichkeitspuncten diefer Kreife gebören 5 
wie die Xechnlickeitspuncte felbft, zu denen fie gehören, wollen wir fie durd die Beina- 
men Äußere und innere unterfheiden. 

Aehn lihFeitsare zweier Kreife dagegen beißt jede Gerade , weldye die beiden 
Puncte , in denen diefe Kreife von einem beliebigen dritten berührt werden, mit einem 
ihrer Aehnlichkeitspuncte verbindet (A. 578 und 579); fie zerfallen, wie die Aehnlich— 
Feitspolaren, in äußere und innere. 

Zuſ. 1. Hat man daher drei belicbige Kreife und fucht ihre ſechs Aehnlichkeitspun⸗ 
cte, fo erhält man jeden der vier Pole, die für jeden Kreis zu den vier Geraden gehö— 
ven, auf welden je drei jener Aehnlichkeitspuncte Liegen (A. 577) als Durchſchnitts- 
punct zweier AchnlihFeitspolaren, 

uf. 2. Berührt ein Kreis zwei andere, fo fällt der zur Aehnlichkeitsaxe gehörige 
Pol des erjtern mit dem Durchſchnittspuncte der beiden gemeinſchaftlichen Tangenten zu: 
fammen — ift aljo ein Punct auf der Potenzlinie der beiden berübrten Kreife. 

Zrage: In wiefern bleibt unfer Say auch für den Fall noch richtig, wo die Mit- 
telpuncte aller drei Kreife in einer geraden Linie liegen ? 

613. Werden zwei Kreife von einem dritten gleichartig berührt, To gebt jede ih— 
rer beiden äußern Achnlidpfeitspolaren durch den Pol, der für eben diefen Kreis zur 
Aehnlichkeitsaxe gehört, 

uf. Jeder Berührungspunct liegt mit den beiden Polen, die in dem einen und 
andern der fi berüßrenden Kreife zur Aehnlichkeitsaxe gehören , in gerader Linie. 

Frage: Gelten für ungleihartige Berührungen ähnlide Säge? 
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614. Werden zwei Kreife von einem dritten gleichartig berührt, und man verbin: 
det die Berührungspuncte mit zwei ſolchen Endpuncten ihrer äußern Achnlichkeitspolaren, 
die auf derfelben Seite der Are liegen, fo Schneiden ſich diefe beiden Geraden jtets in 
einem Puncte, der auf der Peripherie des dritten Kreifes liegt. 

Frage: Wie heißt der entfpredhende Satz, der für ungleidyartige Berübrungen gilt ? 

615. Werden zwei Kreife von einem dritten gleidartig berührt, fo wird die Pe: 
ripberie diefes legtern durch die Potenzlinie der beiden erftern in zwei Bogen getheilt, 
die denen beziehungsweife ähnlich find, in die jeder der erftern Kreife durch feine äußere 
Aehnlichkeitspolare getheilt wird. 

Anmerkung. Man könnte unſern Sab auch fo ausfprehen: Werden zwei Kreife 
von einem dritten gleichartig berührt, fo Legt jeder Berührungspunct mit einem Ends» 
punete einer Außern Achntlichkeitspolare und einem der Durchſchnittspuncte der Dotenz: 


gr unferer beiden in Rede fiehenden Kreife mit der Peripherie des dritien in gerader 
nie. 


Frage: Wie heißt der entſprechende Sad für ungleidartige Berührungen ? 

616. Werden drei Streife von einem vierten gleichartig berührt, fo liegt der Durch— 
fehnittspunct ihrer Potenzlinien (X. 594) mit jedem Berührungspuncte und dem Durch— 
ſchnittspuncte der beiden äußern Aehnlichkeitspolaren des Kreifes, dem dieſer Berüh— 
rungspunct zugehört, in gerader Linie. 

Frage: Wie beißt der entfpredhende Say für ungleihartige Berührungen? 

617. In jedem Biere (ABCD Fig. 147%), weldes um einen Kreis befehrieben 
ift, liegen die Halbirungspuncte feiner Diagonalen (G, H) mit dem Mittelpuncte (M) 
des Kreiſes in gerader Linie, 

Bew. Die Gerade GM halbirt die Diagonale BD, denn: 

A AMD + A BMC = A BGC + A AGD = } ABCD 
alfo A AMD — A AGD = A BGC — A BMC | 
A ACM-FACMD = ABGM + A C6M 
A GMD = A BGM 
BH = HD 
Anmerfung. ich fü 
Die Dbeisen Megeitgulte Wedan bat She Yeitelee Yfelken Neeiaue Tanate 16m 
in diefer Atgemeinheit. Einen von dem hier mitgetheilten ganz verfchiedenen Beweis 
unferes fpecieuen Satzes für den Kreis gab der (für die Hienfchaft zu früh verftors 
bene) franzdfifiche Maihematifer Durrande ſ. Gergonne Ann. XIV, p. 309. In derfelben 
fchägbaren Zeitichrift finden fich auch Beweife des allgemeinern & ed; ein fonthetis 
65 he — in Xll, p. 109, und ein analytiſcher von dem Herausgeber feibſt 

618. Erflärung. Ein Vieleck, um melde: fid ein Kreis beſchreiben läßt, 
bat man in neuerer Beit einnah den Eden centrifches Viereck zu nen: 
nen angefangen; ein Bieled dagegen, weldes um einen Kreis beſchrieben it, heißt cen- 
trifh nad den Seiten 

Der bequemen Kürze halber, welche diefe Ausdrüde in vielen Fällen geftatten, 
werden wir uns ihrer bei den nächſt folgenden Sägen, dad Biere betreffend, bedienen, 

619. Iſt ein Biere nad) den Eden und Seiten zugleich centriſch, fo gehen die 
beiden Geraden, weldye die Puncte verbinden, in denen der eingeſchriebene Kreis je zwei 
Gegenfeiten berührt, durd den Durdfchnittspunct der Diagonalen (X. 580, Zuf. 7), 
und halbiren die von den Jegtern gebildeten Winkel, ftehen alſo auf einander ſenkrecht. 

620. Umfehrung des vorigen Zehrfages. 

621. Iſt ein Viereck nad den Eden und Seiten zugleidy centriſch, fo liegt der 
Durchſchnittspunct feiner Diagonalen mit den Mittelpuncten des innern und äußern Kreis 
ſes in gerader Zinie, 

Anleitung zum Beweis. Der Diagonalendurchſchnittspunct gehört fowohl für den 
einen als andern Kreis als Pol zu derfelben Polare, 

622. In jedem Vierede, weldes ſowohl nad den Eden als nach den Sciten cen= 
triſch iſt, und in welchem fid) die Diagonalen unter rechten Winkeln ſchneiden, balbirt 
der Mittelpunct des innern Kreifes die Gerade, welche die Halbirungspuncte der beiden 
Diagonalen verbindet, 

A. 617 — 248. j 

uf. Daher ift der Mittelpunct des äußern Kreifes vom Durchſchnittspuncte der 
Diagonalen doppelt fo weit entfernt, als der Mittelpunct des innern Kreifes von eben 
jenem Puncte, und eben fo weit als die Halbirungspuncte der Diagonalen von einander. 

623. An einem fowohl nad) den Eden als nad den Seiten centrifhen Bierede 
verhalten ſich die Entfernungen des Durdfehnittspunctes der Diagonalen von den Ends 
puncten einer der Seiten, wie die Segmente, in welche eben diefe Seite durch den Be— 
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rührungspunct deö innern Kreiſes getheilt wird; die Diagonalen felbjt verhalten fidy wie 
die Summen der von ihren beiderfeitigen Endpuncten an den innern Kreis gezogenen 
Tangenten d. h. wie die Summen der von Endpuncten der Diagonalen auslaufenden Seg— 
mente der Seiten, in welche legtere durch den innern Kreis getheilt werden, 

624. In einem fowohl nad den Seiten, als nach den Eden centriſchen Bierede 
ift das Rechte aus zwei ſolchen, durch die Berührungspuncte des innern Kreifes gebildes 
ten Seitenfegmenten, welche von den beiden Endpuncten einer Diagonale auslaufen, gleich 
dem Duadrate vom Halbmeffer des innern Kreiſes. 


Anmerkung. Dielen Sag, deffen Beweis feicht ift, machte zuerfi befannt Durrande; 
f. Gergoune Annal, XV, p. 14. 


625. Nimmt man in einem nad) den Eden und Seiten centrifhen Vierecke von 
den durd den innern Kreis gebildeten Seitenfegmenten die Summe fowohl der beiden, 
welde von den Endpuncten der einen Diagonale auslaufen, als der, weldye von den End— 
puncten der andern ausgehen, und bildet aus ihnen ein Rechteck, fo ift der Inhalt def: 
felben um dad Quadrat vom Durdmeffer des eingefcpriebenen Kreifes Fleiner als das 
Rechteck aus den beiden Diagonalen, 

276 — X. 623. 

626. Bleibt Alles wie beim vorigen Sage, fo ift das Rechteck, welches aus Sum- 
men von Seitenfegmenten auf die vorher näher bezeichnete Art gebildet wird, um das 
Quadrat vom Durchmefler des innern Kreifes größer als das vierfahe Rechteck aus den 
beiden Segmenten, in weldye die beide Halbirungspuncte der Diagonalen verbindende 
Gerade > den Mittelpunct des innern Kreifes getheilt wird, 

+ 215 ag 93. 

uf. Daher find in einem nad Eden und Seiten centrifhen Biere das Rechteck 
aus den beiden Diagonalen und das Vierfache des Rechtecks aus den Linien zwiſchen de: 
ren Halbirungspuncten und dem Gentrum des innern Kreiſes zufammen doppelt jo groß 
als das Nehte aus den Tangentenfummen, welde man aus den Endpuncten jeder Dia— 
gonale an den innern Kreis zieht. 

627. Berlängert man in einem nad den Seiten und Eden centriſchen Vierecke 
beide Paare der gegenüberliegenden Seiten bis zum Durchſchnitt, und beſchreibt um jedes 
der vier fo entftandenen Dreiede einen Kreis, fo ift der Unterſchied der Halbmeffer zweier 
folder Kreife, die um zwei zufammengebörige d. h. eine gemeinſchaftliche Spise has 
bende Dreiede befchrieben find, gleidy dem Unterſchiede der beiden andern. 

6233. Sind in der Ebene eines Kreifes drei nicht in gerader Linie liegende Pun— 
cte gegeben, und man ſucht die ihnen für den Kreis zugehörigen Polaren , verlängert 
diefelben. bis zum Durchſchnitt, verbindet in dem fo entftandenen Dreiecke jeden der ge— 
nannten Puncte mit derjenigen Ede, die feiner Polare gegenüberliegt und verlängert 
diefe Geraden bis zum Durdfehnitt mit den Gegenfeiten oder Polaren, und verbindet 
endlich diefe letztern Durchſchnittspuncte unter einander, fo find die ſechs Puncte, in de: 
nen diefe Berbindenden die Peripherie unferes Kreiſes ſchneiden — wenn anders ein Schnei- 
den überhaupt Statt findet — die Spigen zweier Dreiede, deren Seiten einzeln durd) 
die drei gegebenen Puncte — 

629. Sind in der Ebene eines Kreiſes drei beliebige ſich ſchneidende gerade Li— 
nien gegeben, und man ſucht die ihnen zugehörigen Pole, verbindet darauf jeden derſel— 
ben mit derjenigen Ede des von den gegebenen Geraden gebildeten Dreiecks, weldye der 
Seite, zu der der Punct als Pol gehört, gegenüberſteht, verlängert diefe Transverfa- 
len bis zum Durchſchnitt mit den genannten Gegenfeiten oder Polaren, und verbindet 
endlih deren Fußpuncte unter einander, jo find die ſechs Durchſchnittspuncte dieſer letz— 
tern mit dem Umkreiſe — wenn ein Schneiden überhaupt jtatt findet — die Berührungs— 
puncte zweier um unfern Kreis zu beſchreibenden Dreiede, deren Spitzen einzeln auf den 
zuerft genannten drei gegebenen geraden Linien liegen. 


Yufgaben 


630. Den geometriſchen Ort für die Mittelpuncte aller der Kreife zu beftimmen, 
a einen Halbmeffer von vorgefpriebener Länge haben und dur einen gegebenen Punct 
gehen. 

631. Den geometriihen Drt für die Mittelpuncte aller der Kreife zu beftimmen, 
weldye, bei vorgefhriebener Größe ihrer Halbmeffer, einen der Lage und Größe nad) ges 
gebenen Kreis berühren. 
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Frage: Iſt der gefuchte Ort für Äußere und innere Berührung derfelbe oder nicht? 

632. Die beiden geometrifhen Derter für die Mittelpuncte aller derjenigen Kreiſe 
zu beftimmen, welde, bei vorgeſchriebener Größe ihrer Halbmeffer, eine der Lage nad ge: 
gebene Gerade berühren, 

633. Einen Kreis zu befhreiben, der einen gegebenen Halbmeffer hat und durch 
zwei gegebene Puncte hindurchgeht. 

Anmerkung. In vielen Fällen giebt ed zwei Kreife, welche den Bedingungen der 
Aufgabe Genüge leiften ‚in einem —* aber nur einen und in noch andern endlich gar 


feinen d. h. die Aufgabe iſt unmö . Unter weichen Umftänden finder das ei 
andere und das dritte Statt? glich ſt fi 3 eine, das 


634. Einen Kreis von vorgefhriebenem Halbmeffer zu conftruiren, fo daß er zwei 
der Lage nad gegebene Gerade berührt. 

Anmerkung. Meift giebt ed vier Kreife, die der Forderung Genüge feiften. In ei: 
nem befondern Falle aber giebt e3 unzählige und in einem andern endlich gar Feinen 
d. bh. die Aufgabe iſt unmöglich. Weiche find die beiden legtern Fälle? 

635. Einen Kreis mit vorgefchriebenem Halbmeffer zu conftruiren, der durch einen 
gegebenen Punct gebt und eine der Lage nach gegebene Gerade berührt. 

Frage: In welhem Falle laffen ſich zwei Kreiſe von der verlangten Beſchaffenheit 
befhreiben, in weldem nur eixer, und in weldem endlich gar Feiner ? . 

636. Einen Kreis zu conjtruiren, der, bei vorgeſchriebener Länge feines Halb: 
meſſers, durch einen gegebenen Punct geht, und einen der Lage und Größe nad) gegebe- 
nen Kreis berührt. 

Frage: In weldem Falle giebt es vier (zwei für äußere, zwei für innere Berüb: 
rung) Kreife, welche den Bedingungen unferer Aufgabe genügen, in weldem Falle nur 
zwei, in weldem nur einen, und in welchem gar Beinen ? 

637. Einen Kreis zu conftruiren,, der bei vorgeſchriebener Länge feines Radius 
hier Bay Lage nad gegebene Gerade und einen der Lage und Größe nad) gegebenen Kreis 

erührt, 

Zrage: In welchem Falle laffen fi vier Kreife befhpreiben , die den Forderungen 
—— in welchem nur zwei, in welchem nur einer, und in welchem endlich gar 
einer? 

638. Einen Kreis zu conſtruiren, der bei vorgeſchriebener Größe zwei der Lage 
und Größe nach gegebene Kreiſe berührt. 

Frage: In welchem Falle ſind vier Kreiſe von der in der Aufgabe bezeichneten Be— 
ſchaffenheit möglich, in welchem nur zwei, in welchem gar keiner? 

639. Den geometriſchen Ort für die Mittelpuncte aller derjenigen Kreiſe zu be: 
jtimmen, deren Halbmeffer von vorgefhpriebener Größe und deren Peripherie eine vorges 
ſchriebene Entfernung von einem gegebenen Punct haben. 

640. Einen Kreis zu beſchreiben, deffen Halbmeffer von vorgefhricbener Länge, 
und deffen Umfreis von ziwei gegebenen Puncten vorgeſchriebene Entfernungen bat. 

: .. : Welcher Zuſammenhang findet zwifchen diefer und der vorhergehenden Auf: 
gabe Statt? 

641. Die beiden geometrifchen Derter für die Mittelpuncte aller der Kreiſe zu fin- 
den, die, bei gegebener Größe des Halbmeffers, eine der Lage nad) gegegebene Gerade fo 
Schneiden , daß das Stück, weldes Sehne ift, eine vorgeſchriebene Länge bat. 

Anmerkung, Anftatt des umftändlicheren Ausdruds: ein Kreis fchneider eine der 
Lage nach gegebene Gerade fo, daß dag innerhalb, defelben „geiegene Stück der legtern 
eine vorgefchriebene Länge hat; wollen wir der nöthigen Kürze halber Eünftig blos fa: 
gen: Ein Kreig fchneider eine gegebene Gerade für eine gegebene Länge, und einer ähn— 
lichen Abkürzung wolen wir in beim Schneiden zweier Kreife bedienen. 

642. Einen Kreis zu befchreiben, der, bei vorgefchriebener Länge des Halbmef- 
ſers, zwei der Lage nad) gegebene gerade Linien für eine vorgefehriebene Länge ſchneide 
(X. 641, Anm.). 

Frage: In weldem Zufammenhange fteht diefe Aufgabe mit der frühern in 634? 

643. Einen Kreis von vorgeſchriebener Größe fo zu conftruiren, daß feine Peri— 
pherie von einem gegebenen Puncte eine vorgefhriebene Entfernung bat, und er eine 
der Lage nad) gegegebene Gerade für eine beftimmte Länge (X. 641, Anm.) ſchneidet. 

Frage: Wie hängt diefe Aufgabe mit der frühern in 635 zufammen? _ 

644. Den geometrifhen Drt für die Mittelpuncte aller der Kreife zu finden, wel- 
che für einen gegebenen Halbmeffer einen der Lage und Größe nad gegebenen Kreis für 
eine vorgeſchriebene Länge d. h. fo fehneiden, daß die gemeinfhaftlihe Schne eine vor— 
geſchriebene Länge hat. e 

645. Einen Kreis zu conftruiren, der einen gegebenen Halbmeffer hat und zwei 
der Lage und Größe nach gegebene Kreife für vorgeſchriebene Längen ſchneidet. 
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Frage: In welcher Beziehung fteht diefe Aufgabe mit der frühern in 638? 

616. Wenn ein Kreis und in feiner Ebene ein beliebiger Punct gegeben ift, durch 
legteren eine Gerade fo zu ziehen, daß fie den erfteren für eine gegebene Länge ſchneidet 
(X. 641, Anm). 


Anmerkung. Liegt der Punct außerhalb des Kreifed, fo kann die Aufgabe nur da: 


durch unmöglich werden, daß die vorgefchriebene Kange, du groß ift, für Puncte inner: 
N) 


ab dagegen eben ſo gut, auch dadurch, das diefe ige zu Elein. Welches ift die 
( Sr für Die Unmöglichkeit in dem eritern, und weiches find ihre beiden Gränzen 
im fegtern Falle? 
647. Wenn zwei Kreife der Lage und Größe nad gegeben find, eine Gerade zu 
ziehen, welche beide Kreife berührt. 
Frage: In welchem Falle verlangt die Aufgabe etwas Unmögliches ? 
Anmerkung. Iſt die Aufgabe möglich, fo laffen fich jederzeit vier folcher gemein: 
fchaftlichen Tangenten zichen. j 
643. Wenn zwei Kreife der Lage und Größe nad gegeben find, eine Gerade fo 


zu ziehen, daß ſie die Kreife für vorgefhriebene Längen (X. 644) ſchneidet. 
Anmerkung. Es laffen fich, fo fern die Aufgabe überhaupt möglich ift, vier Linien 
ziehen, die den Bedingungen genügen. 

Frage: In weldem Zufammenbange jteht diefe Aufgabe mit der vorhergehenden ? 

649. Den geometrifhen Drt für die Mittelpuncte der Kreife zu finden, welche 
einen gegebenen Halbmeffer haben und einen der Größe und Lage nad gegebenen Kreis 
redhtwinfelig ſchneiden (X. 595). 

650. Den geometriſchen Ort für die Mittelpuncte aller der Kreife zu finden, wel- 
de zwei der Lage und Größe nad gegebene Kreife rechtwinkelig ſchneiden. 

FA 651. Einen Kreis zu conftruiren, welder drei gegebene Kreife rechtwinkelig 
neidet, 

652. Einen Kreis zu befchreiben, welcher zwei der Lage nad) gegebene, nicht pa= 
rallele Zinien berührt und durch einen gegebenen Punct geht, der auf der Geraden liegt, 
welche den von den beiden erſtern gebildeten Winfel halbirt., 

Auflöfung : Errichte auf der Winfelhalbirenden in dem gegebenen Buncte eine Senf: 
rechte 2C. 

Frage: Aendert fih die Sade wefentlih, wenn die beiden gegebenen Geraden pa— 
rallel laufen ? 

653. Einen Kreis zu befhhreiben, welder zwei der Lage nad gegebene nicht pa— 
rallele Gerade berührt und durd einen gegebenen Punct gebt, 

Auflöfung : Gonftruire einen belicbigen von den beide gegebene Linien berührenden 
Kreifen, verbinde den gegebenen Punct mit dem Durchſchnittspuncte der gegebenen Ge— 
raden und erwäge, daß legterer Punct der äußere Achnlichfeitspunct für den bereits bes 
ſchriebenen und für den gefudhten Kreis ift ıc. 

654. Einen Kreis zu conftruiren, der durch zwei gegebene Puncte geht und eine 
der Lage nad) gegebene Gerade berührt. 

Auflöfung: Berbinde die beiden Puncte, verlängere diefe Gerade, bis fie die gege— 
bene ſchneidet, und wende nun die Säge 259 und 248 an. 

Frage: Mie ändert fidy die Auflöfung unferer Aufgabe, wenn die Berbindungslinie 
der beiden gegebenen Puncte mit der gegebenen Geraden parallel läuft ? 

655. Wenn zwei Puncte (A, B Fig. 148 und 149) und ein Kreis gegeben, auf 
der Peripherie des legtern den Punct (D) zu finden, durch weldyen fid zwei Schnen 
(BDE und ADF) fo ziehen laffen, daß fie einzeln durch die gegebenen Puncte gehen und 
daß die ihre nicht gemeinſchaftlichen Endpuncte verbindende Gerade (EF) parallel ijt der 
durd) die beiden gegebenen Puncte bejtimmten geraden Linie (AB), 

Auflöfung: Nimm, wenn die beiden Puncte außerhalb des Kreifes liegen (Fig. 148) 
BG gleidy der dritten Proportionale zu BA und der Tangente, die fih von B aus an 
den Kreis ziehen läßt; ziehe endlich die Tangente GE, und verbinde E mit B, fo ift 
der jo erhaltene Punct D der geſuchte. Liegen die beiden Puncte innerhalb des Kreifes 
(Fig. 149), fo nimm BG gleidy der dritten Proportionale zu AB und der zu B geho= 
rigen halben Mittelfehne, ziche die Tangente GE xc. 

Zrage: Sind die zweiten Tangenten, die fi) in beiden Fällen von G an den Kreis 
ziehen laffen, für die Aufldfung unferer Aufgaben ganz unbraudbar ? 

656. Einen Kreis zu befepreiben, der einen gegebenen Kreis berührt und durd 
zwei gegebene Puncte geht. 

Auflöfung: Suche für die gegebenen Puncte (A und B Fig. 148 und 149) nad) 
Anleitung von A. 655 auf der Peripherie des gegebenen Kreifes den Punct D, für wel: 
den EF || AB, jo ift derfeibe der Berührungspunct zwiſchen Dem gegebenen und dem ge= 


ſuchten Kreife, 
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Anmerfung. Es giebt in dem einen fo wie in dem andern Falle (Fig. 148 und 149 
zwei reife, die den Bedingungen der Aufgabe Genüge ad Sig 2 , 


657. Einen Kreis zu beſchreiben, welder zwei gegebene (ungleidye) Kreife berührt 
und durd einen gegebenen Punct geht. 

Anleitung zur Auflöfung. Berbinde den gegebenen Punct mit einem der Aehnlich— 
feitspuncte (X. 576) 3. B. dem äußern, ſuche zu diefer Geraden und den von dem ge= 
nannten Aehnlichkeltspuncte an die beiden Kreife gezogenen Tangenten die vierte Pro— 
portionale , ſchneide ihre Länge auf der zuerft gezogenen Geraden vom Aehnlichkeitspun— 
cte aus ab und beſchreibe nad Anleitung von X. 656 einen Kreis, der durch diefen zu— 
legt —— Punct und den urſprünglich gegebenen geht und einen der gegebenen Kreiſe 
berührt, - 

Anmerkung. Soll der 5, bei 
von außen Ay beide von Ad — ir — 
den Außern Mchntichfeitspunet der beiden gegebenen Kreife nehmen; für ungleichartige 


Berührungen dagegen den innern. Es lafen fich in Allem vier Kreife befchreiben , die 
das in unferer Aufgabe be leiſten. 


658. Einen Kreis zu beſchreiben, welcher zwei gegebene Gerade und einen gege— 
benen Kreis berührt, 

Auflöfung: Ziehe mit jeder der gegebenen Geraden auf jeder Seite in einer dem 
Halbmeffer des gegebenen Kreifes gleichen Entfernung eine Parallele, und conjtruire nun 
(X. 652) einen Kreis, welder durd den Mittelpunct des gegebenen geht und zwei fols 
de von den vier Hülfslinien berührt, weldye beide entweder auf den einander zugefehrs 
ten, oder auf den von einander abgefehrten Seiten der mit ihnen parallelen gegebenen 
Geraden liegen, 

659. Einen Kreis zu beſchreiben, welder durd einen gegebenen Punct gebt, eine 
gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis berührt. 

Auflöfung: Ziehe den Kreisdurchmeſſer, welder auf der gegebenen Geraden ſenk— 
recht fteht, verbinde, je nachdem die Berührung zwiſchen den beiden Kreifen eine äußere 
oder innere fein foll, den unferer Geraden entferntern oder nähern Scheitel deffelben mit 
dem gegebenen Puncte, fehneide auf diefer Geraden felbft oder auf ihrer Verlängerung 
von legterem Puncte aus ein Stüd ab, weldyes gleidy it der vierten Proportionale zu 
der zulegt genannten Linie, dem Durdmeffer und der Entfernung feines (zur Auflöfung be— 
nugten) Sceitels von der gegebenen Geraden, und befäreibe (A. 654) den Kreis, wels 
her durch dieſen Punct und den gegebenen geht und die gegebene Gerade berührt. 

660. Einen Kreis zu beſchreiben, welder die gegebene Gerade und zwei gegebene 
(ungleiche) Kreife berührt, 

Auflöfung: Siehe mit der gegebenen Geraden eine Parallele, welde won ihr um 
den Halbmeffer des Fleinern Kreifes entfernt ijt, beſchreibe concentrifdy mit dem größern 
Kreife einen zweiten, deffen Halbmeffer glei dem Unterſchiede der Radien der beiden ges 
gebenen Kreife ift, und beſchreibe nun (X. 659) einen Kreis, welder den Hülfsfreis 
und die Parallele berührt und durd den Mittelpunct des Fleinern der gegebenen Kreife 
gebt, fo iſt diefer concentrifh mit dem geſuchten zc. 

Frage: Iſt es gleichgültig, auf welder Seite der gegebenen Geraden man die Pa— 
rallele zieht ? 

661. Einen Kreis zu befäpreiben, welder drei gegebene (ungkiche) Kreife berührt. 

Auflöfung : Beſchreibe mit dem größten und dem mittlern der gegebenen Kreife zwei 
andere concentriſch, deren Halbmeſſer einzeln gleich dem Ueberſchuſſe des Halbmeſſers je— 
des der genannten Kreiſe ſelbſt über den des dritten (kleinſten) und conftruire nun (X. 657) 
einen Kreis, welder die beiden Hülfsfreife berührt und durch den Mittelpunct des Fleins 
ften unter den gegebenen geht, jo ift diefer mit dem geſuchten concentrifd ic. 

Anmerkung 1. Eine andere Löfung diefer legten Aufgabe, welche vor der hier mit: 

ethrilten den Vorzug har, daß fie unabhängig von allen frühern verwandten Aufga: 
den iſt, ergiebt sh Unmittelbar aud dem frühen Lehrfage U. 616, 

Anmerkung 2, Die beiden befannten Aufgaben, auf denen unmittelbar die Con— 
firuction eines Kreifes um und in ein gegebeneg Dreieck beruht, nebft den acht in den 
vorhergehenden Nummern 653, 654, 656 — 661, mitgeheilten machen den Inhalt deg 
fogenannten Apollonianifchen Problemd von den Berührungen aus. Apollonius 
behandelte diefes Problem in einer befondern, aus zwei Büchern befiehenden Schrift, 
weiche den Titel: repl Erapwv führte, die aber Leider galeich fo manchen andern 
(häybaren Arbeiten deſſelben fo wie anderer ausgezeichneter griechifcher Mathematiker 
verloren gegangen if Die Hülfsfäge zu den einzelnen Zäuen des Probiems, die ung 
Pappus im ante Ruche feiner mathematiichen Sammlungen aufbewahrt hat, find 
auch darum fehr ſchaͤßzenswerth für ung, weil fie näheres Licht Über die Behandlungs: 
weile de3 Apotoniug verbreiten. Nach ihnen darf man mit Grund vermuthen, daß 
die von ung im Vorhergehenden angedeuteten Auföfungen in der Hauptfache mit den 
von Apolloniug gegebenen übereinftimmen. 

Anmerkung 3." Der nöthigen Kürze halber it Alles weggeblieben, was ih auf 
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die Aufzähftung und Erörterung der oft ziemlich vielen verfchiedenen Fälle bezieht, die 
bei einzelnen au unferın Probleme gehörigen Aufgaben möglich find, und ihren Grund 
in der möglichen Verfchiedenheit der gegenfeitigen Lage der gegebenen Kreife (für diefe 
kömmt auch ihre_gegenfeitige Größe in Berracht) Linien und Puncte und In der dop— 
pelten Art der Berührung zweier Kreife haben. _ Wir Üüberlafen eine ſolche Unter: 
fuchung aller möglichen Fälle dem, eignen Fleiße der Lofer, Denen wir vorzugsweife 
diefe Anhänge beſtimmt haben, und einpfehlen fie ihnen als eine aewiß vecht nützliche 
anet ereenisen, weiche hierbei eines Führers bedürfen foktten, finden ihn in der 
feinen Schrift; 
j G.u. A. Bier Seitfaben au vollſtändiger Bearbeitung des wiederhergefteltten Apot: 
lonius 2c. Deffau 1820 in 4, j 
Anmerkung 4. Bon den zahlreichen Bearbeitern des Apolfonianifchen Problems 
wollen wir nur folgende nennen; ö 
Fr. Vieta: Apollonius Gallus, seu exsuscitata Apollonii Pergaei rzpl ETXPWV geo- 
metria in feinen opp. ed. Schooten p. 325 — 340. ’ 
3. Wilh, Camerer: Apollonii de tactionibus quae supersunt. Goth. et Amstelod. 179%. 
€. G. Haumannz Berfuch einer Wicderhberftellung der Bücher des Apollonius von 
Perga von den Berührungen. Breslau 1817. ; 
W. Ch. Christmann : Apollonius Suevus sive tactionum problema nunc demum restitu- 
tum. Tubing. 1821, 6. 
662. Wenn drei Puncte gegeben find, einen Kreis zu beſchreiben, deffen Peripbe: 
rie von jedem derfelben eine vorgeſchriebene Entfernung bat, 

Frage: Wie hängt diefe Aufgabe mit der nächſt vorhergehenden zufammen ? 

663. Einen Kreis zu beſchreiben, der durch zwei gegebene Puncte geht, und ei— 
yen der Größe und Lage nad gegebenen Kreis fo ſchneidet, daß die gemeinſchaftliche Schne 
eine vorgeſchriebene Länge bat. 

664. Durch einen innerhalb eines Kreifes gegebenen Punct eine Sehne fo zu zier 
ben, daf die beiden Stüde, in welde fie in diefem Puncte getheilt wird, einen vorge- 
ſchriebenen Längenunterfchied haben. ‚ 

Frage 1. Welche Bedingungen müffen erfüllt werden, wenn die Aufgabe nicht ct- 
was Unmögliches verlangen foll? 

Frage 2. Kann der gegebene Punct nicht auch außerhalb des Kreifes Liegen ? 

665. Durd einen innerhalb eines Kreifes gegebenen Punct (A Fig. 150) eine 
Schne (DE) fo zu ziehen, daß die Stüde, in’welde fie in demfelben getheilt wird, ein 
vorgeſchriebenes Verhältniß zu einander haben. 

Auflöfung: Ziehe den Durdmeffer BAH; nimm AM fo, daß BA : AM gleidy dem 
vorgefchricbenen Verhältniſſez und made AD — AG gleidy der mittlern Proportionale 
zwiſchen AM und AH, fo ift DAE die gefudhte Sehne, 

Frage I. Aendert fi etwas Weſentliches, wenn der gegebene Punct außerhalb 
des Kreiſes liegt? 

Frage 2. Welche Gränze darf die Größe des gegebenen Berhältniffes nicht über- 
fteigen, damit die Aufgabe nicht unmöglid werde ? 

666. Wenn zwei Puncte in der Peripherie eines Kreifcs gegeben find, einen drit- 
ten zu finden, deffen Entfernungen von den gegebenen cin vorgeſchriebenes Verhältniß 
haben. 

Auflöfung. Berbinde die gegebenen Puncte, theile diefe Schne nad) dem vorge: 
fehriebenen Berbältniffe, verbinde Diefen Theilpunct mit dem Halbirungspuncte cincs der 
Schne gehörigen Bogen und veriängere diefelbe bis zum Durchſchnitt mit dem andern 
Bogen. 

ginmerfung. Es laſſen fich vier Buncte finden, die den Bedingungen der Aufgabe 
genngen, : z ; ; — 

667. Aus einem der Durchſchnittspuncte zweier ſich ſchneidender Kreiſe eine Ge— 
rade jo zu ziehen, daß das zwiſchen den Umfängen beider enthaltene Stück von vorge— 
ſchriebener Länge ift, 

Auflöſung. Beſchreibe über der Gentrale beider Kreiſe als Durchmeſſer einen drit— 
ten, trage in diefen von einem der Endpuncte des Durchmeſſers die Hälfte der gegebenen 
Länge ald Schne ein und ziche mit derfelben durd einen der Durchſchnittspuncte beider 
Kreiſe eine Parallele ıc, 

668. Ein Dreied zu befehreiben, dad einem (ABC Fig. 151) von zwei gegebenen 
gleihflähig und dem andern (BED) ähnlich ift. 

Auflöfung: Berlängere DC bis zum Durdfchnitt mit AE, welde || BC ; beſchreibe 
über DE einen Halbkreis, errichte in Cdie Senkrechte CH und bejreibe über dieſer 
ein Dreie® CGF, voeldyes ähnlich mit BED und in welchem CF die der CD entſprechende 
Seite ift, 

Anmerkung. Haben die beiden Dreiecke nicht, wie hier angenommen worden, cine 
gemeinfchaftliche Geite , fo läßt fich Leicht über einer Seite von ABC, welches den In: 


— 


— 
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haft des gefuchten Dreiecks beſtimmt, ein ſolches befchreiben, welches dem andern ges 
gebenen ähnlich it. aA — 

Zuſ. Ein ungleichſeitiges Dreieck in ein gleichſeitiges zu verwandeln. 

669. Im einem gegebenen Dreiecke drei Transverfalen fo zu ziehen, daß fie einen 
gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct haben und je zwei von ihnen Winkel von vorgeſchrie— 
bener Größe bilden, 

Anmerkung. Die drei gegebenen Winkel müfen natürlich immer die Bedingung 
erfüllen, daß ihre Summe gleich zwei Rechten lt. , ’ 

Auflöfung. Beſchreibe über den Seiten als Sehnen Kreife, fo daß die nad) außen 
bin liegenden Abſchnitte derfelben zu ihren Peripheriewinkeln beziehungsweife Die drei 
gegebenen Winfel haben. Der gemeinſchaftliche Durchſchnittspunct der drei Umkreiſe ift 
der geſuchte Punct. 

670. Ein Dreieck zu conftruiren, das einem gegebenen ähnlich ift, und deſſen Sei— 
ten (nötbigenfalls verlängert) durch drei gegebene (nidyt in gerader Linie liegende) Pun— 
cte geben, 

Auflöfung. Berbinde die drei Puncte zu einem Dreieck; ſuche in diefem nad) An: 
leitung von X. 669 den Punct, in weldyem ſich drei Transverfalen unter den Winkeln 
des gegebenen Dreiecks, dem das geſuchte ähnlich fein fol, ſchneidenz jede andere Ter— 
nion von Transverfalen, welde einzeln mit den ſchon gefundenen gleihe Winkel bilden, 
—— in ihren gegenſeitigen Durchſchnittspuncten ein Dreieck von der verlangten Be— 

affenheit. 
⸗ ein, Es laſſen fich alſo unendtich viele folcher Dreiecke finden. 

671. Wenn eine gerade Linie, außerhalb und zwar auf derfelben Seite von ihr 
zwei Puncte gegeben find, auf erfterer den Punct zu finden, von welchem aus zwei Li— 
nien, nad den gegebenen Puncten gezogen, mit der Geraden zu beiden Seiten Winkel 
bilden, die einen vorgefchriebenen Unterſchied haben. 

Auflöfung. Fälle aus einem der Puncte auf die Gerade eine Senfredte, verlän— 
gere fie über ihren FZußpunct hinaus Um ihre eigne Länge; verbinde diefen Endpunct mit 
dem andern der gegebenen Puncte und befcpreibe über diefer Linie ald Sehne einen Kreis— 
abfchnitt , deffen zugehöriger Peripheriewinfel gleidy dem Nebenwinfel des vorgeſchriebe— 
nen Unterſchiedes zc. \ 

Trage: Wie ändert ſich unfere Aufgabe, wenn anftatt des Unterfchiedes, die Summe 
der genannten Winkel gegeben iſt? 

672. Wenn eine gerade Linie und außerhalb derfelben (und zwar auf derfelben Seite) 
zwei Puncte gegeben find, auf erfterer den Punct, der ſolche Lage hat, daß die Gera: 
den, weldye ihn mit den gegebenen verbinden, mit der durch die legtern gehenden Linie 
Winkel bilden, welche einen vorgeſchriebenen Unterſchied haben, 

Auflöfung. Sie unterfheidet fi von der für die vorige Aufgabe nur dadurd, daß 
der Kreisabfepnitt, den man beſchreibt, einen Peripheriewinkel faßt, welder das Sups 
plement zu der Summe des vorgeſchriebenen Unterſchiedes und des doppelten Winkels ift, 
den die beiden gegebenen Geraden mit einander bilden. 

673. Ein Biered zu conftruiren, weldes nad den Eden und Seiten zugleich cens 
triſch iſt, wenn eine feiner Seiten und die beiden anliegenden Winkel gegeben find. 

674. Zwiſchen den Schenfeln eines gegebenen Winfels cine Gerade von vorgefärice 
bener ee fo zu ziehen, daß das entftandene Dreieck einen vorgeſchriebenen Flächen— 
raum bat, 

675. An ein Dreied drei Kreife fo zu beſchreiben, daß jeder von ihnen fowohl zwei 
Seiten al auch die beiden andern Kreiſe berührt, 

Auflöfung. Verbinde den Mittelpunct des innern Kreifes mit den Spisen des 
Dreiecks; beſchreibe in zwei der fo entjtandenen drei Dreiede ihre innern Kreiſe; ziehe von 
dem Puncte, wo der eine von ihnen die Seite des Urdreieds berührt, an den andern eine 
Tangente, und befhreibe endlidy einen Kreis, weldyer diefe Tangente, und die beiden 
Seiten des Urdreiedd berührt, weldye audy von den beiden vorher genannten Hülfsfrei= 
fen berührt werden, fo ijt diefer einer der drei geſuchten Kreiſe. Durd ein ganz ähn— 
liches Verfahren findet man die beiden andern 

676. Im einen Kreis ein Dreieck zu befchreiben, deffen Seiten (oder ihre Berlän- 
gerungen) durch drei gegebene Puncte geben, | 

X. 638.  - . 

677. Um-einen gegebenen Kreis ein Dreieck zu beſchreiben, deſſen Spigen auf drei 

der — *— gegebenen geraden Linien liegen. 
+ 2 [2 


— — — — 
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Bon dem Meilen der MWinfel durch Kreisbogen, und dem 
Derechnen derfelben durch Sehnen, Sinuffe, Tan 
genten und Gecanten. 


Erfter Abſchnitt. 
Bon dem Meſſen der Winkel durch Kreisbogen. 





335. Lehrſatz. Sin demfelben Kreife oder in gleichen Kreifen ver: 
halten fidy Sowohl die Centri- als auch die Peripherie: Winkel eben fo 
wie die Bogen die zwifchen ihren Schenteln liegen. Daffelbe gilt für 
die Kreisausfchnitte; und jeder Centriwinkel verhält fich zu vier Rech— 
ten wie der zwifchen feinen Schenfeln enthaltene Bogen zum ganzen 
Umtfreife. 

Eucl. VI, 33. — L. G. II, 17. 

Vorbereitung. Nimm die Bogen GB und BJ (Fig. 170) gleich 
AG, und eben fo.die Bogen MN, und NO gleich KM, ziehe CB, CJ 
und LN, LO. 

Beweis. Erfter Theil. Aus Ti Betrachtung, daß Bogen AJ 
und W. ACJI GSfleichvielfache von Bogen AG und von W. ACG fo wie 
auch Bogen KO und W. KLO diefelben PVielfachen von Bogen KM 
und von W. KLM; dann aus 148, 245, 3. 1, und 244. 

Zweiter Theil. Aus dem erften. 

Dritter Theil. Aus 233, Zuf. 3. 

Zuf. 1. Man kann alfo einen Bogen als Maaß für einen (ihm 
zugehörigen) Centriwinkel betrachten, fo lange man von einem und dem: 
felben Kreife fpricht. Wir werden uns diefer Ausdrucksweife in dem 
Folgenden bedienen. 

L. G. II, 17, 3uf. 

Zuf. 2. Das Maaf für einen Peripheriewinkel ift die Hälfte 

des ihm zugehörigen Bogens. 
L. IT, 18. 


336. Lehrſatz. Bogen ungleicher Kreife, zu denen gleiche Lens 
tri- oder Peripheriewintel gehören, verhalten ſich zu einander, wie die 
Umfreife, von denen fie Theile ausmachen; und umgekehrt, verhalten 
fih in ungleichen Kreifen zwei Bogen wie die ganzen N fo find 


v. Swinden Geometrie, 1 
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die zu ihnen gehörigen Centri- oder Peripheriewintel von gleicher 


Größe. 
Beweis. Erfter Theil. Aus dem dritten Theile des vorigen 


Satzes; und 143. 

Zweiter Theil. Indirect durch Huͤlfe des erften Theile. 

Zuf. 1. In ungleichen Kreifen ftehen alfo gleiche Winkel auf 
ähnlichen Bogen (316, Zuf. 2). 

Zuf. 2. Die Bogen ungleicher Kreife, zu denen gleiche Winkel 
gehören, verhalten ſich wie die Umfreife, oder wie die Kreishalbmeſſer 
und diefe wie die Sehnen diefer Bogen (316, 196). 

Zuf. 3. Umgekehrt, wenn Bogen ungleicher Kreife fid) wie die 
ganzen Umfreife oder wie die Halbmeſſer verhalten, fo find die zu ih: 
nen gehörigen Winkel gleich, und ihre Sehnen verhalten fich wie die 
Halbmeifer. 

Zuf. 4. Darum find in allen Kreifen die Bogen das eigentliche 
und natürliche Maaß für die Centriwinfel, und die Hälften der Bo: 
gen das Maaf für die Peripheriewintel. 

Zuf. 5. Diefelben Halbmeffer fallen auf den Umfängen concen: 
trifcher d. dh. um denfelben Mittelpunct befchriebener Kreife ähnliche 


Bogen zwifchen ſich. 
Zuf. 6. Das Meffen der Winkel durch Grade, Minuten, Se: 
funden ꝛc. beruht auf unferm Sage und auf 316. 

Anmerkung 1. Ginem alten Gebraude zufolge theilt man den Umfreis in 360 
gleiche Theile und nennt jeden derſelben Grad; einen Grad theilt man wiederum 
in 60 Minuten, eine Minute in 60 Sekunden ıc. Auf einen redten Winfel, zu dem 
der vierte Theil des Umfreifes ald Bogen gehört, kommen alſo 90°, und die Winkel eis 
nes Dreiecks betragen zufammen 180°. 

Anmerkung 2. Darauf und auf Zuf. 5 beruht die Einrichtung des in allen Reiß« 
zeugen unter dem Namen Transporteur befindlichen Werkzeugs; darauf gründen fi) 
im Allgemeinen alle zum Winfelmeffen dienende Inftrumente, welchen Namen fie audy 
führen mögen. 

Die Geftalt eines Transporteur ijt entweder die eines Halbfreifes oder die eines 
Rechtecks; in beiden Fällen ift der Rain Grade (zuweilen auch halbe Grade) abge 
theilt 5 aber nur im erjtern erſcheinen alle Grade ald gleich; im letztern als ungleid. 

Es ftelle der Halbfreis AFKA (Fig. 171) einen Transporteur dar, deffen Mits 
telpunct C durch einen feinen Strid (oder Einſchnitt u. dergl.) auf der Linie AK bes 
zeichnet ift. Die gleihen Bogen AB, BD zc, gehören zu gleichen Gentriwinteln ACB, 
BCD zc, 3 und das Doppelte, Dreifache ıc. des Bogen: zum Doppelten, Dreifaden ıc. 
eines diefer Winkel. Hat dagegen das Inftrument die Geftalt eines Rechtecks bBJi, 
jo werden die Grade auf den Seiten bB, BJ, Ji durch die Puncte d, e, f, g, h an« 
gezeigt, in denen die Rechtecksſeiten von den Halbmeffern gefihnitten werden, die man 
nad den Endpuncten der gleihen Bogen AB, BD :c, des Halbfreifes zieht, in wels 
chem dad Rechteck ſteht. Die Natur der Sache bringt es mit fih, daß nicht alle zwi: 
fen je zwei benachbarten Radien enthaltenen Stüde der Rechtedöfeiten, Bd, de, ef, 
fg, gh, hJ, von gleicher Länge fein Fönnen. 

Der Gebraud des Inftrumentes unter der einen und der andern Form ift derfeibe, 
‚und fällt in die Augen. Man legt den Durchmeſſer AK auf den einen Schenfel des 
Winkels, fo daß der Mittelpunct C mit dem Scheitel zufammenfällt. Die Zahl, die 
an der Stelle z. B. D oder d fi befindet, wohin der zweite Schenkel fällt, zeigt an, 
wie viel Grade diefer Winkel oder der zu meffende Bogen in fi ſchließt. 

Anmerkung 3. Späterhin, und namentlid als man in Zranfreih die Decimal: 
theilung für Maaße und Gewichte einführte, theilte man den rechten Winkel oder den 
vierten Theil des Umkreiſes, auch Quadrant genannt, nicht in 90 fondern in 100 Gra« 
de, jeden Grad in 100 Minuten, eine Minute in 100 Sekunden . Trotz der gros 
fen Vortheile, weldye eine ſolche Eintheilung gewährt, hat fie fih doch nicht allgemein 
geltend madyen Pönnen, ja in Frankreich felbft ſcheint man in der neueften Zeit immer 
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mehr zum Alten wieder zurüdzufchren. Es wird daher aud hier die alte Eintheilung 
beibehalten werden. 

Anmerfung 4. So wie man den Umfreis in Theilen des Halb = oder Durchmeſ⸗ 
fers auötrüdt, eben fo kann man audy umgekehrt den Haltmeffer in Theilen des üm— 
Preifes d. h. in Graben, Minuten, Sekunden 2c, ausdrücken. Hierzu dient folgender : 


337. Lehrfaß. Der Bogen, der von gleicher Länge ift mit 
dem Radius, beträgt 57 Grad 17 Minuten 44,8 Sekunden. 
Bew. Es ift: Halber Umkreis : Radius — 355: 113 oder 


180° a —= 355 : 113 
— 0— 370 -; 7 
alfo Ta . 180 57 17° 448 


Zuf. 1. Der Halbmeſſer in Sekunden ausgedrückt giebt: 2062548, 

Anmerfung, Daß der Radius in Sekunden ausaedrüdt werden foll, deutet man 
an durch r’’, 

Zuf. 2. Ein Bogen, der in Theilen des Halbmeffers als Ein: 
heit dargeftellt ift, wird in Sekunden ausgedrückt dadurch, daf man 
ihn durch 7 multiplicire; und umgekehrt ein in Sekunden angegebe: 
ner Bogen wird in Theilen des Halbmeffers ausgedrückt, wenn man 
ihn durch r’ dividirt. 

338. Lehrfaß. Kreisabfchnitte (ABC, DEF $ig. 158) find aͤhn⸗ 
lich, wenn die in ihnen ſtehenden Winkel gleich; Kreisausſchnitte ſind 
aͤhnlich, wenn die zugehoͤrigen Halbmeſſer gleiche Winkel bilden. 

Beweis. Erſter Theil. Durch Huͤlfe von 335 zeigt man, daß 
die Bogen, auf denen die Winkel ABC und DEF ſtehen, ſich wie die 
ganzen Umfreife verhalten, dag mithin daffelbe aud für die Bogen 
ABC und DEF gilt; und wendet dann 316, 3. 3 an. 


Zweiter Theil. Aus der Gleichheit der Centriwinfel, der daraus 
folgenden Aehnlichkeit der Bogen, und dem gleichen Verhältnif der 


(egtern zum Halbmeſſer (335 und 316, Zuf. 2). 
Anmerkung. Euclides hat diefen Sag unter die Ariome aufgenommen, die er feis 
nem dritten Buche vorausſchickt. * 


Zuſ. 1. Die Bogen aͤhnlicher Abſchnitte oder Ausſchnitte ver— 
halten ſich wie die Kreishalbmeſſer oder wie die zu den Bogen zuge— 
hoͤrigen Sehnen. 

L. G. IV, 11 3uf. 

Zuf. 2. Daher find ähnliche Kreisabfchnitte, die auf gleichen 
Sehnen ftehen, gleich. 

Zuf. 3. Man kann alfo über einer geraden Linie nicht zwei Kreis: 
abfchnitte befchreiben, die ähnlich und ungleich find. 

Eucl. IIl, 23. 

Zuſ. 4 Aehnliche Ausschnitte und Abfchnitte ftehen in dem zwei: 
fach hoͤhern Verhältnig der zugehörigen Sehnen, oder der Durchmef: 
fer der Kreife, zu denen fie gehören (222, und 316, 3. 3)- 

L. G. IV, 11, 3uf. — Tacquet zu Eucl. XII, 2. ‚ 

339: Lehrfag. Bogen (AG, DE $ig. 157) ungleicher Kreife, 
zu denen ungleiche Winkel gehören, flehen im zufammengefegten Ver: 
hältniffe der Winkel und Halbmefler; und das Verhältniß der Winkel 
ift zufammengefeßt aus dem geraden WVerhältniffe der Bogen und dem 
umgetehrten der Halbmeſſer. ; 

17 * 
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Vorbereitung. Man denke fich die Kreife concentrifch über ein: 
ander gelegt. 
Beweis. Erfter Theil. AG: -DF=CA:CD 
ADF:"DE= W. DCF:W,.DCE 
AG: -ADE=CA.W.DCF: CD. W.DCE 
Zweiter Theil. Aus dem erften und 144. 
Anmerfung. Trotz ber häufigen Anwendung diefes Satzes in der Aftronomie fin- 


det man ihn doch beinahe in feinem einzigen Elementarbude, L. C. Lecons d’ Astro- 
nomie $. 124 und Kraflt geom. sublim. $. 107. 


340. Lehrſatz. Ausfchnitte verfchiedener Kreife ftehen im zu: 
fammengefeßten Berhältniffe der Winkel, die fie bilden, und der Qua— 
drate der Kalbmefler von den Kreifen, zu denen fie gehören. Sind 
die Ausfchnitte ähnlich, fo verhalten fie fih wie die ae der 
Durchmeffer. 

Beweis. Aus 321 und 339. 

Krafft geom. subl. $. 107. 


Anmerfung. Der Inhalt eines Abſchnitts (Zig. 122) hängt von dem Anbalte 
des zugehörigen Ausfchnitts ab; da berfelbe gleich it entweder dem Unterſchiede oder 
der Summe des Ausfchnittes und des Mittelpunctödreieds, je nachdem er (wie LKHL) 
Meiner, oder (wie LPHL) größer als der Halbfreis ift. Der Flächeninhalt eines Ab- 
ſchnitts wird daher Br, Anm, 1 und 203, 3uf. 6) dargeftellt durch 


FAT Ir 7 LH = 
Das Nähere bierüber f. in 399, Zuſ. 2. 


341. Lehrſatz. Das Maaf für den Winkel, welchen eine 
Sehne mit der Tangente im Berührungspuncte bilder, ift die Hälfte 
des zur Sehne on Bogens. 

‚19. 





a Aus 247, und 336, Zuf. 4. 


342. Lehrſatz. Das Maaf für einen Winkel (DAE Fig. 159 
und 160), deſſen Scheitel (A) nicht auf dem Umkreiſe liegt, ift ent: 
weder die halbe Summe oder der halbe Unterfchied der zwifchen den 
(nöthigenfalls verlängerten) Schenfeln deflelben enthaltenen Bogen, je 
Rande fe Scheitel innerhalb oder außerhalb des Kreifes liegt. 

L 470. 
Vorbereitung. Ziehe HD. 
. Deweis. Aus 38 und 336 Zuf. 4. 


Zuf. 1. Nimmt man den Scheitel A (Fig. 155) des Winkels | 
auf dem Durchmeffer fo, daß AG—=GC fo ift 
W. FAE—=4 CE; denn ya» ÄgE— 3 GEIM GId. i. 
agE=3CH ıc. 

Anmerkung 1. Gäbe es alfo ein Mittel, um, wenn ein Winfel gCE, oder ein 
Bogen gE gegeben wäre, in dem Kreife, deffen Halbmeifer gC, eine Schneidende gGA 
fo zu ziehen, daß das außerhalb des Kreifes liegende Stüd GA glei dem Radius, fo 
würde es leicht fein, einen gegebenen Winkel in drei gleihe Theile zu teilen. Allein 
die Mittel der Elementargeometrie d. h. Lineal und Zirkel reihen dazu durdaus nicht 
bin. Schon Ardimedes (Lemmata pr. 8) bat die Aufgabe von der Dreitheilung eines 
Winkels oder Bogend auf diefen Say zurüdgebradpt, der ganz zufammenfällt mit dem 
frühern Satze 53. 

Zuſ. 2. Liegt der Scheitel F (Fig. 123) des Winkels GFD in: 
nerhalb des Kreifes, ift einer feiner Schenkel ein Durchmeſſer GFCN, 
und liegt außerdem der Winkel fo, daß die Sehne GD gleih dem 
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Schenkel FD, fo ift der Bogen GD der dritte Theil von dem Bo: 
gen ABGD. , 

Beweis. W. FCOCD —= WW, GFD — W. FDC — W. GDC — 

W. FDC, alfoÄABG = 2-CD. | 

Anmerkung 2, Man würde alfo einen gegebenen Bogen ABD in drei gleiche Theile 
theilen Fönnen, wenn man ein Mittel Fennte, einen Durdmeffer GN fo zu ziehen, daf 
die Sehne GD glei dem Stüd FD würde, was jener von der Sehne des ganzen Bo: 
gend abſchneidet. 

Ih babe diefen Sag in einem Briefe gefunden, melden Kinner in Prag im 
3. 1654 an Huygens gefhrieben bat. 

343. Lehrſatz. Das Maaf für den äußern Winkel (LKJ Fig. 160), 
welchen eine Sehne (KL) mit einer verlängerten Schneidenden (FJ) 
auf dem Umkreiſe bildet, ift die Halbe Summe der Bogen (LKund KF), 
welche die genannten Geraden von ihrem Durhfchnittspuncte aus nach 
beiden Seiten hin abfchneiden. 

Vorbereitung. Ziehe LF. 

Beweis. Aus 38 und 236, Zuf. 4. 


— —— — — 


Zweiter Abſchnitt. 


Vom Meilen und Berechnen der Winkel und Bogen durch 
Sehnen, Sinuffe, Tangenten und Sekanten. 


I. Erflärungen und allgemeine Eigenfchaften. 


344. Erklärung. Man nennt von zwei Bogen (DB, GD 
Fig. 172) den einen das Complement des andern, wenn beide zus 
fammen den vierten Theil des Umkreifes ausmachen; das Supple— 
ment eines Bogens heißt ein anderer, wenn beide zufammen dem hal: 
ben Umtreife gleich find. Auf ähnliche Weife ift es bei zwei Winkeln; 
fie complementiren fih, wenn fie zufammen einen Rechten, und fupple: 
mentiren ſich, wenn beide zufammen zwei Rechten gleich find. — | 

Zuf. Zieht man einen Bogen oder Winkel (d. i. die Zahl der 
Grade, durch die feine Größe dargeftellt wird) von 90° und 180° ab, 
fo erhält man refpective fein Complement und fein Supplement. 

Anmerkung. Da die Bogen das Maaß für die Winkel find (336, Zuf. 4), 10 
muß man beim vierten Theil des Umkreifes an einen rechten Winfel, beim halben Um: 
Freis an zwei Rechte denken, und muß überhaupt das, was von Bogen gefagt wird, 
auch von Winkeln gelten, und umgekehrt, 

345. Erklärung. Sehne eines Bogens heißt die Gerade, 
welche die beiden Endpuncte des Bogens verbindet. Zwar verbindet 
eine Sehne immer die Endpuncte zweier, zum ganzen Umfreife fich ge: 
genfeitig ergängender Kreisbogen, allein wenn man von dem zu einer 
Sehne gehörigen Bogen fpricht, fo verfteht man ftillihweigend im: 
mer denjenigen, der kleiner (oder wenigfteng nicht größer) als der halbe 
Umtreis ift *). 


2, Dieie Erklärung ift hier zur Bequemlichkeit de3 Leferd aus 28 wiederhohlt 
worden. — 
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346. Erklärung Man nennt Sinus eines Bogens (DB 
Fig. 172) die Senkrechte (DI) welche aus dem Endpuncte (D) des Bo: 
gens, auf den durch deu Anfangspunct (B) gehenden Durchmeffer ge: 
fällt wird. Diefe Senkrechte ift zugleich auch der Sinus des Winkels 
(DEB), deffen Maaf der Bogen DB ift. 

Zuf. 1. Der Sinus eines Bogens ift auch der Sinus feines 
Supplementes. 

L. 6. Tr. $. 10. _ 

Zuf. 2. Se größer der Bogen iſt, defto größer ift fein Sinus, 
bis daß man zu einem Bogen von 90 Graden oder dem vierten Theile 
des Umkreiſes gelangt, wo der Sinus gleich dem Kreishalbmeffer wird; 
darum führt der Nadius auch den Namen sinus totus. Die Sinuſſe 
(3. B. NP) von Bogen (BGP), welche größer als 909 find wiederum 
kleiner, und der Sinus von 180° ift Null. 

Anmerkung. Gienge man noch über den halben Umfreis hinaus, nähme man 3.8. 
den Bogen BGAM, fo wäre fein Sinus NM und von einerlei Größe mit dem Sinus des Box 
gens BK dis des Unterfchiedes zwifchen jenem Bogen und dem halben Umfreis. Allein 
der Sinus liegt dann unterhalb des Durchmeſſers alfo auf der entgegengefegten von der, 
wo die Sinuffe der Bogen von der Größe bis zu 180° fallen. Erinnert man ſich nun, 
was wir oben (470, Anm. 2) über negative Größen und ihre Befchaffenheit gefagt 


* A wird man fi bald überzeugen, daß diefe Sinuffe ald negativ zu betrady- 
en find. . — 

Es iſt ſonach: sin 00 0; sin 900 — r; sin 1800 = 0; sin 2700 = — r RX. 

L. G. Tr. 7, 8, 9. 

347. Erklärung. Fig. 172. Coſinus (HD) eines Bogens 
DB oder Winkels DCB nennt man den Sinus feines Complementes; 
oder, was auf daffelbe hinaus fümmt, den Theil (CI) des durch den 
Anfangspunct (B) des Bogens gehenden Durchmeflers, der zwifchen 
dem Mittelpuncte und dem Sinus des Bogens enthalten ift. 

L. G. Tr. 6. 

Zuſ. 1. Die Größe des Cofinus nimmt ab, wenn die des Bo: 
gens zunimmt; für 900 oder für einen rechten Winkel ift er Null; er 
wird umgekehrt größer und nähert fi) dem Radius immer mehr, je 
fleiner der Bogen wird, oder je näher diefer dem Werthe 0° koͤmmt; 
daher ift cos. 0° = 1. 

Zuſ. 2. Der Eofinus eines Winkels oder Bogens ift auch (der 
Groͤße nach) der Cofinus deffen Supplementes. 

Anmerkung. Grinnert man ſich deffen, was wir oben (170, Anm, 2) über bie 
Beihaftenheit negativer Größen gefagt haben, fo fieht man, daß die Gofinuffe für Bo: 
gen zwifdhen 90° und 270° ftet3 negativ find, Denn während man fie für Bogen, 
deren. Endpuncte — für B ald gemeinfhaftlihen Anfangspunct — nidt über G hinaus 
geben, vom Mittelpuncte aus nad) der Seite von BG hin nimmt, muß man fie für alle 
die Fälle, wo die Endpuncte der Bogen über G hinaus fallen und zwar in einem der 
beiden folgenden Quadranten liegen, vom Gentro aus nad) der Seite von GA bin neh— 
men, alfo auf derjenigen, die der erjten und urfprüngliden entgegengefegt ift. Und 
diefer Gegenſat der Lage diefer Linien ift es, der für fie ald Zahlgrößen entgegengefegte 
Borzeihen nöthig macht ). Es ift demnad) 

cos 0° = r, cos 90° = 0, cos 180° = — r, cos 270° = 0. 

Diefe Bemerkung ift wichtig, weil man fehr oft nur aus dem Vorzeichen eines beredy« 
neten Gofinus beurtheilen kann, ob verfelbe zu einem Bogen gehört, der <T 90% oder 

zu deffen Supplemente, alfo zu einem Bogen, der — 90°. — 
348. Erklaͤrung. Sinus versus oder Querſinus eines 
*) Eine gründliche und genügendr Erörterung dieſes Gegenftandeg findet man in: 


v. Münchow Grundiehren der ebenen und fphärkien Trigonometrie. onn 1826. 
Anmerf. des Ueberf. 
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Bogens nennt man den Theil (BJ) des Radius, welcher zwifchen dem 
‚ Anfangspuncte des Bogens und deflen Sinus enthalten ift. 

Zuf. Der Querſinus ift alfo für Bogen, die kleiner als 90° find, 
gleich dem Unterfchiede zwifchen Radius und Coſinus, für Bogen da: 
gegen, die größer als 909, oder für die Supplemente der erftern ift er 
gleich der Summe des Radius und Coſinus. 

Anmerkung. Der Querfinus ift daher für die Bogen von 0° bis 180° ypofitiv, 
weil man ibn auf dem Anfangsdurdpmeffer vom Anfangspuncte der Bogen aus nad) der« 
felben Seite hin rechnet; und zwar wächſt er von O bis + 2r. 

349. Erflärung. Tangente eines Winkels oder Bogens 
(BD) heißt der Theil (BE Fig. 172) von der unbegränzten durch den 
Anfangspunct (B) der Bogen gehenden Berührenden, der zwifchen die: 
ſem Anfangspuncte und dem Durchfchnittspunct (E) mit dem durch den 
Endpunct (D) des Bogens (BD) gehenden Halbmeſſer enthalten ift. 

L. G. Tı. 5. 

Zuf. Die Tangenten wachſen alfo mit den zugehörigen Winkeln 
oder Bogen; ift leßterer 90% fo kann der durch. feinen Endpunct ge: 
hende Halbmefler der Berührenden durch den Anfangspunct gar nicht 
begegnen, denn beide find fenkrecht auf dem Anfangsdurchmefler alfo 
parallel; daher ift die Tangente in diefem Falle von unbegrängter Groͤ⸗ 
Be, oder, wie die Mathematiker ſich auszudräcden pflegen, unends 
lich. Über die Tangenten der Winkel oder Bogen, die größer als 90° 
haben gleihe Größe mit den Tangenten der Bogen, von denen fie 
Supplemente find. 

L. G. Tr. 12. 

Anmerkung. Was den legten Theil unfered Satzes anlangt, fo überzeugt man ſich 
leicht, daß in der That, wenn der Bogen größer alö 90° 3, 8. BGP ift, der Ra— 
dius CP die Tangente BE niemals oberhalb des Anfangsdurchmeſſers treffen Tann, fon« 
dern nur unterhalb; wenn man z. B. bier PC über K hinaus bis Q verlängert, fo ift 
BQ, der aufgeftellten Erklärung zufolge, die Tangente ded Bogens BK, mwelder = 
PA, dem Supplemente von BGP ift. 

Und beachtet man das, was wir oben (170, Anm, 2) über das Weſen negatis 
ver Größen geſagt haben, fo fieht man, daß BQ ald negativ betradptet werden muß. 

Es ift alfo: tang 0° = 05 tang 90° = 0 (Unendlid) 3 

tang. von einem Bogen, der — 90° negativ; tang 180% — 0. 
tang. eines Bogend der 180° bis 270° yofitiv; tang 270° = 0 
tang. der Bogen von 270° bis 360° negativ; tang 360° — 0. 

Wir werden fpäter (364, Anm.) feben, wie diefes mit dem, was wir über pofi« 
tive und negative Sinuffe und Cofinuffe gefagt haben, übereinftimmt, 

350. Erklärung Die Eotangente (GEF Fig. 172) eines 
Winkels (BED) oder Bogens (BD) ift die Tangente von deffen Com: 
plement. 

Zuf. Die Eotangente wird alfo kleiner, wenn die Größe des 
Bogens zunimmt; fie wird Null für 90%, und unendlich für 09. 

Anmerfung. Was wir über das Pofitive und Negative der Tangenten gefagt ha— 
ben, gilt auch für die Gotangenten, 

351. Erflärung. Die Secante (CE Fig. 172) eines Bogens 
ift der durch feinen Endpunct gehende und bis zur Tangente verlän: 
gerte Radius. 

L. G. Tr. 5. 

Zuſ. Die Secante wächft alfo mit dem Bogen; für 909 ift fie 
unendlich ; aber Secanten von Bogen, die > 90°, haben gleiche Größe 
- mit den Secanten ihrer Supplemente. 


Fr 
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Anmerfung. Was wir über das Pofitive und Negative der Tangenten gejagt ha— 
ben gilt auf gleiche Weiſe aud von den Secanten, 
352. Erklärung. Cofecante (CF) eines Bogens ift die 
Secante feines Complements. 
Zuf. Die Cofecante wird kleiner, wenn der Bogen wächft; für 
90° ift fie Null; für 09 unendlich. 

Anmerfung. Was über das Pofitive und Negative der Secanten gefagt worden 
findet bier auf gleiche Weiſe Statt. ar 

353. Erflärung. Alle diefe im Vorigen aufgeführten Linien, 
nämlich Sehne, Sinus, Eofinus, Tangente, Cotangente, Secante, 
Eofecante, und Querfinus führen den gemeinfchaftlichen Namen go⸗ 
niometrifche d. i. zum Winkelmeſſen dienende Linien. 

Anmerkung. Die Eigenfhaften der Schnen, Sinuffe, Tangenten und Secanten 
werden ganz durd die Geometrie erwiefen, und aus den Eigenſchaften des Kreifes und 
der ähnlichen Dreiecke hergeleitet; und infofern gehören diefe Linien zur Geometrie ſelbſt. 
Aber die Mathematiker gehen weiter. Sie vergleichen die Größe dieſer Linien mit der 
des Radius, und drücken dieſelbe in Zahlen, für den Halbmeſſer als Einheit, aus. 
Dieß geht aus den Gränzen deſſen, was die Alten im ftrengften Sinne Geometrie nann— 
ten, heraus, befonders da aufer chord. 60°, sin 30°, tang 45° und sec. 60° alle 
Sehnen, Sinuffe, Tangenten und Secanten, durch incommenfurable Zahlen, alfo nur 
näherungsweife auögedrüdt werden. , 

Da es nöthig ift, daß wir in dem Folgenden, wo von diefen Linien gehandelt 
wird, und der Kürze befleifigen, und doch aud die Art ihrer Berechnung nicht ganz 
mit Stillſchweigen übergehen dürfen, fo werden wir Fein Bedenken tragen, jene Fürze- 
ren Ausdrücke, über die wir und oben in der Anm. zu 203, uf. 2 ausgefproden ha— 
ben, zu gebrauden. Unfer Lehrſat 358 3. B. würde nad der Ausdrucksweiſe der Als 
ten, die wir bisher genau beachtet haben, fo lauten: „Das Rechteck aus der Sehne, 
welde die Summe zweier Bogen fpannt, und dem Durchmeſſer, ift gleich der Summe 
der Rechtecke aus der Schne eines jeden einzelnen Bogens und der Sehne vom Supples 
mente des andern.” Die folgenden Säge könnten auf viefelbe Weile ausgefproden 
werden. Wiewohl diefe Ausdrüde nun, wie id) glaube, mehr dem Sinne und der Weife 
der Alten entfprehend wären, fo ziehen wir hier doch die andern vor, weil fie fürzer 
find und bei den Berechnungen noch mehr zu Statten fommen , befonders aber, da wir 
fie oben genau erklärt und erörtert, und überbieß gezeigt haben, wie fie in der That 
aus den ftrengiten Beweiſen der Geometrie felbft hergeleitet werden. Wir haben um fo 
weniger Bedenten getragen, dieß zu thun, da felbft Euclides und Archimedes, fobald 
es auf ein Rechnen in Zahlen ankam, diefe Ausdrüde gebraudpt haben; wie man deut: 
lich fieht aus dem Tten und 1Oten Buche der Elemente, und aus der Schrift Ardimed’s 
über den Kreis. So viel über unfere Behandlungsweiſe der folgenden Lehrſätze. 


354. Lehrſatz. Die Verhältniffe der Sehnen (DB, db Fig. 172), 
der Sinuffe (DJ, di), der Querfinuffe (BJ, bi), der Tangenten (BE, 
be), der Secanten (CE, Ce), der Cofinuffe (CJ, Ci), der Cotangen⸗ 
ten (GF, gf), und der Coſecanten (CF, CH) von gleichen Winkeln, 
oder von Bogen, die zu gleichen Winkeln gehören, alfo ähnlich find — 
die Verhältniffe aller diefer Linien zum Nadius find in allen Kreiſen, 
wie groß auch deren Halbmeſſer fein mögen, diefelben. 

Beweis. Aus der Achnlichkeit der Dreiecke durch) 196. 

Zuf. Die Sehnen, Sinuffe, Tangenten und Secanten bilden 
daher ein beftiimmtes und wahres Maag für die Bogen und Winkel; 
denn, was auch die Größe des Nadius fein möge, die Sehnen, Si: 
nuffe, Tangenten und Secanten werden immer durch diefelbe Menge 
von Theilen diefes Radius dargeftellt. 

355. Lehrſatz. Das Graͤnzverhaͤltniß zwifchen einem Bogen, 
deffen Sehne, Sinus und Tangente ift das Verhältnif der Gleichheit. 

Beweis. Aus 309. 


— 
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Zuſ. 1. Die Sinuffe und Tangenten fehr kleiner Bogen ftehen 
daher annähernd in demfelben Verhaͤltniſſe als die Bogen felbft. 
Zuf. 2. Der Bogen von 1’ ift klein genug, um ohne erheb: 
lichen Fehler feinen Sinus als gleich mit ihm zu betrachten; alfo 
sin. 17 — — 1“ zu feßen. Daher ift der Halbmeſſer in Secunden 


ausgedrückt (337, 2. 1 und 2) — —— 


Anmerkung. Der Bogen von einer Sekunde, für den Radius als Einheit, iſt 
0, 48481 36811 
fein Sinus 0,00000 48481 36809. 
Selbft der Bogen von einer Minute unterfheidet ſich noch wenig von feinem Sinus; denn 
er ift: 0,00029 08882 08666 
fein Sinus: 0,00029 08882 04563. 
Zuf. 3. Iſt daher ein Bogen B fehr flein, fo ift 


—— = 1, und vn B=x—y, | 
ae — 1d.h. je Heiner der Unterfchied zweier Bo: 


gen ift, defto näher koͤmmt der Quotient, den man aus der Divifion 
des Sinus von dem Bogen, der diefen Unterfchied ausdrüäct, durch 
den Bogen felbft erhält, der Einheit. Es findet alfo namentlich Statt, 
wenn x=y, oder x— y 0. 

Zuſ. 4. Auf gleiche Weiſe iſt, wenn B fehr klein, 


tang B — 4, ode tang (x — y) — 
B x—y 
Zuf. 5. Auch ift in eben diefem Fall 
: ; — 
chord. B — 1, ode chor« &«—y) — 
B x—y 


u. Eigenfhaften und Berechnung der Sehnen. 





356. Lehrfaß. Sind zwei ungleiche Bogen (BG, AB $ig. 156) 
von demfelben Kreife gegeben, fo hat die Sehne des größern zur 
Sehne des fleinern ein größeres Verhältnig als der größere Bogen 
feldft zum fleinern. | 

Vorbereitung. Halbire durch BD den Winkel ABG, ziehe AG, 
DA, DG, und aus D DZ _] AG, befchreibe aus D mit DE einen Kreis: 
bogen, welcher die verlängerte DZ in T und DA in H fihneivdet. 

Deweis. Da W. ABD=DBG, fe ift AD—DG, und, weil 
BG>AB, EG”>AE. Es ift aber Ausfchnitt DET > A DEZ, und 
N DEA > Xusfchnitt DEH, alfo 

A DEZ : A DEA < Ausſchnitt DET : Ausfchn. DEH,; 
und, da ADEZ : ADEA= EZ: AE, 
EZ : AE < NXusfchnitt DET : Ausfchn. DEH 
Air < W. EDZ : EDA 
Alſo auch EZ LAE: AE < M.ZDA : EDA 
und 2AZ:AE < U W.ZDA : EDA 
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d. i. 46: AE < W. ADG : EDA 
Mithin auch AG—AE: AE < W.EDG : EDA 


aber GE: AE = BG: BA, 
und W. EDG :EDA = BG: A AB, 
darum auch BG :BA < BG : > BA. 


Anmerkung. Diefer Say ift von Ptolemäus, der ihn fo wie die beiden folgenden 
in feinem Almageft I, 9 vorträgt, 

Zuf. Die Sehne eines Bogens fteht alfo zur Sehne von einem 
Theile deffelben 3. B. dem mten, in einem Eleinern Verhältniß als 
m: 13 und die Sehne vom dritten Theile eines Bogens ift größer als 
der dritte Theil der Sehne des ganzen Bogens. j 


357. Lehrſatz. Das Quadrat des Durchmeſſers ift gleich der 
Summe der Quadrate von der Sehne eines beliebigen Bogens und der 
Sehne ſeines Supplements. | 

Beweis leicht, 


Zuf. Daher ift es leicht, wenn Durchmeſſer und Sehne eines 
Bogens gegeben find, die Sehne von deffen Supplement zu finden. 

Anmertung I. Die Schne eines Bogens von 60° ift die Seite des innern regels 
mäßigen Sechsecks (277, 3. 2), ift alfo glei dem Radius. Alle übrigen Sehnen 
findet man durch Wurzelausziehen und zwar aus Bahlen, die Feine Quadratzahlen find ; 
man kann daher Die Sehnen aud blos näherungsweiſe finden. 

Anmerkung 2. Darauf, daß die Sehne eines Bogens von 60° gleiy ift dem Ra— 
dius, gründet jih der Gebraud) der Linien, die man auf dem Proportionalzirkel mit 
dem Buchſtaben C. (Chordes) bezeichnet findet. Sie dienen dazu, um die Sehnen für 
jeden Winkel oder Bogen zu finden, und umgefchrt aus der gegebenen Länge der Sehne 
die Größe des zugehörigen Bogens oder Winkels zu beftimmen. 

Anmerkung 3. Die Chordenlinie dient aud zur Auffindung der Größe der Seiten 
der regelmäßigen Bielede in Beziehung auf den Radius, da diefe Seiten Sehnen der 
Mittelpunctswinfel find, Die Ehordenlinie ift zu diefem Zwecke eben fo braudbar als 
die Polygonlinie. 

358. Lehrſatz. Die Sehne (DB Fig. 140) von der Summe 
zweier Bogen (AD, DB) ift gleich der Summe der Produfte aus der 
Sehne jedes Bogens in die Sehne vom Supplemente des andern, di: 
vidirt durch den Durchmeſſer; alfo: 

AB.DJ AND.BJ 

J 
AJ 

Vorbereitung. Ziehe den Durchmeffer AJ und die Supplement: 
fehnen DJ, BJ. 

Beweis. Aus dem ptolemäifchen Lehrfage (276); ja unfer Lehr: 
faß fällt ganz mit diefem zufammen, wenn man für Rechtecke ſetzt: 
Produkte der Zahlen, welche die Längen der Linien ausdrücen. Auch 
Ptolemaͤus hat diefen Saß zur Berechnung der Sehnen angewandt. 


Zuf. 1. Kennt man alfo die Sehnen zweier Bogen, fo kann 
man auch die ihrer Summe zugehörige Sehre finden. Man berechs 
net zuerft durch Huͤlfe von 357, Zuf. die Sehnen der Supplemente 
diefer Bogen, und dann durch unfern in Rede ftehenden Sag die 
Sehne der Summe. Diefen Weg fchlug auch Ptolemäus ein. | 

Zuf. 2. Die Sehne eines Bogens, der doppelt fo groß, als ein 
gegebener, ift gleich dem Produfte aus der Sehne des letztern in die 
Sehne feines Supplementes, dividirt durch den Radius; alfo, wenn 
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AB AD, fo if: 


AB.DJ 
— 71 


Zuf. 3. Um die Sehne eines Bogens, der das Drei: Vier: Fünf: 
fache ıc. von einem gegebenen tft, zu finden, berechnet man durd) 
Hülfe des Hauptfages und des vorigen Zufaßes, die Sehne des Bo— 
geng, der gleich der Summe des Einfachen und des Doppelten vom 
gegebenen ift, ıc. | 

Zuf. 4. Die Sehne AB des Unterfchiedes zweier Bogen (DAB 
und DPA) ift; R 

.DB — ‚JB 
— AJ.DB — AD 
Beweis. Er ergiebt fich unmittelbar aus dem Hauptſatze. 


359. Lehrfaß. Die Sehne BH (Fig. 130 unter den zu den An⸗ 
hängen gehörigen Figuren) eines Bogens (BMH), welcher die Hälfte 
eines gegebenen Bogens (BMHD) ift, ift gleich der Quadratwurzel aus 
dem Produkte des Radius und des Ueberfchuffes, weichen der Durchs 
meffer über die Sehne (AD) des Bogens hat, welcher das Supplement 
des gegebenen ift; alfo BH—=YV BC.(BA — AD). 

Beweis. BH, — BA, BK = 2 BC, (BC — CK) = BC, (BA 
— 2 CK) BC, (BA — AD) ıc. 

Zuſ. Man kann alfo die Sehnen aller derjenigen Bogen berech« 
nen, die durch ein fortgefeßtes Halbiren entftehen; und die Nechnung 
wird noch erleichtert durch den Satz des Snellins, der den Zuf. zu un: 
ferm S. 295 ausmadıt. 


Anmerfung 1. Man Fann die Sehne von der Hälfte eines gegebenen Bogen: aud 
nod auf eine andere Weife finden. Wenn FJ= JE, Fig. 141, fo ift CK L FE, alfo, 
da auch W. JEB = 90°, 

JE = WIK.JB (87, 3. 1) 


wo IK= CI — CK, mw CK— VCE— ER 

Anmerkung 2. Man Fann alfo leicht die Sehnen für alle Winkel oder Bogen be 
rechnen. Denn die für 60° it glei dem Nadius; daraus leitet man durch Hülfe un« 
feres Sages der Reihe nach hir die Sehnen für 30%, 15%, 74°, 330, oder für 2255 
fucht, dann die Schne für den fünften Theil von 225° d. h. für 45°5 darauf die für 
den dritten Theil von 45° d. i. für 15’5 daraus wiederum die für den fünften Theil 
d. i. die für 3° und daraus die für den dritten Theil d. i. für 1. Um nämlid bie 
Sehnen zu finden, die zu Bogen gehören, welde ven dritten oder fünften Theil von 
einem gegebenen Bogen bilden, bedient man ſich einer Art regula falsi, Die Sehne 
von dem dritten Theile eines gegebenen Bogens ift, wie man weiß (356, 3.) größer 
als der dritte Theil der Sehne des letztern felbft. Man nimmt daher eine Zahl, die 
um etwas größer it, ald der (befannte) dritte Theil, betrachtet diefe als die Länge der 
Sehne von dem dritten Theile des Bogens, und berechnet aus ihr (358, 3. 2) die 
Länge der Sehne des dreifachen Bogens, die alfo mit der gegebenen Sehne überein 
er muß; findet fih nod ein Unterfchied, fo macht man folgenden Regel de tri— 

aß: 

Die gefundene Schne verhält ſich zu der ald Schne vom dritten Theile des Bogens 
angenommenen, wie die wahre Sehne des Bogen: zur wahren Schne feines dritten 
Theils. Dieß Berfahren gründet fi) darauf, daß für Bogen, die wenig von einander 
verſchieden find, die Zunahme der Sehnen demfelben Verhältniffe folgt, als die der Bo— 
gen; wie dich fon aus der Lehre von den Gränzen folgt, aber auch noch aus unferm 
Sat: in 366 bervorleudten foll, - 

Man Fann hierüber nadlefen: Deparcieux nouveau traitd de Trigonometrie 


p. 4— 12, wo diefer Gegenftand fehr aut behandelt ift. 
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Anmerkung 3. Ptolemäus iſt der erſte Schriftſteller, welcher uns auf dieſe Weiſe 
die Eigenſchaften der Sehnen kennen gelehrt, und Chordentafeln berechnet hat, von 
halbem zu halbem Grad, indem er von 30° anfing und mit 1800 endigte. Er theilte, 
der Gewohnheit der damaligen Zeit gemäß, den Radius in 60 gleiche Theile, jeden 
derfelben wiederum in 60, und fo fort indem er durdiweg die Seragefimaltheilung bes 
folgte. Delambre hat die Berechnungen des Ptolemäus fehr genau gefunden, Man 
bediente fib der Schnen und Sehnentafeln, als Sinuffe und Tangenten noch nicht bes 
fannt waren. est gebraudt man blos die Iegtern, welde die Griehen nicht kann— 
ten. Aus S. 360 wird ed einleudtend werden, daß man die Sinuffe aus den Sehnen 
und umgekehrt dieſe aus jenen herleiten Fann, 


11. Eigenfchaften und Berehnung.der Sinufie - 
und Duerfinuffe 


360. Lehrſatz. Der Sinus (DJ Fig. 172) eines Bogens (BD) 
ift die Dälfte der Sehne (DK) vom doppelten Bogen (DBK); und die 
Sehne jedes Bogens ift zweimal fo groß als der Eofinus feines hal— 
ben Supplements. 

Tacquet Trigon. Lemm. p. 335. — L.G. Trig. 15. 

Beweis, Erfter Theil aus 245 und 346. 

Zweiter Theil aus dem erften, chord. B= 2 sin 4 B= %cos 

Oo 
(90° — LB) = 2 cos er. 

Zuf. 1. Man kann alfo die Sinuffe aus den Sehnen, und um: 
gekehrt diefe aus jenen herleiten. | 

Zuf. 2. Der Sinus des Winkels oder Bogens von 30%, alfo 
auch der Coſinus von 609 ift gleich der Hälfte des Radius oder des 
Sinus von 90°. | 

Anmerfung. Darauf gründen fid auf den Proportionalzirkeln die Linien, welde 
mit Sinus oder auch blos mit S bezeichnet find. Sie dienen dazu Winfel vermittelft 
ihred Sinus zu beftimmen, und umgefehrt, für einen gegebenen Winfel und Radius den 
Sinus des erftern zu finden. 

Zuf. 3. Die Seite eines in den Kreis befchriebenen Vielecks ift 
das Doppelte vom Sinus des halben Mittelpunctswinfels, fo daß man 
diefe Seiten fehr leicht finden kann, fo bald die Sinuffe aller Bogen 
mit hinreichender Genauigkeit berechnet find. 

361. Lehrſatz. Der Sinus des größern von zwei Bogen hat 
zum Sinus des Hleinern ein kleineres Verhältniß, als der größere Bo— 
gen zum kleinern. 

Beweis. Es fei der größere Bogen A, der Heinere a, fo ift 
sin A — } chord. 2A, und sina — } chord. 2a, aber chord. 2A: 
chord. 2a QA : 2a 

— — 
alſo auch sinA:sina<A:a. 

Zuſ. Die Sinuſſe nehmen nach einem kleinern Verhaͤltniſſe zu 

oder ab als die zu ihnen gehoͤrigen Bogen; dieſer Unterſchied tritt deſto 
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‚ftärker hervor je größer die Bogen werden; für fehr kleine Bogen iſt 
er unmerklich. 

362. Lehrfas. Die Summe der Quadrate vom Sinus und 
Coſinus eines Bogens iſt gleich dem Quadrat des Radius; alſo 

ı? =sin + cos. 

L. G. Tr. 16. 

Beweis. Aug, 87. \ 

Zuf. 1. Daher findet man fehr leicht den Sinus oder Coſinus, 
wenn. Radius und Cofinus oder Sinus gegeben find. Denn 


mn er cs.— (r 4 cos.) (r — cos.) 2 
— — . 
cs.—r? — sin = (r +4 sin) (r — sin). 


alfo sin 45% — cos 450 = —— 


Suf. 3. sin 60° = cos 30° = — V33. 
Beweis. sin? 60% + sin? 30° — r? 
sin? 60° + T (360, 3.9) 1? 


alfo sin 60° — 7 v3. 





1 


gen vor, daß mir ihre Werthe beifügen wollen. 
V? = 1,41421356 
v3 = 1,73205081 


1 _ = 
M = 0,70710678. 


363. Lehrſatz. Der Sinus (LM Fig. 173) von der Hälfte ei: 
nes Bogens ift gleich der Duadratwurzel aus dem halben Produkte des 
Radius und Querſinus; oder der Hälfte der QDuadratwurzel aus der 
Duadratfumme des Sinus und Querfinus. Der Coſinus (CM) von 
der Hälfte eines Bogens dagegen ift gleich der Wurzel aus dem halben 
Produkte des Radius und des Querſinus vom Supplemente; d. 5. 


sın4B= V:. sin. vers. B = vi (r — cos B) 

—=}YV sin? B + sin. vers? B Ä 
co, B= Ve. sin. vers sup. B—= YE.(r- cos B)- 
L. 6. Tr. 20. 5 


Beweis. Erfter Theil. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke ABL 
und LBN, verbunden damit, daß LU=4LB. 


Zweiter Theil. Aus 87, angewandt auf Dr. LBN. 
Dritter Theil. Aus der Betrachtung, daf cos — Vr? — sin? 


verbunden mit dem erften Theile. 


fommen fo oft bei diefen Berechnun— 
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auf. sin? 4 B.co?! B= T sin. vers B. sin. vers. supp. B 
—* (— cosB) (1 —- cos B) 
——. (1 — cos? B) 
T sin? B 
sin? B 


alfo sin. vers. B= — — —. 
sin. vers. supp. B 


Anmerkung. Ueber andere Ausdrüde des Querſinus f. 348, Zuf. und 368. 

364. Lehrſatz. Nimmt man im Umfange eines Kreifes einen 
beffimmten Bogen AY (Fig. 174), dann das Zweifache deffelben AD, 
und nun die Bogen DE, EF, FG, GH ⁊c. fämmtlich gleich diefem 
Zweifachen AD, fo verhält fich der Radius zum doppelten Coſinus die: 
fes (einfachen) Bogens, wie der Sinus deffelben zum Sinus dee 
doppelten Bogens, oder wie der Sinus des doppelten zur Summe der 
Sinuffe vom dreifachen und einfachen Bogen, oder wie der Sinus 
des dreifachen zur Summe der Sinuffe vom vierfachen und doppelten 
Bogen — kurz wie der Sinus des (n — 1) fachen Bogens zur Summe 
der Sinuffe vom n fachen und (n — 2) fachen Bogen. 

Vorbereitung. Ziehe den Durchmeflfer ACZ, die Sehnen DE, 
EF, FG, GH, fo wie AY, AD, AE, AF, AG, AH, und HG, HF, 
HE. ®erlängere AF und nimm EJ=AE; eben ſo FK=AF, 
GL=AG ı. 

Beweis. Aus der Eonftruction ergiebt füch leicht, daß die Drei: 
ecke ADE, AEJ, AFK, AGL ıc. gleichichenfelig und nicht nur einanz 
der, fondern auch dem Dreieck DCZ ähnlich find. Eben fo leicht fieht 
man, daß AEIFO& AADE, AFCKO® A ALF, AGHLD® 
A AFG x, alſo V=DE, GK=AE, HL=AF «. 

Demnach iſt: 
DO: PC AD: AE AE: AJ 
— AB: AF FJ 


— AT 
—— AH ur 
—AG : AH-+ AF 


Nun ift aber: 
DZ =%cos 2 AYD (360) —=% cos AY 
AD=2sin 4 AYD — 9 sin AY 
AE=—=2 sin 4 ADE — 9 sin AD=—=%sinQ AY 
AF=2sin LADEF = 2sin 3AD — 2sin 3AY 
AG=2%sin} AEG = 2sin QAD = 2sin 4AY 
AH=2?2sin 4 AEH = 2sin $AD — 2sın JAY 
u. ſ. w. 
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Bezeichnet man alfo Bogen AY mit B, fo hat man 
re: 2 cosB sin B : sin 2 B 
sn®@B:sin3B sin B 
sin3B:sin&B- sin 2B 
sinäB:sin5B sin3 B 


BEE 


— sin (n—1)B:sin.nB- sin. (n—2)B. 
Anmerkung 1. Diefen Sag, nur auf Sehnen angewandt, gebraudte ſchon 1633 
Gellibrand in feiner 'Trigonometria Britannica. Später wurde er fo wie der fol— 
gende angewandt von Sharp in feiner Method of constr. the natur. sines, die man 
in den Mathematical Tables von Sherwin findet, und bei mehrern andern, 


Anmerfung 2. Der Beweis unferd Sades lehrt uns folgende bemerfenswerthe Ei— 
genfhaft des Kreifes Pennen: Theilt man einen Peripheriewinkel DAF in zwei gleiche dr * — 
Theile durch eine Sehne, AE, fo iſt dieſe die mittlere Proportionale zwiſchen dem klei⸗ 77 
nern Schenfel und der Summe von beiden Schenfeln. 

Zuſ. Es ift allgemein Ä 
sin. nB== %cosB.sin (n—1)B — sin (n— M B, wenn man 
den Radius r—1 feßt, 
alfo für den befondern Fall, won? 

sn@B=2 sin B cos B. 

Arimerfung 3. Man fieht hieraus, wie leicht es ift, wenn sin B und cosB be 
kannt find, der Reihe na sin?2B, sin 3B, sin AB ıc, zu berechnen, ohne daß man 
die Gofinuffe eben diefer Bogen zu Fennen braudt. 

365. Lehrfaß. Unter denfelben Borausfegungen wie beim vori— 
gen Satze verhält fich auch der Radius zum doppelten Coſinus, wie 
diefer Cofinus zur Summe des Radius und des Coſinus vom doppel: 
ten Bogen; oder wie der Cofinus des doppelten Öogens zur Summe 
des Cofinus vom einfachen und des Coſinus vom dreifachen Bogen, 
oder wie der Eofinus des dreifachen Bogens zur Summe des Coſinus 
vom zweifachen und des Cofinus vom vierfachen Bogen — kurz wie 
des Cofinus vom (n— 1) fahen des Bogens zur Summe des Cofinus 
vom (n— 2) fahen und des Coſinus vom nfachen des Bogens *). 

Vorbereitung. Man verlängere den Durchmefler ZA, und die 
Sehnen ZD, ZE ıc.; ziehe nach diefen Verlängerungen DM = DZ, 
EN = EZ, FO=FZ, GP=GZ «x. Dadurd werden alle Drei: 
efe wie MDZ, NEZ, OFZ, PGZ gleichichenfelig und ähnlich dem 
A DCZ. Es ift ferner, wie man leicht fiht, AMADO A DZE, 
ADEND A EFZ ıc, alſo AM=EZ, DN=EFEZ ıc. 

Daher hat man: | 
DC:DZ=DZ:ZM 
 —DZ:AZ-+ AM 
=—=DZ:AZ--EZ=EZ: ZN 


—EZ:DZ DN 

=—EZ:DZ FZ = FZ: ZO 
—=FZ:EZ-+EO 
—=FZ:EZ + 6GZ 
u. ſ. w. 


— — — 





*) Diefer Lehrſatz lautet in dem Original merklich verſchleden von dem, was hier 
die Beberfepung tlefert. Unſer Berfafler en um es kurz ’in Seien 
auszudrüden, 88 fei: 
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Aber es ift: 


ZU = 2 cos —— (360) = 2 os $ AD 
2 — 2 cos AY. 
ZE =%2cos 4} EDA = 2 cos 2 AY 
ZF =%2cos 4 FEDA = % cos 3 AY 
2ZG —=% cos 3 GEA = % cos 4 AY 
Sekt man alfo Bogen AY=B, fo hat man 
r:2cosB=csB:r-+ cos 2B 
.=cosQB:cosB-+ cos 3B 
=cos3B:cos@B- cos 4B 


= cos (n—1)B:cos (n - ) B — cosuB. 

Anmerkung 1. Aus dem Beweiſe ſieht man, daß: 
DC:DZ = DZ: ZA--ZE 
ER En 2, 1, A 
d. h. halbirt man einen Peripheriewinfel, deffen einer Schenkel ein Durdhmefler ift, 
durd eine Sehne, fo ift diefe die mittlere Proportionale zwiſchen dem Durdmeffer und 
der halben Summe deffelben und des andern Schenkels. 
Zuſ. Man hat alfo allgemein: 

2 cosB .cos (n—1)B—r.cos (n —?2) B 


co.nB = - = 
und fürn 2 ; 
Eee 2 co? B— ı? _ cos? B — (r? — cos? B) 
r r 
— cos? B— sin? B 


wenn man r—1 feßt. 

Anmerkung 2. Man fieht hieraus, wie leicht man, wenn cos B gegeben ift, die 
Werthe von cos 2 B, cos 3 B :c, berechnen Fann, ohne die Werthe von den Sinufe 
fen diefer Bogen zu Pennen, 

366. Lehrfasß. Den Sinus (LN Fig. 175) von der Summe 
zweier Bogen (DL und DB) erhält man, wenn man die. Summe der 
Produkte aus dem Sinus eines jeden Bogens in den Cofinus des an— 
dern durch den Radius dividirt; und der Sinus (TS) des Unterfchie: 
des zweier Bogen ift glei dem Unterfchiede der genannten Produfte 
dividirt durch den Radius. 

L. G. Tr. 19. 

Vorbereitung. Es fee LM | CD, foift LM der Sinus und CM 
der Coſinus des Bogens LD; zieht man ferner DI | CB, fo ift DJ 
der Sinus und CJ der Cofinus des Bogens DB; und wenn LN | CB, 
fo ijt LN der Sinus von LB d.i. DL—+ DB, und CN der Eofinus 
von der Summe diefer beiden Bogen. Berlängert man ferner LM big 
‚fie dem Umkreiſe zum zweitenmal (in T) begegnet, Jo it — DT = 
> DL, alfo BT gleicdy dem Unterfchiede unferer beiden Bogen DB und 


u — — — 


B:r+coa?B 
2B:r+coa3B 
3B:r+cos4B 


= cos n—1)B:r+coanB 
was _aber offenbar nur fo lange richtig ift, als n nicht größer als 2 ift. 
Die vorgenommene Nenderung war daher nothwendig. 
Anmerf. des Ueberf. 


r:?2cosB= cos 


x 


Bom Meflen u, Berechnen der Winkel u. Bogen durch Sehnen, Sinuffexc. 273 


DL. Zieht man endlih TU und MP | | LN und MO I CB, fo 
ft S=UN=PN—PU=PN-—LP, denn LP= PU, weil 
LM —= MT ift. 

Deweis. Erfter Theil. Es it LN=PN-- PL; ſucht man 
nun für PL einen Werth mittelft der ähnlichen Dreiecke PML und CDJ, 
und eben fo für PN aus den Drr. MCO und CDJ, fo erhält man: 

IN — IM-CJI + DJ.cM 
Dos CD 
woraus unfer Satz unmittelbar folgt. 
Zweiter Theil. TSS=UN=PN—PL ı«. 


Zuf. 1. Der Sinus des Zweifachen eines Bogens ift gleich dem 
doppelten Producte aus Sinus und Cofinus des Bogens dividirt durch 
den Radius, alfo 


sin? B= 


sin 2 B= 2 sin B.cos B. 
Anmerkung 1. Dieß ftimmt überein mit 364, Zuſ. 
Zuſ. 2. inB=%2sin 4 B.cos 4 B, wenn 1. 
Cagnoli $. 63. 
Zuf. 3. sin (300 -a)=%cosa-+ %sina. v3 
sin (30° —a) = %cosa— %sina.y3 


2 sin ar B — — ————— 


wenn r—1 


alfo 
! sin (30° + a) = sin (30° — a) + sina. v3. 
Deweis. Aus 362, Zuf. 3. 

Anmerkung 2. Multiplieirt man daher den Sinus eines Bogen: a mit YZ und 
addirt zu diefem Producte den Sinus des Bogens, der um a kleiner als 30° ift, fo ift 
diefe Summe gleih dem Sinus des Bogens, der um a größer als 30° ift, 

Zuf. 4 sin (600° La) =%cosa.v3-+ %sina 

sin (600 — a) =%cosa.Y3— %sina 

sin (60° + a) = sin. (60° — a) + sin a 

sin (60° — a) = sin. (600 4 a) — sin a. 
Anmerkung 3. Man Fann daher aus dem Sinus eines Bogend, der größer oder 


fleiner als 60° ift, blos durd Addition den Sinus eines Bogens herleiten, der Flei« 
ner oder größer als 60° ift, 


Zuf.5. sin (60° + a).Y 3 = sin (300 + a) + cos a. 
Anmerkung 4. Man Fann alfo aus dem Sinus eines Bogens, der um a größer 
Zi wi ift, den Sinus des Bogens finden, der um a größer als 60° ift, und um« 
ekehrt. 
Zuſ. 6. Iſt der Bogen C ſehr klein, fo iſt annähernd 
sin(BtC)=snB-+ttC. cos B 
d. h. wenn zwei Bogen nur fehr wenig von einander verfchieden find, 
ſo folgt die Zu: oder Abnahme ihrer Sinuffe fehr nahe demfelben 
Verhältniffe, als die Zu: oder Abnahme der Bogen. 

367. Lehrſatz. Den Cofinus (CN Fig. 175) von der Summe 
(LB) zweier Bogen (DB und DL) erhält man, wenn man den Unter: 
fchied zwifchen den Producten aus den Eofinuffen und Sinuffen diefer 
Bogen durch den Radius dividirt; der Coſinus (CI) dagegen von dem 

18 


v. Swinden Geometrie. 
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Unterfchiede zweier Bogen ift gleich der Summe der genannten Pro: 


ducte, dividirt durch den Radius; d. 5 


— ee Sa 
RE Abe an Ann 
L. G. Tr. 1 


. 19. Ä 
Vorder. Sie ift diefelbe, wie für den vorigen Lehrſatz; man 
erhält aus ihr: 
CN=(C0 NO CO — PM, 
sSs—-(C0+05=-C0O+XT=C0O+UX=c0O+ PM. 
Beweis. Man fucht den Werth für CO aus den aͤhnlichen Drei: 
ecken CMO und CDJ, und den Werth für PM aus den Drr. PLM und 
CDJ, und erhält fo: 
_CcM.CI—LIM.D 


* CD 
CM.CI + LM.DI 


worin eben unfer Lehrfag enthalten ift. 

Anmerkung 1. Aus 347, Zuſ. 1 fieht man, warum der Gofinus des Unterſchie⸗ 
ded zweier Bogen größer ift, ald der Gofinus ihrer Summe. 

Zuf. 1. Der Cofinus vom Zweifachen eines Bogens ift gleich 
dem Unterfchiede zwifchen den Quadraten des Eofinus und Sinus des 
Bogens dividirt durch den Radius. 


cos? B — sın? B 
co 2 DB ua — — 


T f 
L. G. Tr. 13. 
Anmerkung 2. Dies ftimmt überein mit 365, uf. 
Zuſ. 2. Sf C fehr Elein, fo ift 
co BtC)=cosBTrC. sin B 
d. 5. unterfcheiden fich zwei Bogen nur wenig von einander, fo folgt 
die Abs oder Zunahme ihrer Coſinuſſe fehr nahe demfelben Verhält: 
niffe, wie die Zu: oder Abnahme der Bogen. 
Anmerfung 3. Setzt man in den Ausdrücken diefes und des vorigen Satzes 
C==?2B, fo erhält man 
sin (B+2B)=sin3B= = | 
_ sin B (cos? B— sin? B) + 2 sinB cos® B 
= — 
— 3 sin B cos? B — sin® B 


r 2 


sinB.cos 2B-+ sin 2B cos B 


und auf ähnlihe Weiſe 
c08 3 B m 


r? 
Subftituirt man in dem erftern Ausdruck für cos? B feinen Werth r? — sin? B, fo 
erhält man 


cos® B— 3 sin? B. cos B 


sin 3 B= 3 sin B— HP, um men 3B= D, 
D 4 siot 2 
De er 


— — 


Vom Miffen u, Berechnen der Winkel u. Bogen durch Sehnen, Sinuffe ıc. 275 


Anmerkung 4. Auf demfelben Wege kann man Ausdrücke für sin 4 B, sin5B 
etc. (f. L. G. Tr. 34) herleiten, nämlidy : 


R 4 sin Bcos®® B—4 sm? B.cosB 
sın 4 B * ER 
cos B— 6 cos? B. sin? B+ sint B 
— — — — 
Gienge man in dieſer Entwickelung nur noch um einige Schritte weiter, ſo würde 


man das allgemeine Geſetz, nach dem dieſe Ausdrücke fortſchreiten, von ſelbſt bemerken 
und ſehen, daß allgemein: 


— 





n-1 $ n.n-{.n-?2 n-3 
i —n. —— — GENE B 
sin.nB n.cos B.sin B 1.2.3 
n.n-{.n-2.n-3.n-4 n-5 
— ———— — CO B 
r 1 * 2 * 3 * + * 5 
n n.n-1 n-2,. . n.n-{.n-2.n-3 n-4 x 
= _— ⸗ 2 a — ‚sin! B-etc. 
cosnB=cos B Er Tabs Bsin?B+ ———— cos B.sin® B-etc 
Formeln, deren Richtigkeit auh no auf anderm Wege dargethan werden Fünnen, 
Man findet fie bei fehr viel Schriftftellern, unter andern bei: Euler Introd, in Anal, 
Inf. I, $. 133, und Cagnoli $. 117 — 124. 

Anmerkung 5. Bergleiht man diefe Ausdrüde für sin 3B, cos3B, over 
sinn B, cos n B, mit denen, welde wir oben in 364 und 365 mitgetbeilt haben, 
fo fieht man um wie viel geeigneter zum Berechnen der Sinuffe und Gofinuffe von 2 B, 
3 B, etc, durch Hülfe von sin B und cos B diefe legtern vor jenen erftern find, und 
wie fie, aus geometrifchen Beweiſen entlehnt, in der That mehr und unmittelbarer zur 
Geometrie gehören als jene, die mehr in Umformungen einmal befannter Ausdrüde be= 
ftehen. Aber zugleidy fieht man, wie nüglid es ift, dieſe verſchiedenen Berfahrungsars 
ten mit einander zu vergleiden. 

6. Allgemeine Anmerkung über die Berehnung der Sinustafeln, Die in dem Bo: 
rigen erörterten Eigenſchaften der Sinuffe find es durch die man in den Stand gefegt 
würde, um Tafeln der Sinuffe und Gofinuffe für alle Bogen zu berehnen. Man Fann 
3. B. mit dem Sinus von 30% anfangen, welder der Hälfte des Radius glei iftz 
leitet daraus nad 362, 3. 1, den Werth für cos 30% herz; und dann durch Hülfe 
von 363, der Reihe nad, die Sinuffe und Gofinuffe von 15°, 74°, 34°, 12°, 56’ 15, 
28’ 74”, 14 Bar, 7 13”, 31 3043”, 1’ 4515", 52349, welcher letztere Bogen 
klein genug iſt, um daraus, durch 367, 3. den Sinus und Gofinus von 1’ herzu— 
leiten; daraus nad 359, 3. die für 7’, 4’, 8’, 16°, 37°, 64’ 2c. Ferner durch Hülfe 
von 366, die von 3’, von 5’, von 7°, 14°, xc.5 von 16° 4 14° d. i. von 30°, und 
daraus die für 60° oder 1° und von da von Grad zu Grad fort, bis 30%, von mo 
an man, nah 366, Anmerk. 2, leicht die übrigen findet, Man Fann über das Bes 
rechnen der Sinuötafeln auf diefem Wege nachſehen: Tacquet Trig. prop. 1 —5 
fowie A 346, und andere. 

nfangs hat man auch wirklich auf diefem Wege das große Werk der Berechnung 
von Sinustafeln von Minute zu Minute, ja von 10° zu 10° ausgeführt; und fügte 
nad) der Erfindung der Logarithmen aud die Logarithmen der Sinuffe bei. 


Späterhin berechnete man die Sinuffe leichter und von Secunde zu Secunde, durd) 
Hülfe von Neihen, deren Glieder Potenzen des Bogens (in Theilen des Halbmeffers 
ausgedrüdt) deffen Sinus man ſucht. Dod da diefe Reihen nit der Gcometrie fons 
dern ganz der höhern Rechnung angehören, jo Fönnen wir hier nidyt von ihnen ban« 
deln, Einige werden wir in dem Anhange mittheilen. 

368. Lehrſatz. Der Querfinus (NB Fig. 173) ift gleich dem 
Quadrat der Sehne (LB) dividirt durch den doppelten Radius. 

Beweis. Aus der Achnlichkeit der Dreiecke LNB und ALB. 

Zuf. Den Querfinus kann man alfo leicht aus der Sehne be: 
rechnen; aber noch leichter aus dem Cofinus (348). 

Anmerkung 1. Man fehe den andern Ausdrud für den Querfinus 368, 3. 


Anmerfung 2. In neuern Zeiten hat man die Querfinuffe, als —— in 
vielen hieher gehörigen Schriften, und beſonders aus allen Tafeln weggela en, Kur 
18 


ge 


. sin? B 


o .sin5 RB— etc. 
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in einigen wenigen aͤltern Tafeln’ findet man auch die Querſinuſſe beſonders aufgeführt, 
3. B. in den engliſchen Tafeln von Sherwin. 

369. Lehrſatz. Der Graͤnzwerth ſowohl für den Querfinus 
eines Bogens als für den Theil der Secante, der zwifchen dem Bo- 
gen und der Tangente liegt, iſt gleich dem Quadrate des Bogens divi: 
dirt durch den doppelten Radius. 


- Newton Principia I, Lemm. 11. 


Bew. Erfter Theil. Es ift: (Fig. 172) sin. vers = BJ —= — 


da nun der Bogen die Graͤnze der Sehne iſt, ſo iſt die Graͤnze des 
2 
sin. vers; — 3; wo B den Bogen bezeichnet. 


Zweiter Theil. AEDZW ACEB, alfo DE = — 


_ DB. CE 
TAB.CB 
aber Bogen DB ift Gränge für Sehne DB, und CB Gränze von 
2 
CE, alfo Graͤnze von DE = 57 

Zuf. 1. Die DQuerfinuffe Heiner Bogen nehmen daher zu oder 
ab wie die Quadrate diefer Bogen. 

Zuf. 2. Für Heine Bogen ift der Theil der Secante, welcher 
zwifchen dem Bogen und der Tangente liegt, gleich dem Querfinug, 
und er nimmt zu wie das Duadrat des Bogens. 

Anmerkung. Dieſe beiden Zufäge find von vielfahem Nusen in der Ratur = und 
Sternfunde, - 


IV. Eigenfhaften und Berehnung der Tangenten. 


370. Lehrfasß. Die Tangente (BE) eines Bogens (DB Fig. 172) 
oder Winkels (DCEB) ift ‚gleich dem Producte des Radius und Si— 
nus dividirt durch den Coſinus; und die Cotangente gleich dem Pros 
ducte des Radius und Coſinus dividirt durch den Sinus; alfo 

r.si T.cos. 
tang. = n 
sin. 
L. G. Tr. 17. 
Bew. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke CID und CBE, für den 
erften Theil; CHD und GFC für den zweiten. 

Cagnoli $. 56, 57, 102. 
Anmerkung 1. Man fieht hieraus: 

1) daß, wenn entweder der Sinus, oder der Gofinus eines Bogen: negativ ift, 
auch deffen Tangente negativ, übereinftimmend mit der Anmerf. zu 349. 

2) daß, wenn Sinus und Gofinus zugleich negativ find, Die Tangente pofitiv ift, 
wie z. B. für die Bogen zwifhen 180° und 270°. 

-. sin 90° 


\ 2 
3) daß die Tangente für 90° unendlich iſt, da tang 90° — a = =, welder 


tegtere Ausdruck eine Größe im Zuſtande eines unbegränzten Wahöthums, d, b. 
ein unendlihd Großes bezeichnet. 








sın. 
— cotang. = 
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Zuf. 1. Tangente und Cotangente für 45% find beide gleich 
dem Radius. 

Anmerfung 2, Hierauf beruhen die auf den Proportionalzirkeln befindlihen und 
mit tang, bezeichneten Linien, Die Entfernung vom Anfangspuncte bis 45° ift der 
Radius; darnach werben die Tangenten größer, aber eben darum find auf jeber 
Platte des Zirkels zwei Zangenten = Linien. befindlih ; die eine, an deren Ende die 
Zahl 45 fteht, dient für die Winkel, die nicht größer als 45° find; der Radius ift 
hier die ganze Linie vom Mittelpuncte des Zirfels bis 45. Die andere Zangentenlinie, 
gewöhnlid mit t bezeichnet, fängt in nicht größerer Entfernung vom Mittelpuncte mit 
45° an, und geht bis 70° und drüber, dient alfo für Winkel, die größer als 45" find. 
Sie iſt nad einem Fleineren Maaßſtabe gezeichnet, ald die erfte, indem hier der Ra— 
dius der Fleine Abſtand des Mittelpunctes von dem Anfangöpuncte der Linie ift. 

Anmerfung 3. Nicht felten fteht mit der Tangenten = Linie eine andere, gewöhn- 
lih durch S. T (Semi - Tangens) bezeichnete Linie in Verbindung, melde gewöhnlich 
die per der halben Tangenten oder richtiger die Linie der Tangenten der halben Bo: 
gen beißt. 

Es fei 3.8. BG Fig. 178 ein Bogen, deffen Tangente BE; man ziehe aus dem 
Endpuncte H des Durchmeſſers BH die Supplementfehne HG, die den fenfredten Na: 
dius AC in D ſchneidet; alödann ift CD das, mas man halbe Tangente des Bogens 
BG, oder beffer Tangente von der Hälfte des Bogen: BG nennt. Ein Maafitab, auf 
welchem diefe fogenannten halben Tangenten angegeben find, Fann mit vielem Nugen bei 
der Zeihnung von Ziguren gebraudt werden, die fi auf die ftereographifhe Proje— 
ction beziehen. 

Zuf. 2. Tangenten und Cotangenten find leicht zu berechnen, 
wenn die Sinuffe und Eofinuffe ſchon berechnet find. 

Zuf. 3. Die Tangente eines Bogens ift die Hälfte von der Seite 
eines um den Kreis befchriebenen Vieles, deffen Centriwinkel doppelt 
fo groß ift, als der dem Bogen zugehörige; fo wie der Sinus die 
Hälfte von der Seite eines ſolchen innern Vieles tft, nach dem was 
wir fchon früher bemerft haben. So ift 3. B. die Tangente eines 
Bogens von 10 59° 30% die Hälfte. der Seite von einem Viele, def: 
fen Centriwinkel 39 45° beträgt d. i. von 96eck; und der Sinus von 
1° 52° 30° ift die Hälfte von der Seite des in den Kreis befchriebe: 
nen 9becks. 

Nimmt man daher diefe Tangente und diefen Sinus, fo ift dag 
Verhältniß des Umkreifes zum Nadius größer als das 192fache des 
Sinus, und Heiner als das 192fache der Tangente. Hätte man den 
Sinus und die Tangente von 1’ genommen, fo wäre dieß fo viel ge— 
wefen als hätte man ein 10800eck angewendet. Man fieht alfo, wie 
leicht es ift, folche das Verhältnig des Umfreifes zum Radius um: 
fließende Verhältniffe zu erhalten, fobald einmal die Sinus: und Tan: 
genten: Tafeln berechnet find. Man vergleiche damit, was wir oben 
325, Anmerkung 8 gefagt haben. 

Zuf. 4. Die Tangente eines Bogens von 609 iſt das. Drei: 
fache der Tangente von 30°. 
sin 600° 2 sin 30% cos 30° 
cos 600 sin 30° 

— 2 cos 30° 
= v3 (360, 3.2 und 362, 3.3) 
3 


Bew. tang 60% = 


—— 


— Y3 


278 Achtes Buch. Zweiter Abſchnitt. 


ae en 

Aber tang 300 — wm v3 

tang 600% — 3 tang 30° ‘ 

Anmerkung. Diefer Sag fol nod einmal, auf eine mehr genmetrifhe Art, bes 
wiefen werden, in der Anmerkung 1 zu 376, 3. 5. 

371. Lehrf atz. Die Tangente eines Bogens iſt gleich dem 
Quadrat des Radius dividirt durch die Cotangente, und dieſe alſo 
gleich dem Quadrat des Radius dividirt durch die Tangente; alſo: 

.2 -2 
‚ und cotang. = 


alfo 


tang. = 





colang. tang. 

Beweis. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke CEB und CFG 
(Sig. 172). 

Zuf. 1. Für den Radius als Einheit ift die Tangente der reci: 
profe Werth der Cotangente, und umgekehrt diefe der veciprofe 


Werth von jener. 
1. 
tang. = — —— und cotang. = 
8 cotang.” : i tang. 
L. G. Tr. 18. 


Zuf. 2. Es kommt daher auf daffelbe hinaus, ob man durd) die 
Tangente dividirt oder durd) die Cotangente multiplicirt und umgekehrt, 
und wenn man mit Logarithmen arbeitet, ob man den Logarithmus 
der Tangente fubtrahirt, oder den der Cotangente addirt; und da das 
Addiren immer leichter und bequemer ald Subtrahiren, fo giebt man 
ihm natürlich immer den Vorzug. . 

372. Lehrſatz. Don zwei ungleihen Bogen hat die Tangente 
des größern zu der des Fleinern immer ein größeres Verhältnig als der 
größere Bogen zum Fleinern. | 

Vorber. Es fei JEL (Fig. 143.) der größere und JE der Hei: 
nere Bogen; JH ift die Tangente des erftern und JG die des leßtern. 
Ziehe CEG und CLH; befchreibe aus C mit CG als Radius den Bo: 
gen VGU, welcher die verlängerte CJ in V und CH in U fchneidet. 

Beweis. Ausfchn. CGU : Ausfhn. CGV = nn CU: GV 
—= m EL: JE 
A GCH : AGCJ = GH: GJ, aber A GCH > Ausfhn. CGU 
und A CGJ << Ausfhn. CGV, alfo 

A GCH : A GCJ > Ausfchn. CGU : Ausfhn. CGV 
alfo au CH: GI > A EL: JE, und 
JH :GJ3 >  JEL : A JE. 

Anmerkung 1. Diefer Say ift derfeibe wie der oben in 206, Zuf. 2, angeführte; 
und wird auf diefe Weife von Gommandinus in der dort angeführten Stelle des Pape 
pus bemiefen, 

Anmerkung 2. Der berühmte Niederländifhe Mathematiter Albert Girard hat in 
feiner vortrefflihen Pleinen Schrift: Invention nourelle en Algebre diefen Sag aus 
Pappus entlehnt und ihn einfacher alfo bemiefen : 

Es fei BFK (Fig. 176) eine Schneidende, und FP eine Berührende, und 


MK || BH, fo ift 
MK : BG < GH: BG, 
aber MK:BG = FK: BF 
alſo FK : BE < GH: BG 
und FP: BF < GN : BG 
daher A FD: BE < Gt: BG 
und =» BFD: - FB< BH: BG. 
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Zuf. Die Tangenten nehmen in größerm Verhältniffe zu als die 


Bogen, und zwar um defto mehr je größer leßtere werden. 


373. Lehrſatz. Der Unterfchied der Quadrate des Radius und 
der Tangente eines Bogens verhält fih zum doppelten Quadrat des 
en wie die Tangente diefes Bogens zur Tangente des doppelten 

ogens. 


Vorbereitung. Es fei BH (Fig. 177) der einfache, BHD ber 
doppelte Bogen. Ziehe BF | AB, ferner AHC, ADF, DB und 
CJ 1 AC; fo iſt DE=EB, oder DB= 2DE. 


Beweis. A ABE ww A ABC, daher AB — AC.AE, und 
— —2 — 
AB: AC—=AC.AE:AC—=AE:AC—DE:C) 
Ferner 2AB: AB— BD: DE, alfo au 

— — 

2AB: AC—BD: J—BF: CH 
— —1 2 

2AB: AB-+ BC — BF: CF 
— — PR 
AB — BC: 2 AB — BC : BF. 





2 AB. BC 
uf. BF — — — — — 
AB — BC 
2r2 ig B 
d. i. ig 2 = —— 3 


Anmerkung 1. Dieß ift der bekannte Sag von John Pell; und der Beweis, wel«- 
dyen Cavaleri davon gegeben hat. S. controversia de circuli mensura p. 13 et 60. 
Anmerfung 2. Man fann diefen Sag auch ohne die Hülfe ähnlicher Dreiede be— 
mweifen : 
AF:AB=CF:cCB. 
AF: AB — CF: CB" 
AB + BF: AB —= (BF— BC): BG 
_—2 — —2 
— BF-+ BC — 2 BF. BC: BC, 
—— — —2 02 — — — 
2BF. Bo 4 IB BC: AB -+ BF= AB — BC: AB 
2BF . BC : BE AB — BG: AB 
2 BC : BF = AB — BC: AB 


2 


2 AB . BC 
BF = —— 
AB — BC 

2 or 

re 2r2?.tang B 


r2 — tang? B ' 
Diefer Beweis ijt von Lagny und findet fi in feiner ſchönen Abhandlung über die 
Tangenten von den Bielfahen der Bogen Mem. de I’ Acad. 1705. p. 254- 
Anmerkung 3, Man kann zu unferm Sage aud fo gelangen: 











r.sn 2 B ?2r.sinB. cos 
u 2B — 2 voor u u 
Ir 
zz cos B sin B 
sinB  cosB 
2 


. "cotg B — tang B- 
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22° 


— 
— 


r? 
tang B 
2 r? tang B 
r? — tang?B 
Anmerkung. 4. Auf diefelbe Weife Fönnte man Ausdrücke für tang 3B, tang4B 
. tang n B herleiten; allein es ſcheint uns nicht nöthig, darauf weiter einzus 


en. 

374. Lehrfag. Theilt man den halben Umkreis in n gleiche 
Theile, fo ift die Summe der Sinuffe der Bogen, welche der Reihe 
nach, einen, zwei, drei ıc. bisn folcher Theile in fich fchließen, gleich 
dem Producte aus der Cotangente von der Hälfte eines folhen Theile 
in den Radius. 

Beweis. Es fei ein folcher Theil AB (Fig. 144); er heiße B; 
aledann ift AB : BE = AE : 2 (BK-+CM-+-DO) (284). Aber 
2 (BK-H CM + DO) if die Summe aller Sinuffe BK, KH, CM, 
MG, DO, OF der Bogen innerhalb des ganzen Umfreifes, alfo 
chord. B : chord. supp. B = r : Summe aller Sinuffe 


— tang B 


— 
— 


geh 





ö bis 180° 
und darum 
Summe aller Sinuffe bis 1800 — ano ıl — — 
a DE = chord. B. 
__ 2. % chord. supp. B 
— 4 chord. B 
_ xr.cos3B ’ 
= — 3 =! .cotg$B. 
Iſt alſo B=1? fo ift die Summe aller Sinuffe von Grad zu 
Grad genommen = r.tg 894° — 114,5886 für den Ra: 


dius — 1. 
S. Vieta opp. pag. 375; und Krafft geometr. sublim. $. 100. 


— — — — * 


V. Eigenſchaften und Berechnung der Secanten. 





375. Lehrſatz. Die Secante eines Bogens iſt gleich der 
Summe der Tangente des Bogens und der Tangente ſeines halben 
Complements. 

Beweis. W. E = 900 — ECB (Fig. 178). Es ſei W. BCF 
—=}E,— } (900 — W. ECB); alsdann iſt W. ECF—ECB + BCF 
— ECB 90° ECB 90° + ECB 
IE RE FT 

Aber W. CFB —= 90% — BCF — 90° — 1 (90° — ECB) 

90° + ECB 
| — — 
alſo W. ECF—= CFB, und darum EC=EF=EB-+ BF — 
tang W. BCE + tang W. BCF — tang W. BCE + tang } 
compl. W. BCE. 
Gellibrand Trigon. Brit. Cap. XVII, pr. 6. 
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Zuf. Die Secanten können daher durch eine einfache Addition 
der Tangenten gefunden werden. 

376. Lehrfag. Die Secante (CE Fig. 172) ift gleich der 
Wurzel aus der Summe der Quadrate des Radius und der Tangente; 
auch gleich dem Quadrate des Radius dividirt durch den Coſinus; auch 
gleich dem Producte aus Tangente und Radius dividirt durch den Si: 
nus. Die Cofecante ift gleich der Wurzel aus der Summe der Quadrate 
des Radius und der Cotangente, auch gleich dem Quadrat des Radius 
dividirt durch den Sinus; auch gleich dem Producte aus Radius und 
Eotangente dividirt durch den Coſinus; alfo 





2 
— r r. tan 
sec. = Y'r? + tang? — — — —— 
cosin. sin 
ern r? r. cotg 
ce. Vrꝰ Lot? = —— = — 
> sin. cos. 


Beweis. Erfter Theil. Neo. 1 aus 87; Neo. 2 und 3 aus der 
Aehnlichkeit der Dreiecke CDJ und CEB. 
Zweiter Theil. Nro. 1 aus 87; Nro. 2 und 3 aus der Aehn: 
lichteit der Dreiecfe CGF und CHD. 
Zuf. 1. Für den Radius — 1 wird die Secante der veciprofe 
Werth des Cofinus; die Cofecante der reciprofe Werth des Sinus, 
1 ‚41 


alfo sec. = —, cosec. = - 
cos. sin. 


Zuf. 2. Es gilt daher für Secante und Cofinus, fo wie für Co: 
fecante und Sinus ganz daffelbe, was wir oben 371, Zuf. 2 für Tan: 
gente und Cotangente bemerkt haben. 

Zuf. 3. Die Logarithmen von Sinus und Cofecante deffelben 
Bogens ergänzen fich daher zum doppelten Logarithmen des Sinus tot.; 
eben fo ift es mit den Logarithmen von Eofinus und Secante. 

Zuf. 4. Man fieht daher, wie leicht Tafeln für die Logarithmen 
der Secanten und Eofecanten zu berechnen find, wenn man die Loga— 
rithmen der Sinuffe und Cofinuffe fhon kennt. Aber man fieht zu: 
gleich auch, daf ihre Berechnung ganz unnüß ift, indem man die Lo⸗ 
garithmen der Sinuſſe und Coſinuſſe unmittelbar ſtatt ihrer gebrauchen 
kann. Daher ſind ſie auch in den beſten Tafeln weggelaſſen. 

Zuſ. 5. sec. 600 — 2 r. 

r? r? 2 


Deweis. sec. 0 — — — — — — __Ir. 
60 cos 60° sin 30° Sr 2 
Anmerkung 1. Hieraus läßt fid) leicht ein Beweis für unfern frühern Say, 370, 
3. 4 herleiten. Denn es fei W. DAB (Zig. 177) = 60°, und W. CAB = 30°, 
fo ift W. FAC = CAB, und daher AF: AB= CF: CB= 2:1 (206), alſo 
Anmerkung 2. Auf manden Maapftäben und auf allen Proportionalzirkeln befin« 
det fi eine Secanten » Linie, welde auf legtern mit einem s bezeichnet iſt. Da die 
Secanten größer ald der Radius find, und beim Proportionalzirtel ed nöthig ift, den 
Halbmeffer zu kennen, fo hat die Secantenlinie ihren Anfangspunct nicht in dem Mit: 
telpuncte des Zirkels, fondern in einiger Entfernung davon, umd eben diefe Entfernung 
ift der Halbmeffer des Kreifes, zu dem die Secantenlinie gehört; den Halbmeſſer des 
beabfihtigten oder gegebenen Kreifes hat man in der Entfernung des Nullpunctes der 
einen Platte von dem der andern. 
, Allgemeine Anmerkung. Cs würde nun hier die ſchicklichſte Stelle fein, Das Nö⸗ 
thige über die Einrichtung und den Gebrauch der Tafeln für die goniometriſchen Linien 


⸗ 
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zu ſagen. Allein da man alles hieher Gehörige in den gangbarſten Tafeln ſelbſt, und 
zwar in ber Einleitung angegeben findet, fo Fann man den Anfänger darauf verweiſen. 


Dritter Abſchnitt. 
Von den Formeln für goniomerrifche Linien. 





377. Man macht gegenwärtig in der Mathematik einen fehr 
häufigen und wichtigen Gebraud von den goniometrifchen Linien und 
ihren gegenfeitigen Beziehungen, die zu diefem Ende durch Formeln 
dargeftellt werden, welche man leicht entweder dem Gedächtniffe ein: 
prägen, oder doc) dem Auge vergegenwärtigen fann. Mehrere Schrift: 
fteller wie Euler, Cagnoli, de Gelder u. a. haben eine große Anzahl 
folcher Formeln aufgeftellt. Miele derfelben, vielleicht alle, laffen ſich 
geometrifch, d. h. aus der Figur felbft herleiten, wie dieß, wenigfteng 
für mehrere, von vorzäglichen Schriftftellern gefhehen iſt. Ausge— 
zeichnet, befonders durch feine Einfachheit, tft in diefer Beziehung 
Robertfon in feinen Elements of Navigation, IV, $. 169 — $. 225. 
Hier aber, nachdem wir die Hauptformeln geometrifch begründet haben, 
ziehen wir es vor, zu zeigen, wie alle übrigen, ohne weitern Beweis 
aus diefen hergeleitet werden können. Wir werden fie durch mehrere 
Säße hindurd in fortlaufender Ordnung aufführen, damit man die: 
jenigen, die man gerade gebraucht, defto leichter finden kann; und bes 
merfen nur noch, daß fie alle für den Radius als Einheit entwickelt 
find, oder daß in ihnen durchgängig r— 1 gefeßt ift. 


378. Die wichtigften Ausdrüde für die Sinuffe und Cofinuffe 
in beftimmten Fällen, find in folgenden Formeln enthalten: 


1. sin 09 = 0 (346, Anm.) cos. 00° —= 1 (347, Anm.) 


2. sin 300° = cos. 60% = 0, 5 (360, 3. 

cos 30% = sin. 60° = 3 v3 (362, 3. 3) 
3. sin 45° = co HI 12 = —r (362, 3. 2) 
4. sin 0% —=1 cos 9° — 0 \ 
5. sin 180° — cos 180° — — 1 [ 346, Anm. . 
6. sn 70 = —1 co 970° = 0 und 347, Anm. 
7. = 0 cos 360° — 1 


sin 360° 
8. sin? B-+ cos? B= 1 (36% 

9. sin® B 1 — cos? B 

(1 + cos B) (1 — cos B) 

sin. vers. supp. B . sin. vers. B. (348, 3.) 





10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 


18. 
19. 
20. 


21. 
22. 


23. 


24. 


25. 


26. 
27. 
23. 


29. 


30. 
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cs?B =1 — sm? B 


— (B + C) z a B.csC-+ PR C.cos B | (366) 
sin(B—C)=sinB.cosC— sinC.coB) 

cs B+ 0) = cosB.cosC— sinB. sin € (367) 
cs (B—C)=cosB.cosC + snB. sin C 

sin 2 B — %sinB.cosB ($. 11) 

cos 2 B == cos? B — sin? B ($. 13) 

cos 2 B — 2 cos? B— 1 ($. 16 und 9) 

cos 2 B — 1 — 2% sin? B ($. 16 und 10) 


sin (90° + C) = cos C ($. 11, 12, 4) 

cos (909° EC) = + sin C ($. 13, 14, 4) 

sin (180 + C) = F sin € ($. 11, 12, 5) 

cos (10 +C) = — cos C ($. 13, 14, 5). 

Die Werthe für 

sn (B-+ C) 4 sin (B — C) 

sin (B-+ C) — sin (B — 0) ergeben fih unmittelbar 
cos (B—C) + cos (B + C)( aus 8. 38, 39, 41, 42. 
cos (B— C) — cos (B-+ C) 





—— 


sin (B-++C). sin (B—C) = sin? B— sin? C F. 11, 12, 9, 10. 
= cos? C — cos? B 


sin B-+ sin 2C 
* ———— 





sin(B-+C).cos{B—C) = (5. 11, 14, 8, 15) 


2 Bein 20 12,13, 8, 15) 
2. sin (B+C). cos (B+C)=sin2B cos 2CHsin 2C. cos2B (8. 15, 11) 
2.sin (BC). cos (BC) =sin2B. cos — 20c0s 20 (F. 15, 12) 
cos(B+C). cos (B—C) = cos? B— sin? 

= cos? GC — sin? R 


sin(B—C).cos(B+C) = 


(8. 13, 14, 9, 10.) 
sin IB = — — (F. 18) 


cs®4B= 
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31. * I6G40). sin B— —20* — 7 cos B 
32. cos (B+ C).cos  (B— —C) = 005? 1C— sin? B} — 


== cos? 1 3B— sin?! IC \ 





(8. 23, 29) 


33. sin B+sinC = 2 sin (B C) . cos (B—C) ($. 4) 

34. sin B—sinC = 2 sin 3 (B—C).cos4(B+C) ($. 3) 

35. cos B+cosC = 2% cos 4 (B+C).cos 4} (B—C) ($.%, 30) 

36. cos C—cosB—= 2 sin (B-+C).sin 31(B—C) (5.23, 29) 
cos C—cosB ſiehe $. 48. 


— — — — 


37. snB.csC=sinB— 2sin? } C.sinB ($. W) 
38. sinB.csoC=sin(B+C) +} sin (B—C) (8. 11, 12) 
39. snC.cosB = %sin (B+C)— J sin (B—C) G. 11, 19 
40. cosB.cosC = .cosC — 2 sin?  B.co C 
41. cosB.coC — 3 cos (B-+C) + cos (B— C) (8.13, 14) 
42. sinB.sinC = % cos (B—C) — 3 cos (B-+-C) ($.13., 14) 
43. sin. vers. B= 1 — cos B (348, 3.) 
44. sin. vers. B=2sin? 4 B ($. 43, 99). 

h sin? B , 
45. sin. vers. B= sin. vers — (363, 3:) 
46. sin. vers. B — sin. vers. C — cos C — cos B. ($. 43). 














J— sin B 
cos B 37T 
z (370 
j —cos 

48. cutang B = sin B 

1 J 
49. ugB = en | (371, 3.) 
0. cotan B= * — 


51. tang 450 — cotg 450 — 1. 


52. tag B taug C = ——— (F. 11, 47) 


cos B. cos € 








98. 


62. 


65. 


67. 
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sin (B— C) 
cos B. cos C 


ctg B+t ogt = - = + 2 (5. 11, 48) 


liang B— tang = (F. 12, 47) 








sin 
sin B— 5 
cotg C — og B = Rene (8. 12, 48) 
tang? B — tang? C = — IE I (8.92, 53) 





cos? B. cos? C 
Te — an— 
En 23, 50) 
__ cos? GC — cos? B 
— cos? B. cos? C 
sin(B+C). sin(B — C) 
sin? B. sin? C 
sin? B— sin? C 
sin? B. sin? C 


tang? B— tang? C = 





cotg? C — colg?B = 8. 54, 55) 


cotg? C — cog?B = 


täng (B.4- 6) ul ($. 11, 13, 47) 





tg B.tgC 
te B— tg C _ 
tang (B— 0) = us (5 B — ẽ (F. 12, 14, 47) 
1 — ig B. 
eg G 4.0 — 8 © 8. 50, 60) 


__eotg B. cotg C — 1 
cotg B + cotg C 


colg (B—'C0) = — (F. 50, 61) 


ig B—_ 18 C 

tang (455° +B) = 1 = 58. 51, 60, 61) 
tung 2B=; 2 — z (8. 60) 

ug B=v [75] G 29, 30 

* IB=; Tr 5 G. 66, oder 8. 15, 30) 
a — 


sin B(1 —+ cos B) 
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1 — cos? B 

69. tung 4 Be Urn | (8. 68) 
1 — B 

70. tan} B= — * (F. 69) 
71. tang 4 B= cosec B— cotg B (376, 2. 1, F. 48, 70) 
7 cogB=1-caB 

sin B (8. 67) 
73. cotg 4 B= cosece B- cotg B (376, 3. 1, $. 48, 79% 
74. tang 4B-+ otg$B= 2 cosec B n _ 73) 


75. tang (45° +4 B) = En 15 86, 
1: eine a (8. 75) 


| B 
77. ag B+ 0) = = 5 * (F. 33, 35) 





J4 34, 36) 


cos C — cos 


sın B— sin C 








79. tang (B— 0) = cos B-T oo C (5. 34, 35) 
0. a - c) G. 33, 36 


u Ale ai C) _ _snB- sin C — 
er tang 4 (B — -C)  sinB— sin C (8. 77, 79) 


89 ctg4(B-+C) _cosB- cos GC 
EG, wc 





83. sec B== tang B + tang } compl. B (375) 
84. sec B= — (376, 3. 1) 


cos 





85. sceB=YV1 + tang? B (376) 
_1+1t? 3%B 
8. secceB= Te (376, 5. 29) 
87. sccB=1-+tigB.tg4B (8. 47, 13, 84) 
1 
sin B 


89. coseeB— Yi-+ cotg?B 


Anmerkung. Diefe vorftehenden Formeln enthalten Ausdrücke für Sinus, Gofinus 


88. cosec B= 
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und Tangente, welche oft gebraucht werden; wir halten es daber für nützlich, fie bier 
noch beizufügen. Sie find fämmtlih aus Gagneli entlehnt. 


379. Der Sinus eines Bogens kann durch folgende Formeln 
ausgedruͤckt werden: 


90. sinB=YV1— cos? B 
91. sinB== cos B.tang B 





. cos B 
92. sin B = — 
93. sinB= Zeus, 
V1-- eotg? B 
94. sin B zei _tang B 








VT- tang? B 
05. snB=2 sin } B .cos 4 B 





96. sinB— v(- = ei) 

67. sin Bm enge: (5. 85, 84, 95) 
Bee Fr eTe: $. 74) 
99. sin B— TEE Tee 8. 70 


100. sin B= 2 sin? (45° + } B) — 1 G. 29, 20) 
101. sinB=1 — 2 sin? (45° — 4 B) (8. W, %) 
1 — tg? (450 — 3 B) 
Toy) 0 
in ß __ t8 (45° +4B) — 18 (45° — $ B) 
103. sin B 18 45° #4 B) F tg (45° —y 5) (8. 75, 8, 95) 
104. sin B = sin (60° + B) — sin (60° — B) (5. 11,9 


380. Der Eofinus eines Bogens läßt fih durch folgende Aus: 
druͤcke darftellen: 
105. cosB= V1— sin? B ($. 10 
sin B 
106. cos B= ang B ($. 47) 


107. cos B= sin B. cotg B ($. 48) 


108. Ge 
sec B vi-+fiB 


102. sin B= 


(8. 84, 85) 


288 Achtes Bud. Dritter Abſchnitt, 

tg B 
109. Be — —— 
09. cos VIE og B (5. 89, 88 48) 
110. cos B= cos® B — sin? B ($. 16) 
111.cs B=1— 2sin? }B (5. 18) 
112. cs B=2c0?3B— 1 ($. 17) 





113. cs B=v (——) (8. 17) 

114. co B= 1 * je : = (8. 86, 89 
— — 5 @. 71, 73) 
116. cs B= — (. 87, 84) 
J— 2 


ig (9° F IB) coig (5° Fy n) (8-75) 

118. cos B=2 cos (45° + $ B).. cos (450 — 3 B) (8. %) 

119. cos B = cos (60% + B) + cos (60° — B) G. 13, 9 
381. Für die Tangente eines Bogens hat man folgende Werthe: 








1%. tang B= = - (5. 47) 
1 
121. tang B = cotg B (F. 49) 

122. tang B— ) — 1 EF. 84, 85) 
13. tang B= Fr (5. 105, 120) 
an vV1- cos?B 

124. tang B — Zr; 
2tang L B 
125. tang B= er (F. 65) 
tg 4 B 
126. tung B = ei 8. 1235) 


# 
127. tang B= cotg 7 cg 3 B— tg ıB ($. 126) 


128. tang B= ootg B— %cotg 2 B ($. 65) 


1— cos 2B 
129. tang B sa (5. 70) 
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sin 2 B 


13. tang B= 1+ cs2B (5. 67) 
ü 1— cos 2B 
131. tang B= V(IFes28) (8. 66) 


132. tangB= ya Fin eu im (8. 75) 


Vierter Abfchnitt. 


Von dem Gebrauche der frigonometrifchen Tafeln zur leich- 
tern Berechnung mander Größen. 





382. Lehrfas. Jede Größe, die ein Achter Bruch ift, und, 
welche Veränderungen fie auch erleide, dieß ftets bleibt, fan man als 
den Sinus eines Bogens anfehen; eben fo kann man jede Größe, die ein 
Bruch ift, und bei Veränderungen, die fie erleidet, den Werth ſowohl 
. jedes beliebigen ächten als unächten Bruches, alfo auch jeder noch fo 
großen ganzen Zahl, annehmen fann, als die Tangente eines Bo: 
gens betrachten. 

Beweis. Nimmt man den Radius zur Einheit, fo find alle Si: 
nuffe (ächte) Brühe; die Tangenten find Achte Brüche bis 450, von 
da an werden fie undchte Brüche und zum Theil ganze Zahlen. 

Anmerkung. Die Secanten, die immer größer ald der Radius, find unädte 
Brühe und ganze Zahlen, 

383. Lehrfas. Wenn man in einem Ausdruck von der Form 
ab — ed — x, wo a, b, c, d jede beliebige Größe haben können, 


nur fo, daß ſtets ab — cd, V ) = cos A feßt, fo iftab — cd 
=x=cd. tang? A. 
Bew. x— ab — cd= cd (3 — 1)= cd (+ — 1] 
— cd. (sec? A — 1) 


= cd. tang? A. 
Zufag. Da man jeder Zeit ab = p? und cd — q? feßen 


fann, fo hat man auch, wenn x = p? — q? und * == cos A, 
x — q?.tang? A. 
384. Lehrfas. In jedem Ausdruck von der Form x — ab 4 cd 
d 
fann man, welche Größe auch a, b, c, d haben, Y (zZ) = ng A 


ab 
feßen, und erhält aledann x — Fe 


v. Swinden Geometrie, 19 
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cd 


Bew. x — ab + cd = ab (1+- 
— ab (1 + — 7 
— ab. sa? A = en, 
Zuf. 1. Man kann auch 
cotg A— v( 
jeßen, und erhält alsdann 


"sin? A’ 
Zufag 2. Nimmt man ab — p? und cd — qg?, und fekt 


5 — tang A, fo erhält man 
— 
"cos? A 
385. Lehrfasg. Gebt man in einem Größenausdrude von der 


pP 
cos A 





Som x—= V p? + q2, > — tang A, fo erhält man x — 


— — 2 
Bew. x — V p?-+ q? —0143) 
=pyi1 4- tang? A =p.secÄ 
— 
cos A' 


386. Lehrfag. Wenn man in einem Ausdrucke von der Form 
x V p?2 — q?, = = cosA feßt, fo erhält man x— p sin A; 








und nimmt man 5 = sin A, ſo iſt x — Pp. cos A. 
Dem. x — —— er — pV 1— cos? A 
—J9 1 =v{ * > 1 — sin? A 
. sin 1 
:« COS 
387. Lehrſatz. Sekt man in einem — von der — 
b b 
s=m.- — vo; = tang B, fo erhält man dadurch) 
xz=m.tang (45 + B). 
b 
Bew. xmm er = m —— — 
— 17 isg B 
1+- 


— m. tang (45° + B). 
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Trigonometrie. 


Einleitung. 


388. Erklärung. Die Trigonometrie ift die Wiffenfchaft, welche 


uns Dreiecke, ausmeſſen oder diefelben auflöfen lehrt *). 
L. G. Tr. 1. 


Anmerkung 1. Wir werden uns bier auf die Auflöfung geradliniger Dreiede bes 
ſchränken. Man nennt diefen Theil der Trigonometrie gewöhnlich ebene Trigonos 
metrie, weil die Seiten jedes geradlinigen Dreiecks in einer und derfelben Ebene lie: 
gen, umd ftellt ihr entgegen die ſphäriſche Trigonometrie, welde die fpbärifchen oder 
Kugel = Dreiede zum Gegenftand ihrer Unterfuhung nimmt, — Dreicde, deren Scis 
ten ald Normalfreisbogen einer Sphäre nie in derfelben Ebene liegen. 

Anmerkung 2. Was man Dreiedömeffung (Trigonometric) nennt, follte eigentlich 
Dreiedöberehnung beißen, da man die unbefannten Seiten und Winkel eines 
Dreiecks durch Rechnung findet — eine Beftimmungsart, die bei den Alten gar nicht 
vorfam, und wovon fi z.B. im Euklides auch Feine Spur findet, 

Linien und Winkel werden dort als befannt angejehen, wenn fie ihrer Größe nad 
gegeben oder durch die übrigen Stüde der Figur, zu der fie gehören, beſtimmt find; wo— 
von wir in der Anm, 2 zu ©. 478 ein bemerfenswerthes Beifpiel anführen werden. — 
Da wir alfo reinen müffen, fo werden wir von Multiplication und Divifion von Lis 
nien d. i. von Zahlen, welde die Größe diefer Linien darſtellen, fpredenz wie wir dieß 
fon in der Anm. 1 zu 325 gethan, und noch umftändlicher in der Anm. zu 354 cr: 
örtert haben. 

389. Erklärung. Man fagt, ein Dreieck werde aufgeldft, 
wenn aus zwei Winfeln und einer Seite, oder aus zwei Seiten und 
einem Winkel, oder aus allen drei Seiten deffelben, als den befann: 
ten und gegebenen Stücken, die Übrigen (durch Rechnung) beftimmt 
werden. Und die Erforfchung der Regeln, welche man, um zu diefer 
Beftimmung zu gelangen, befolgen muß, ift es, welche den Zweck der 
Trigonometrie ausmacht. 

Anmerkung 1. Die Trigonometrie fest woraus, daß die gegebenen Stüde hin— 
reihend find, um von ihnen als den befannten zu den gefudhten zu gelangen, daß alſo 
dadurch, daß man den gegebenen Stüden beftimmte Größenwerthe beilegt, auch die 
übrigen notwendig beitimmte Werthe annehmen, daß es mithin nie zwei Dreiede ge— 
ben fann, die in den gegebenen Stüden übereinjtimmten, in den übrigen dagegen ver: 
fehieden wären. Dieß iſt aud der Grund, warum in ber Erflärung nit der Fall mit: 
aufgeführt worden ift, wo blos die drei Winkel in zwei Dreicden einzeln glei find, 
denn aus dem vierten Buche weiß man, daß dann die Dreiecke blos ähnlich, und zwar 
jede Seite des einen gleich vielmal größer oder Bleiner als die entſprechende des andern 


— 





*) Eine weit umfaffendere und richtigere Beſtimmung de3 Begriffd der Trigono: 
metrie findet man in: _v. Münchow's Grundfehren der cbenen und fphäriichen Trigo— 
nometrie ic. Bonn 18236, 9. 6. —— üeberf. 

l 
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ift, aber eben darum je zwei folder Seiten nichts weniger ald unter einander gleich zu 
ein brauden. ö , 
i Es Be fi) daher auch bei der Unterfuhung über die Beftimmung der noch feh— 
lenden Stüde eines Dreieds aus den übrigen gegebenen nur drei Fälle unterfceiden, 
die nämlich, welche wir in der Erflärung felbft nambaft gemacht haben. Und daß in 
dem erjten und legten Falle durch die gegebenen Stüde die übrigen in der That voll: 
kommen beftimmt feien, geht aus den Sägen 46 und 50 im erften Bude Flar und be- 
ftimmt hervor. Daffelbe gilt im Ganzen von dem zweiten Falle, nur mit dem Unter- 
ſchiede, daß man hier unterjheiden muß, ob der gegebene Winkel zwiſchen den gegebe⸗ 
nen Seiten liegt oder nicht; findet das erſtere Statt, ſo leuchtet die Wahrheit unſerer 
Behauptung aus S. 45 hervor; iſt dagegen der gegebene Winkel der Gegenwinkel für 
eine der gegebenen Seiten, ſo iſt nach S. 49 im erſten Buche durch die gegebenen Stücke 
Alles beſtimmt, wenn man nur noch weiß, ob der Gegenwinkel der andern gegebenen 
Seite fpig oder ſtumpf iſt. Denn find (Fig. 68) die Seiten AD, DC und Winkel A 
gegeben, fo laffen fi) zwei Dreiede ADC und ADB conftruiren, die in diefen Stüden 
übereinftimmen und gleihwohl nicht nur hinſichtlich ihres Flächeninhaltes fondern aud der 
drei übrigen Stüde verfhieden find. In jedem Falle aber find die beiden Dreiede 
fo beihaften, daß der Winfel ACD in dem einen das Supplement von dem Winkel B 
des andern iſt. Da nun Supplementarmwinfel einerlei Sinus haben (346, 3. 1), fo 
fann man, ſo oft eine Rechnung, durch welde man einen Winkel zu beftimmen fucht, 
dahin führt, daß man einen Werth für den Sinus diefes Winkels findet, nicht wiffen, 
ob man den in den Tafeln neben dem gefundenen Sinus ftehenden fpiten Winfel oder 
deffen Supplement als den gefudhten betradten fol, Ob beide Werthe zuläffig find 
oder nur einer und welcher, Fann nur aus der befondern Befchaffenheit der jedesmaligen 
Aufgabe entj&hieden werden. R 
Anmerkung 2. Man pflegt gewöhnlich "bei der Auflöfung der Dreiede die recht— 
winfeligen zuerſt und abgefondert .von den ſchiefwinkeligen zu behandeln. Und es ift 
ohne Zweifel, daß die erftern größere Leichtigfeit und Einfachheit für die Auflöfung 
darbieten, als die legtern, darum weil ein Stüd, der rechte Winkel, in ihnen ſchon 
zum Boraus bejtimmt und gegeben iſt. Woraus dann ferner folgt, daß fein Sinus 
glei dem Radius, und jeder der’ beiden ſpitzen Winfel dad Gomplement des andern ijt. 
Anmerfung 3. Wir wollen bier noch eines Hülfsfages erwähnen, den wir im 
Folgenden oft anwenden werden. Bon zwei Größen A, und B erhält man die grö- 
fere (A), wenn man zu ihrer halben Summe 4 (A + B) ihren halben Unterſchied 
3 (A—B) addirt; zieht. man dagegen diefen halben Unterſchied von der halben Summe 
ab, fo erhält man die Fleinere Größe (B). 


Erſter Abſchnitt. 
Von den rechtwinkeligen Dreiecken. 


— 


— — 


390. Lehrſatz. Sn jedem rechtwinkeligen Dreiecke verhält ſich 
der Radius zum Sinus eines der ſpitzen Winkel, wie die Hypotenuſe 
zu der Cathete, welche dieſem Winkel gegenuͤber liegt; dagegen ver— 
haͤlt ſich der Radius zur Secante eines der genannten Winkel wie die 
an dieſem Winkel anliegende Cathete zur Hypotenuſe. 

L. G. Tr. 42. 

Vorbereitung. Man nehme an, Cd (Fig. 172) fei der Radius, 
gdb der mit ihm aus C befchriebene Umkreis; ferner fei di | Cb, dh 
“ und DH | Cg, und Cg | Ch. 


Beweis. Erſter Theil. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke Cdi 
und CDJ verbunden mit 346. 
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Zweiter Theil. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke CDJ und Ceb 
verbunden mit 351. 
Anmerkung 1. Diefer Sag ift eigentlich nur ein befonderer Fall von 393. 
Zuf. 1. r: cos W. CDI—= CD: DJ 
r:cos W. DC) —= CD: CJ 


Zuf. 2. DJ: CD=r:cosec W. DC) — sm W. DCJ: r 376 
CJ:CD=r:cosec W.CDJ — sin W.CDJ: r \ ‚31. 
Anmerkung 2. Da man in den beften Tafeln die Secanten nicht findet, jo ift es 
gut, wenn man alle Säge und Regeln für die Secanten und Gofecanten in Säge und 
Regeln für die Cofinuffe und Sinuffe umwanbelt. 
N 30 — 
Zuf. 3 sin? ı W. CDJ = San (378, F. 29). 
, GD—DJ 
alſo .CcDi = — 
f mi 1W. CD V ( > CD 
Cagnoli $. 217. 
Zuſ. 4. 1 3W. cuy PN 378, g. 20 u. 30). 
CD + DJ i 


391. Lehrfag. In jedem rechtwinfeligen Dreiecke verhält ſich 
der Radius zur Tangente eines der fpigen Winkel, wie die an diefem 
Winkel anliegende Cathete zur andern. 

L. G. Tr. 43. 

Vorbereitung. Wie für den vorigen Saß; außerdem be | Ch, 
und GF | Ce. 

Beweis. Aus der Achnlichkeit der Dreiecke CDJ und Che; in 
Verbindung mit 349. . 

Zuf. Daher ift and: 

CJ): DJ =r: cotang W. CDJ 
DI: J =r: cotang ®. DC): 


; Kegeln 
zur Auflöfung der vier Fälle, die bei rechtwinkeligen 
Dreiecken vorfommen. 

Anmerkung. Sind drei Stüde eines Dreieds gegeben, jo Fanın man immer (mit 
Ausnahme der ſchon früher bereits ausgeſchiedenen Fälle) jedes der drei übrigen unmit» 
telbar d. h. unabhängig von den beiden andern finden, Aber man Fann aud, und dieß , 
ift oft nod bequemer und beſſer, erft eines derfelben bejtimmen und dann durch Hülfe 
diefes bereits gefundenen die übrigen. So wird z. B. in dem 2ten der folgenden vier 
Fälle die gefuhte Seite entweder unmittelbar gefunden, durd die erjte Xuflöfung 
(II, Nro. 2), welde fi auf (87) ftügt, oder noch leidhter dadurch daß man zuvor 
ihren Gegenwinfel fucdt, und dann II, Nro. 1 anwendet, Daffelbe gilt von dem vier: 


ten Fall. 
I. Erfter Fall. 

Gegeben: Die Hypotenufe und einer der fpigen Winkel. 

Sefuht: Die beiden Eatheten und der andere Winkel. 


Auflöfung : — 
1) Gegenſeite (des gegeb. Wint.) — Zeyp. ein. geaes, Wint. (390). 


2) Anliegende Seite — Zap. son. geged, EHE (3%, 3- 1). 


3) Sefuchter Winkel — compl. geged. Wint. 


392 


A 
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ll. Zweiter Fall. 
Gegeben: Hypotenuſe und eine Cathete 
Gefucht: Die andere Cathete und die Winkel. 


Erfte Auflöfung. 








1) sin. Gegenw. (d. gegeb. Seite) >> en (3%) 
oder 
cos. anlieg. Wink. — a (390, 3. 1) 
| 2) gefuchte Cathete — an — LE (390) 
— — = — (391) 


oder auch 
gefuchte Cathete = V (Hyp.)? — (geg. Cath.)? (87, 3-2) 
— v [(Hyp. + geg. Cath.) (Hyp. — geg. Cath.)] 
Zweite Auflöfung für die Winkel. 
sin 4 anfieg. Win. —V — (390, 3. 3) 
ste [IP — gegeb. Cath. 
tang % anlieg. Wink. — V | Bop. I gegeb. Card. ] (390, 3. 4). 


Anmerkung, Giebt eine Rechnung als Refultat den Eofinus eines ſehr Heinen 
oder den Sinus eines einem Rechten fehr nahe Fommenden Winkels, jo kann man durch 
die gewöhnlichen Tafeln Feine große Genauigkeit erlangen, weil in diefem Falle die Go: 
finuffe und Sinuffe für eine ſchon merkliche Veränderung des Winfels oder Bogens ihre 
eigne Größe nur wenig ändern. Das Gegentheil findet Statt für Sinuffe Feiner und 
Eoſinuſſe folder Winkel, die nahe einem Rechten gleich find; man muß daher bei Auflö- 
jungen zur Erreihung des möglid größten Grades der Genauigkeit diefen Umjtand be— 
rudfichtigen, 

III. Dritter Fall. 
Segeben: Eine Cathete und ein Mintel. 
Sefucht: Kypotenufe, andere Cathete und Winkel. 
Auflöfung: 
1) Sefuchter Winkel — compl. gegeb. Winf. 


— gegeb. Cath. . radius 

2) dp = oo, anlieg, Wint, 90. 8. 1) 
gegeb. Kath. . radius 
— sin. Begenwint, — GM) 
gegeb. Cath. . sec. anlieg. Wink, 








= — — 90) 
egeb. Cath. . cosec. Gegenwink. _, 
Tegnint (390, 3. 2) 


| 3) Gefuchte Cathete — au a Le En (391) 


— gegeb. Cath.. cotg. Gegenwink. (391, 3) 


radius 
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IV. Vierter Fall. 

Gegeben: Die beiden Catheten. 

Geſucht: Die Hypotenuſe und die beiden Winkel. 
Auflöfung:: | 
anlieg. Seite x radıus 





t) cotang. geſucht. Wink. — Gegenfeite (391, 3.) 
egenfeite . radius 
oder Lang. gefucht. Wink. Tanliesende Bene” (391). 
— _Cath. x radius_ 
> Pypet. = in, Gegenwint, EM 
Cath. x radius 
Hypot. = — anlies. Wink. (390, 3. N) 
en Cath. »x cosec. Segenwint. (390, 3. 9 
radius 
— Cath. x sec. anlieg. Wink. (390). 
radius 


3) Hypot. — V (eine Cath.)? + (andere Cath.)2 (87) 


— eine Cath. v [1 + Gr un ee) 


Anmerkung 1. Wenn man, was freilich das einfachfte ift, den radius — 1 fest, 
fo muß man darauf beim Gebraude der Tafeln die gebührende Rüdfiht nehmen, und 
alle Sinuffe und Gofinuffe, die Zangenten bis 45° und Gotangenten über 45° als 
ächte Brüche betradpten, alfo wenn man mit Logarithmen rechnet, die Sharacteriftif des 
Nefultates, fo oft dieß der Logarithme von einer Seite ift, um 10 vermindern. 

Anmerkung 2. Wenn man, wie dieß in der Praris faft immer der Fall ift, mit 
Logarithmen rechnet, fo wird die Rechnung einfacher, wenn man, anjtatt einen Loga— 
rithmus zu fubtrahiren , feine decadifhe Ergänzung adbirt, Eben fo muß man bei %0« 
garithbmen immer in dem II und IV Fall den Ausdrud in Rro. 3 gebrauden, weil 
die Rechnung fih vereinfacht. 


Zweiter Abfchnitt. | 
Von den ſchiefwinkeligen Dreiecken. 


393. Lehrſatz. In jedem Dreiecke (ABC Fig. 179) verhalten 

ſich die Seiten zu einander wie die Sinuffe ihrer Gegenwinkel, alfo: 
AB: BC = sin C : sin A 
AC : BC = sn B: sin A 
AC: AB = sin B: sin C. 


L. G. Tr. 44. 
Vorbereitung. Ziehe AH | BC und BE | AC. 
Beweis. Aus 390 und 156. 
Anmerkung 1. Iſt Dr. ABC z. B. in A rechtwinkelig, fo hat man: 
AC : BC = sin B : sin 90° 
AG: BG = sin B : radius 
- unfern Sa 390 giebt, der alfo nur ein befonderer Fall dieſes allgemeinern 
atzes iſt. 
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Anmerkung 2. Auch unfer früherer Sah 391 mird leicht aus dem vorftchenden 
hergeleitet. Denn ift A — 90° , fo ift Be 

AB:AC= sin C: sinB 

= cosB : sin B 





sin B 
4 cos B 
= r :tangB. 


Anmerkung 3. Iſt einer der Winkel z. B. A ein ftumpfer, fo follte man eigent= 
lich anftatt sin A haben sin. suppl. A; allein wir haben oben in 346, 3. 1 gefehen, 
daß das Supplement eines Winkels denfelben Sinus hat, wie der Winkel felbft; und 
wollte man die Richtigkeit diefer Behauptung aus unferem Sage hergeleitet haben, fo 
betradyte man Fig. 22. In ihre ift 

A DAB ® A HCD, alfo 
AD:DC= AB: CH 
Aber im Dr. CAB ift: 
AB: CA = sn ®, ACB: r 
und im Dr. CAH 
CH: CA = sin W. CAH : r 
alfo AB: CH = sin ®, ACB: sin W. CAH, 
und darum aud 
AD: DC = sin W. ACB : sin W. CAH. 


Aber im Dr, ACD ift: 
AD: DC = sin W. ACD : sin W, CAD 

alſo sin W. ACB : sin W. ACD = sin W. CAD : sin W. CAD 
mithin sin W. ACD— sin W. ACB d.h. sin W.ACD = sin. suppl. W. ACD. 

Anmerkung 4. Dieſer Sag dient die Seiten eines Dreieds zu finden, wenn eine 
derfelben und die Winfel gegeben find, oder die dritte Seite zu finden, wenn die bei= 
den andern und einer ihrer Gegenwinfel gegeben. Aber man achte in diefem Falle auf 
das, was wir in 389, Anm. 1- über die Bejchaffenheit der unbefannten Winkel gefagt 
haben, Wir werden Anwendungen diefes Satzes in dem erjten und zweiten Falle finden. 

394. Lehrfas. In jedem ungleichfeitigen Dreiecfe ABC ver: 
hält fic) die Summe zweier Seiten (BC —+ AB) zu ihrem Unterfchiede 
(BC — AB) wie die Tangente der halben Summe ihrer Gegenwin: 
fel [tang 4 (A + C)] zur Tangente des halben Unterfchiedes diefer 
Winkel [tang 3 (A— C)]. 

L. G. Tr. 47. 
Beweis 1. BC: AB = sin A: sin C (393) 
BC-+-AB:BC—AB = sin A+sinC:sinA— sin C 
— tang}(A-+-C):tg4 (A—C) (378, 5.81). 

Beweis 2. Aus Figur 180. 

Zuf. 1. Kennt man in einem Dreiecke zwei Seiten und den von 
ihnen eingefchloffenen Winkel, fo kennt man auch 1) die Summe je: 
ner Seiten, 2) ihren Unterfchied, 3) die Summe ihrer beiden Gegen: 
winfel, die das Supplement zu dem gegebenen Winkel bildet, kann 
alfo durch unfern Satz den halben Unterfchied diefer beiden Winkel 
finden, und daraus durch den Huͤlfsſatz 391, Anm. 3, die einzelnen 
Winkel felbft herleiten. Unſer Sag dient alfo ganz eigentlich dazu ein 
Dreieck aufzulöfen, wenn zwei Seiten und der zwifchen ihnen liegende 
Winkel gegeben find. 

‚ Anmerkung 1. Diefer Sag ift nur anwendbar bei ungleichſeitigen Dreiecken; nicht 
bei gleihfeitigen, da in ihnen fowohl der Unterfchied zweier Seiten als zweier Winkel 
Null iftz aus eben diefem Grunde aud nicht bei gleichſchenkeligen, wenn der gegebene 
Winkel der von den Schenken eingefchloffene ift. In den übrigen Fällen beim gleich— 
ſchenkeligen Dreiede wäre zwar die Anwendung des Sages zuläffig, allein man bedarf 
ihrer dann nicht, da ſchon ohnehin alle Stücke des Dreiecks bekannt find. 

Anmerfung 2. Sind in einem gleichſchenkeligen Dreicde (KBH Fig. 79) die beis 
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“den Schenkel und der von ihnen eingefchloffene Winkel gegeben, fo fälle man aus ber 
Spite B die Senkrechte BJ; da durd) dieſe fowohl die Grumdlinie ald der Winkel an 
der Spitze halbirt wird, fo hat man: 
r:sin4 KBH—=KB:3 KH 
oder, (mas noch leiter) da alle Winkel eines gleichſchenkeligen Dreiecks beftimmt find, 
wenn man einen Eennt, man findet die dritte Seite durch S. 393. 
Zuſ. 2. Da A+C= 180% — B 
alſo à(4 4 0) - 900 — ZB 
oder 4 (A C) = compl. B, 
daher tang & (A C) = cotang. 4 B 
fo kann man unfern Satz auch fo ausdrüäden: 
BC + AB: BC — AB = cotg 4 B: tang 3 (A — CO) 
und man erhält den Ä 
größern Winkel A — compl. 3 B + % gefund. Unterfchied 
Eleinern Winkel C = compl. 4 B — gefund. Unterfchied. 
Zuf.3. BE—AB:BC+ AB=tg4B:cotg$4 (A—C) (371,3. 1) 


alfo cotg ı (A — C) -75 . tang } B 
AB 
14 ãẽ 
BG 


Anmerfung 3. Man braudt aljo, um die Winkel au finden, nicht die Seiten 
ſelbſt zu Fennenz es ift genug, daß man ihr Verhältniß kenne. 


Zuſ. 4. Setzt man in Zuſ. 3 nn — tang a, fo hat man 
1 4 A — = EEE yB 
— tg (450-0). 1g 4 B (378, 5.64) 
395. Lehrfag. In jedem ungleichfeitigen Dreiecke verhält fich 
die größte Seite (AC Fig. 181) zur Summe der beiden übrigen 
(BC + AB), wie der Unterfchied eben diefer beiden (BC — AB) zum 
Unterfchied der beiden Segmente (EC — AE), in welche die größte 
Seite durch ihr Hoͤhenperpendikel getheilt wird. 
Bew. 1. Aus 87 3.2 auf die Drr. ABE und CBE angewandt, 
verbunden mit 81. 
Dew. 2. Aus Fig. 181. 
Zuf. Aus unferem Sape 
AC: BC+ AB=BC — AB: EC — AE 
ergiebt fih, daß wenn AC, BC, AB gegeben find, auch EC — AE 
gefunden werden kann, alfo auch, durch Huͤlfsſatz 391 Anmerk. 3, die 
Segmente EC und AE feldft, da man auch ihre Summe d. i. AC kennt. 
Sind nun AE und EC beftimmt, fo findet man durch ©. 390 in 
den rechtwinteligen Dreiecken ABE und CBE die Winfel A und C, 
daraus Winkel ABE und CBE, und aus ihnen B. Man kann alfo, 
wie man hieraus fieht, durch Verbindung unferes Satzes mit ©. 390 
die Winkel eines Dreiecks finden, deffen Seiten bekannt find. 
Anmerkung. Aus denfelben Gründen, die wir in Anmerkung 1 zum vorigen Satze 
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angegeben haben, läßt fi unfer Sag nicht auf diejenigen gleichſchenkeligen Dreiede an- 
wenden, in denen die Grundlinie die größte Seite ift, und eben fo wenig auf gleidhfeiz 
tige Dreiecke; aber bei legtern bedarf es audy Feiner Bertimmung der Winkel (51, 3.3), 
und bei erjtern, wo der Minfel an der Spige immer durd die Senkrechte auf die 
Grundlinie, jo wie diefe felbft, halbirt wird, Fann man durd Auflöfung eines einzigen 
rechtwinkeligen Dreiecks die Größe aller Winfel beftimmen ; denn 
B:4AC=r:cosA=r:sin}B. 

396. Lehrfag. In jedem Dreiecke verhält fid) der Radius zum 
Coſinus eines der Winkel, wie das doppelte Rechteck aus den diefen 
Winkel einfchließenden Seiten zum Ueberſchuß der Summe der Qua: 
drate eben diefer beiden Seiten über das Quadrat der dritten Seite, 
alfo (Fig. 66) 

r:cos ®ß.BCA = 2AC.BC: BC + AC — AB. 
L. G. Tr. 45. 
Dew. Fällt man die Senkrechte BD, fo ift (90) 
—: _— —ı 
BA—=BC+HCATF2RAC.cD. 
Aber in dem rechtwinkeligen Dreiecke BCD ift 
BC: CD=r: cos BC), 
alſo, rer — 1, CD=BC. cos BCD. 

Ferner ift cosBCD — + cos BCA je nachdem BCA ein fpiger 
oder ftumpfer Winkel ift, (347, 3. ) 

—4 — 2 — 
alſo Ba — Be + CATF2AC. (+ BC) cos W. BCA 
daher in allen Faͤllen 

— 2 — 9 ——? 
BA = BC + CA — QAC. BC. cos C, woraus unfer 
Satz fofort fich ergiebt. | 
Anmerfung 1. Diefer Sas, der ib ganz auf unfern frühen Say 90 fügt, 
Fann als die gefammte Trigonometrie in fi faſſend betradhtet werden. 

Zuf. 1. DBezeichnet man der Kürze halber die drei Seiten eines 
Dreiecks mit a, b, c, und ihre Gegenwinkel der Reihe nach mit A, 
B, C, fo giebt unfer Sag unmittelbar 





. oA —— 87 
a2 4 c? — b2 

2. cos = — 
42 + b2 — c2 

3. cos C 


Anmerkung 2. Es find dieſe drei Formeln, auf welche z. B. Puiſſant Alles 
en Berg er über Trigonometrie beibringt in feinem vortreffliden Werfe: Traite de 
codesie, 
Anmerkung 3. Iſt A = 90°, fo ift cos A —= 0, alfo a? — b? + c? 
und man erhält alfo den puthagoräifchen Lehrſatz. 
Sept man dieſen Werth für a? aus Rro. 1 unſeres Zuſatzes in die beiden andern 
Formeln, fo erhält man 


cos B= sin C = 


v'nmio 


und sin B=ot0--, 


alſo 1:sinB=a:b etc. was unfern S. 390 giebt; ferner 5 





in B 
— ta R 
cos B "8 


Ben 
a d.i.1:tg8B= c:b was unfern ©, 391 giebt. 


Bon den ſchiefwinkeligen Dreieden. 299 
aV 2a2b?2+2a?c? 2b? 02 — a? — bt — c# 





Zuf.2. sin ag 
sin? A—— 1 — cos? A 
b?2 + c2 — a2, 2 
im ( 2 be — 
4 22 b2 c? — a2 (b? + c2 — a2)? 
* 4 a? b2 c2 
2 22 — 2 __ „212 
ie Ze ı veRe BR FETTE a2)? 
2 abe 
_aV 206° 28 cd FB 3 — at — bt —ch 
2 abe 


Anmerkung 4. Man vergleiche damit die Ausdrücke in 399, 3., und 400, Anm. 
Anmerfung 5. Seht man der Kürze halber für den unter dem Wurzelzeichen in 
uf. 2 ftehenden, aus lauter befannten Größen gebildeten Ausdrud, das cinfahe Sym— 
bol D, fo erhält man 
i avD 
sin A = — und auf äbnlibe Weiſe 
b.VYD 
2 abc 
c.VYD 
2 abe 
woraus fofort fi ergiebt a:b:c=sinA:sinB: sin C d, h. unfer obiger 


a 


sin B 


sinC = 


Anmerkung 6. Xus dem Sage sin A : sin B= a: b fann man nun wieder, 

wie wir ſchon früber angedeutet haben, durch bloße Umformung des Ausdruds berleiten : 

tg3(A+B) — d. h. unſern frühern S. 394, und man 

tg4(A—B) a— b 4 

ficht daher, wie alle Hauptfäge ber Trigonometrie aus unſerm in Rede ſtehenden Satze 
durch bloße Rechnung hergeleitet werden können. 


Zuſ. 3. sin A= — — —— — 





Bew. sin 4 A — — (378, Fig. %) 
2 be — b? — c? + a? 
— Abe 
a2 — (b — c)2 
* 4 be 
0 
4be — (81) 

i — b b— 
alfo in} A= v[ezttaet c) 1 


. Anmerkung 7. Diefer Sap bietet, mie man ficht, aud einen Weg dar, dic 
Winkel eines Dreicd3 aus feinen Seiten zu finden. 


Zuſ. 1. cnyA=y [tt + erbte 
Dew. Wird aus 
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euer — 
auf aͤhnliche Weiſe, wie der des vorigen Zuſatzes hergeleitet. 

Anmerkung 8. Sind alle die drei Seiten eines Dreiecks gegeben, ſo läßt ſich un— 
mittelbar der Coſinus für die Hälfte eines jeden feiner Winkel finden, 

Anmerkung 9. Die in den Zufägen 3 und 4 gegebenen Auflöfungen gewähren 
den Bortheil, daß, weil 3 A unter allen Umftänden < 90° fein muß, man ftetö un- 
mittelbar den Winfel nimmt, der in den Tafeln neben dem gefundenen Werthe des Si: 
nus oder Gofinus fteht, alfo einer Unterfuhung der Frage, ob nicht vielleicht das Sup- 
plement zu nehmen fei, ganz überhoben ijt. 

Zuſ. 5. a= Vl(b— c)2? +4 be sin? LA 

Bew, a? = b? + c?2 — 2% be cos A 

— b2? + c2 — 2be (1—2 sin? 4 A) (378, $. 11) 
= (b— c)? + 4 be sin? EA etc. 

Anmerfung 10. Man kann alfo in einem Dreiecke, von welchem zwei Seiten und 
der eingefhloffene Winkel gegeben find, die dritte Seite finden, ohne einen der beiden 
andern Winfel vorher zu beftimmen. 

397. Lehrſatz. In jedem Dreiecke (BCA Fig. 66) verhäft fich 
das Rechteck aus einer Seite (BC) und dem Sinus eines der anliegen: 
den Winkel (BED) zu dem Unterfchiede der Rechtecke aus eben diefer 
Seite und dem Cofinus eben diefes Winkels und aus der andern (AC) 
gleichfalls an dem genannten Winkel anliegenden Seite und dem Ra: 
dius, wie die Tangente des der erftern Seite gegenüberliegenden Win: 
fels zum Radius, alfo (für r = 1) 

a.snC:b—a.cosC=tan A: 1. 


Bew. Es fei BD L AC; alsdann ift: 
i — BD 
| ang = AD 
und in A BCD ift BD 
CD 


=a.snC und . 
= a.cos ®W.BCD —= + a. cos W. BCA 


— + a.cosC, 
a.sin C ae 
alfo tang Am ACH (Fa. cos 6)’ alfo in jedem Falle 


a.sın C 
b—acoC 
woraus unfer Saß leicht folgt. 


Anmerkung 1. Obgleich die Lage der Senkrechten BD ganz verſchieden ift, je nach⸗ 


dem der Winfel C fpis oder ftumpf ift, fo wird dod in beiden Fällen der Werth von 
AD auf gleihe Weile durd a — b. cos © vargeftellt. 


Anmerkung 2. Iſt der Winkel C ein fpiger, fo Fann der geſuchte Winkel A gleich⸗ 
falls ein ſpiher, oder ein rechter, oder ein ftumpfer fein. -Das erſte findet Statt, fo 
lange a. cos GC <Z b, denn dann ift tang A pofitiv; das zweite, wenn a. cos C— b, 
denn dann wird der Nenner des Bruches, der den Werth von tang A darſtellt, Null, 
alfo fein Werth unendlich groß; das legte endlich, wenn a. cos C > b, wo tang A 
negativ und daher A > 90° wird. 

398. Regeln 
zur Auflöfung der vier Fälle, welche bei fchiefwinteligen 
Dreiecken vorkommen können. 
J. Erfter Fall. Fig. 180. j 
Gegeben: Zwei Winkel, A, und C, und die Seite b. 


tang A= 
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Geſucht: 1) der dritte Winkel B 
2) die beiden andern Seiten, a, c. 
Auflöfung : 
1. Sefuchter Winkel = Suppl. Summe der gegebenen Winkel 
sin Gegenwinfel . gegebene Seite 


2. gefuchte Seite — sin Gegenw. der gegebenen Seite 393). 
II. Zweiter Fall, 


Gegeben: Zwei Seiten und ein "Gegenwintel. 
Gefuht: 1) der andere Gegenwintel 
2) der eingefchloffene Winkel 
3) die dritte Seite. 


Auflöfung. = 
i __ Gegenfeitex< sin. gegeb. Winf. 
1. sın. des andern Gegenw. — Gegenfeite des gegeb. Wint. (393) 


Anmerkung. Da der Sinus eines Winkels zugleich auch Sinus von deſſen Sup— 
plement iſt, fo findet bier die Zweideutigkeit Statt, von der wir oben 389, Anm. 2 
gefproden haben. Diefelbe verfchwindet jedoch in zwei Fällen, einmal, wenn diejenige 
von den beiden gegebenen Seiten die größere ift, deren Gegenwinfel gegeben ; denn als— 
dann kann der andere Gegenwinfel nur fpis fein; und zweitens, wenn die Gegenfeite 
des geſuchten Winfels größer als die des gegebenen, und der gefundene fpige Winkel 
Pleiner alö der gegebene; denn dann muß jener Winkel größer fein als diefer, und 
man muß eben darum fein Supplement nehmen, 

2. Dritter Ceingefchloffener) Winkel — suppl. Summe der beiden 
übrigen. 
sin Gegenwinfel >< gegebene Seite 
sin Gegenwinfel der gegebenen Seite 
(393 und Nro. 1). 
II. Dritter Fall. 
Gegeben: Zwei Seiten und der eingefchloffene Wintel. 
Gefucht: 1) die beiden andern Winkel 
2) die dritte Seite. 
Erfte Auflöfung. 
1. tang 4 Unterfchied der gefuchten Winkel 
Unterſch. der gegeb. Seiten 
— Summe der gegeb. Seiten 


Srößerer Winfel— compl. 4 gegeb.W. + } gefund. Unterfch. 
Kleinerer Winkel compl. 4 gegeb. W. — 4 gefund. Unterfch.} 394,3.1. 


2. Sind die Winkel gefunden, fo fucht man die dritte Seite nach 
all I. 


3. Dritte Seite — 





. cotg $ gegebener Winfel. 


Zweite Auflöfung. Man fuche in den Tafeln den Winfel (a) 
deflen Tangente gleich ift dem Quotienten, den man erhält, wenn man 
die Kleinere der gegebenen Seiten (AB Fig. 180) durch die größere (BC) 
dividirt, dann ift: 
cotg 3 Unterfch. der gef. W.— tg} gegeb. W. tang (45° + a) (394, 3.4). 

Cagnoli $. 230. 

Anmerkung. Diefe Auflöfung ift von großem Nugen in der Aftronomie, und Ichrt 
zugleih, daß man zur Bertimmung der Winkel nicht die eigentlihe Größe ihrer Gegen- 
feiten, fondern nur ihr gegenfeitiges Berhältniß zu Fennen braucht. 


302 Keunted Bud, Zweiter Abfchnitt, 


Dritte Auflöfung. 
_ Begenfeite x sin..gegeb. Wink. 


ans. geſucht. W. — eitegegeb.Beite- Gegenf. cos. gegeb. WM. 97). 
Anmerkung. Diefe Auflöfung dient blos zur Beſtimmung der Größe der Winkel, 
Vierte Auflöfung. Man nehme den Winkel d fo, daß 

2 sın. 4 gegeb. Wink, — ae 

Ünterfch. gegeb. Seiten” Product gegeb. Seiten, 








tang d= 
alsdann ift: 
Geſuchte Seite = 


Cagnoli 227, 228. - 
Beweis. Nah 396, 3. 5, ift 
4 be sin? 3 


a? —=(b—c)?-+4bc sin? A=(b— c)? A: G-g9° 
2sn A. vb. 


Unterſchied gegeb. Seiten 


cos d 





alfo, wenn tang d = — 
In 
b — 
„= — (378, F. 85 und 84). 


Anmerkung. Durch diefe Auflöfung findet man die gefuchte Seite ohne vorder die 
Winkel beftimmt zu haben. 
IV. Bierter Fall. 
Gegeben: Die drei Seiten 
Sefuht: Die drei Winkel. 

Erfte Auflöfung. Man fälle auf die größte Seite aus ihrer Ge— 
genecke eine Senkrechte, die nach 39 ſtets innerhalb des Dreiecks fallen 
und demnach die Seite in zwei Stücke theilen muß. 

— Summed. and. Seiten x Unterfch. „„.- 
1. Unterich. De Gehe Seite, (395 Ir 
Größeres Stuͤck — 3 größte Seite + 4 Unterfch. der Stuͤcke 
Kleineres Stuͤck — 4 größte Seite — N 4 Unterfch. der Stücke. 
anlieg. Stie> radius 
angrängende Seite 390, 3.1). 
3. Größter Winfel = suppl. Summe der beiden andern. 

Zweite Auflöfung. Die Winkel ohne Huͤlfe der Senkrechten zu 
finden. 


1. c4W.—=Yy | 


2. cos, eines der beiden klein. W. — 





3 Summe der Seiten . (4 Summe — Gegenfeite.) 

Product der ste Seiten 

(396, 3. 4). 

3 Summe - eine angraͤnz. S.) (3 © - and. angr. ©. eu) 
Product der anliegenden. Seiten. 

(396, 3. 3). 


Anmerkung. Dieſe Auflöſung kann in vielen Fällen ſehr zu Statten kommen und 
iſt ganz ähnlich der, welche man in dem entſprechenden Fall der ſphäriſchen Trigonome— 
trie gebraucht. 

I. G. Tr. 57. 


2. sn I W. — — 
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39. Lehrfag. Der Flähenraum eines Dreiecks wird darge: 
ftellt durch das halbe Product zweier Seiten und des Sinus des von 
ihnen eingefchloffenen Winkels. 

Deweis. Nah ©. 203 wird der Flächenraum des Dreiecks ABC 
(Fig. 66) ausgedruͤckt durch 4 AB . CO). 
WercJ:b=sinA:r, alfo 








b.c.sn A besin A 
A ABC = I, = — — far r=1. 
Zuf. 1. Daher ift 
2 A ABC 


b.e 
Anmerkung I. Bergleiht man diefen Zujag mit 396, 3.2 fo ſieht man, daf 
AABC=!y as bet 2a ct 2 be cr — at — — 
Die Nichtigkeit diefes Sages wird fih au noch aus 400, Anm, ergeben, 
Anmerkung 2. Mit Berüdfitigung deffen, was wir oben 353, Anm. gefagt 
baben, überzeugt man fih, daß (Fig. 122) 
H.sin W. LCH r? ., sin ®. LCH 


LC.CH. 
De Fa re 
ER 2 2 


Sept man nun W. LCH — —— wo x den halben Umkreis für den Halbmeſſer als 


Einheit bezeichnet, pt ALCH—=}r. sin —, daher 
Abſchnitt LKH — Ausſchnitt LEBK — A LCH 
B.r 


= — — 0. , sn — 


2 2 
wo B den zugehörigen Bogen bezeichnet. Für denfelben Fann man fegen — - und 
erhält dadurch: 
Zuſ. 2. Fuͤr den Abſchnitt, deſſen zugehoͤriger Bogen —, den 





TT 
a 





Ausdrud : [> 


. 7 
— 5ın — 
m. 


2 
Anmerkung 3. Für m=|, wird sin — — 0, und der Abſchnitt alſo In * 


dem Halbfreis. Wenn m = 2, jo erhält man den Werth für den dem Quadranten 
zugehörigen Abſchnitt, nämlich : 


zz r? r? 


— - 


4 2° 
400. Lehrfag. Der Slähenraum eines Dreiecks (ABC Fig. 66) 
wird dargeftellt durch die Duadratwurzel aus dem Producte, welches 
man erhält, wenn man die halbe Summe feiner drei Seiten mit dem 
halben Ueberfchuffe der Summe je zweier über die dritte multiplieirt. 
Vorbereitung. Fälle die Senkrechte BD, bezeichne fie durch y 
und CD durch x; den Umfang des Dreiecks aber durch p, ſetze alfo 
p=a -+- b — c. 
Bew. 1) a? = y? + x? 
yet — a) 
3) ar — ce — x? — (b — x”? =2bx — 12 
a? + b? — c2 
eg 
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5) y? =a?— x?=—=(a+x) (a—x) 











2b Ib 

_ [a+b)?—e2]. [e®—(a—b)®] 

ne (re m 
alſo 6) y = —* —I ————— 

—29—-2—29 

1 
= 3 Ar). Gr) (re 
yy =; YHür-adr-W)Ar-IJ 
und daraus, weil A ABC — — 


2 


9) AABOCSVI p:4p—a) (P—b) (4 pP — e). 
Anmerkung |. Bezeichnet man den Inhalt unfered Dreieds der Kürze halber 

mit A, fo erhält man aus Niro. 7 : 
bh? v2? b 2 
-( >) =A’=3p4dp— adp—bGP— od; ale 


ı3PGp-:A=A:G4dp—- DD Adpr—-dMb. 
zuf. 1. Jedes Dreieck ift die mittlere Proportionalfläche zwi: 
fchen den beiden Rechtecken, von denen das eine aus dem halben Um: 
fange und aus feinem Weberfchuffe über eine der Seiten, das andere 
aus den Ueberſchuͤſſen eben diefes halben Umfanges über die beiden an: 
dern Seiten gebildet wird. 
Anmerfung 2. Subjtituirt man in unferm Hauptfage für p feinen Werth, 
at+b-+ c, und führt die angedeuteten Multiplicationen aus, fo erhält man: 


ER TI IE ME FINDET EI 2 





4 
vergleiht man damit 396, 3. 2, fo erhält man: 
; 2A 
sin A = — 
wie wir ſchon früher 399, 3. 1 gefunden hatten, Man ſieht auch bier wiederum, wie 
man oft auf ganz verfeiedenen Wegen zu Refultaten gelangen Fann, die vollfommen 
mit einander übereinftimmen, wie verſchieden fie aud beim erjten Anblid zu fein ſchei— 
nen. Mit den in diefem und dem vorigen Zehrfage gefundenen Ausdrüden für den In— 
balt eines Dreiecks vergleihe man 272, 3, 2, und 273, 3. 1 nebſt Anm, 
Anmerfung 3. Der für unfern Hauptfag gegebene Beweis ift, bei aller Ges 
nauigfeit und Strenge, dod nit im Geifte der Methode der Altenz wohl aber gilt dieß 
von dem Beweife, den Castillon in den Mem. de I’ Acad. de Berlin 1766 mitge: 
theilt bat, und den wir wegen diefes feines Vorzuges bier beifügen: 
Borbereitung. Es fei BCA (Zig. 183) das in Nede ftchende Dreieck; 
1) man verlängere CA über beide Endpuncte hinaus 
2) befeyreibe aus C mit CB ald Radius den Kreis GBH, und 
3) eben fo aus A mit AB den Kreis DBE 
4) ziehe BG, BD, BH, BE, und 
5) BF | AC, 
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Alsdenn ift 
VCE=-CCHAHFAE=- RB FA + Bea tb Fc=p 
9)CD=AB— AC=c—b 
9) GE-DU=GD--HE=GC— CD HE=CH--HE—CD=CE—CD — 

CALAE—-CD=CA+AD— OD=CA+CA—=2Ch- 2b 
1) DH=GE—2CA=a+b+c— ?2b=p— 2b 
IM) HE=GE— GH=GE— 266C=GE— ?2BC=p—2a 
1) DG=GE—-DE=GE— ?AB=p—2c 


Beweis. BF = DF.FE= GGF. FH (259), oder 
13) DEF : BF= BF: FE, und 
14) EF : GF= FH: DF, 
15) EF+GF: FH -DF = GF:DF, d. in 
16) EG : DH = GF: DF 
17) EF— FH: GF— FD=EF:GF Wi 
18) EH : GD—= EF : GF 
EG — DH: GF— DF= DH: DF vi. 
19) 2CA: DH = GD: DF alio 
2Ca.DF=-GD.DA 
EG — DH : EG = GEF — DF: GGF 
20) 2CA:EG=6GD:GF = EH: EF (18) 
2CA.EF =EG. EH 


21) CA. EF:CA.BF=EF:BF= BF: FD (13) 
— CA.BF:CA.FD 


an) BO EB ca. nr ca. pp; CD DE 

EG. EH CA. BF CA . BF GD.DH j 

— — — — — — — _— td, J. 

EG» G r : G CA) (EG- 
ed CE IN ren m — 2AB) 


woraus unfer Say ſich von felbft ergiebt. 
Zuf. 2. Befchreibt man ſowohl um als in ein Dreieck (Fig. 182) 
einen Kreis, fo läßt fich der Halbmeſſer (R) des erftern und der (r) 
des leßtern leicht beftimmen. 
Deweis. Nach 273, 3. 1, ift 


ABO ee — BG alſo 
.b.e 
— a E 
AA 
abe 


Ferner nah 272, 3. 3 iſt 


A= ++). alfo 





ee ER 
ach 22T, 
_2Y3vr:-dr- Gr —-bBP— eo 


Y»? 


v. Swinden Geometrie. 20 


306 Neuntes Bud. Dritter Abſchnitt. 
— —26 — 
=ıy[ eZ23 2 — 
— —— 2 a) v — 2b) p—2. LE 


401. Lehrfas. In jedem "Dreiede verhält fih der Sinus ei- 
nes feiner Winkel zur Summe der Sinuffe von allen drei Winkeln 
wie die Segenfeite jenes erftern Winkels zum Umfange des Dreiecks, 

Bew. sm A:sinB:sinC=a:b:c 

sinA:snA+tsnB=a:a-b 
snCG:snA-t sinB=c:a-tb 
snC:snA+snB+ snC=c 


Dritter Abſchnitt. 


Von der Auflöfung der Dreiecke in befondern Fällen, wenn 
nämlich nur zwei Seiten oder Winkel und außerdem 
Summe oder Unterfchied zweier Winkel oder 
Seiten gegeben ift. 





402. Wenn zwei Seiten und der Unterfchied ihrer Gegenwins 
kel gegeben find, das Dreieck aufzulöfen. 

Cagnoli $. 237. 

Auflöfung. m 

a — colg Igegeb. Unterfch. . Unterfch. gegeb. Seiten 
tang àeingeſchloſſ. W. Summe der gegebenen Seiten 
woraus die übrigen Stücke leicht zu beftimmen find. 

-Beweis. Aus 394, 3. 3. 


403. Ein Dreieck aufsntöfen , deſſen Winkel nebſt Summe oder 


Unterſchied zweier Seiten gegeben ſind. 
Cagnoli $. 238. 


Auflöfung. 
1. Unterfch. d. gegeb. Seiten — Summebd. geg. ©... tang Z eingefhl. W. 


— — 





— — —— 


cotg — der beiden andern Wink. 


„Unterſch. geg.©. . cotg L eingefchl. W. 
2. Summe der gegeb. Seiten tang 4 Unterfch. der andern Winkel 

Beweis. Aus 394, 3. 3. 

Zuf. 1. Iſt das Dreieck (ABC) rechtwintelig 5. B. in A, und 
man fennt einen der fpißen Winkel — alfo alle Winkel — und aufer: 
dem Summe oder Unterfchied von Hypotenuſe und einer Cathete, 
fo ift: A—C=%0° — C=B, alfo 

g3(A—CO=14B 
cotg > (A— C) = cotg 4 B, 
man erhält alfo dann: 
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a c)tg B 
a—c= | = ato)mgyB 
a — c) cot B 
atc= a =u-0 cotg? 4 B. 
Beziehungen, die wir fehon früher (390, 3. 4) auf anderm Wege ge: 
funden hatten. Durch ihre Hülfe kann man, wenn Summe oder Un: 
fchied von Hypotenuſe und Cathete gegeben, diefe Seiten felbft finden; 
und daraus die andere Kathete b. 
Anmerfung. Diefe zweite Gathete könnte man auch unmittelbar fo beftimmen: 
Für A = 90°; — ſich unſer obiger Say 390, 3. 4 in folgenden: 
a — 





tg B= — — — , alſo 
bittjB- I... 
a —c6c 2— a4 __ 1 c FE 
er ar . (a re re 0) 
= (a — c)? 

a —c 

und auf ähnlichem — findet man, daß 
a 


Cagnoli $. 218. 

Zuf. 2. Iſt das Dreieck nicht in A fondern in B rechtwinfelig, 
und man fennt, außer den Winkeln, Summe oder Unterfchied beider 
Catheten, foift 4 B = 45°, alfo lang 3 B = radius = 1, fer: 


ne A 90° — C, af A— C = 900 — 2C, und darum 
3 (A — C) = 45° T C, woraus man die Auflöfungen erhält: 
a C 
ame ot (45° — C) 


a — cC 
ee 

Cagnoli $. 219. 

404. Ein Dreieck aufzulöfen, von welchem ein Winkel, feine 
Gegenfeite, und die Summe oder der Unterfchied der beiden andern 
gegeben ift. 

Auflöfung. r 2 — 
Unterſch. Seit. „cos 3 gegeb. Wink. 
sin J Unterfch. gefucht. Wink. — gegeb. Seite 
Summe d. Seit... sin % gegeb. Wink. 


cos 3 Unterfch. gefucht. Wint. — gegeb. Seite. 


Cagnoli $. 219. 
Bew. a:b:c=sinA:sin B: sin C 
a—b:c=sin A — sin B: sin C 
— 2sin4 (A—B)cos4 (A-+-B):2sin$C.cos}C 
u ) A Su um 95) 
— sin (A—B)sinC:sinC.cos$C 
= siny(A—B):co#4C, . 
20 * 
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— b C 
alfo sin L(A—B) = — ——— 
Und auf aͤhnliche Weiſe erhält man: 
atb:c= sin A + sin B: sin C 
— 2%sin 4(A-+B) cos (A—B):2sin 4Ccos}C 
= cos 3(A—B) :sn}C 


GC 
Zuf. Wäre der gegebene Winkel C — 90°, fo hätte man 
sin C=cs}C=sn 450 —=1y? = —; (fürr=1); 


ferne A— 90° —B, alſo A— B=90°—2B, und (A—B)= 
450 — B, alfo cos. 4 (A — B) = sin. compl. (45° — B) 
== sin (150 — 45° + B) 
— sin (45° + B) 
Sind’ alfo in einem rechtwinkeligen Dreiecke Hypotenuſe (c) und 
Summe (a — b) oder Unterfhied (a — b) der Catheten gegeben, fo 
hat man: 


* 1 ar 
alfo cos (A—B) — Be DEE 123 


ec:a—b=1: sin (45° — B) . V2 
c:a+t+b=1: sin (45° 4 B) . VA2. 

405. Ein Dreieck aufzuloͤſen, wenn gegeben ſind: ein Winkel 
(C), eine der anliegenden Seiten (b), und die Summe der beiden 
andern (a — c). | 

“ang cotg 4 des an * gegeb. S. angraͤnz. Winkels — 

gegeb. Summe gegeb. Seite 

gegeb. Summe — gegeb. Seite ig Jgegeb. Winkel. 

Cagnoli $. 240. 

Vorbereitung. Es fei (Fig. 180) BE= AB=—=c, alſo CE— 
CB--AB=a- e; daher auch W.CAE — CEA —= CAE — 
EAB = CAB = A, gegeben, daher nach der erften Auflöfung des 
dritten Falles in 398, — 


N _ Are — at) —b 1 
tang 3 (CAE nn. Eye cotg 4} C 
| (a c) b 
ıiA— 1) 77 
oder a So rer e  h 
406. Ein Dreieck aufzulöfen, wenn gegeben find: ein Winter 
(C), eine der angränzenden Seiten (b) und der Unterfchied (a — c) 
der beiden andern. 

Auflöfung: tang 4 Winkel, der an die gegebene Seite grängt — 
gegeb. Seite — gegeb. Unterfchied 
gegeb. Seite — gegeb. Unterfchied 

Cagnoli $. 241. 

Vorber. Es fei (Fig. 180) BD—=BA, alſo 1)CD—= CB — 

BA — a — e, und  W.DAB —= ADB, 3) W.CDA — CAD 
— 180° — ADB — CAD = 180° — (DAB + CAD) = 180° 
— CAB, alfo 3 (CDA — CAD) = 90% — 3 CAB compl. 
LCAB. 


. tang % gegebener Winter. 
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Beweis. Für Dreief CAD ift nun mach der erften Auflöfung 
des dritten Falles in 398 
tg 4 (CDA — CAD) = colg CAB 








PR Sn. 
— c053 7 Ca + CD 
CA — (CB — AB) 
— «1 —— — — — 
= ceolg CC. ca F (CB — AB) 
; b — 
folglich tg 3— =, = .tg%tC. 


407. Wenn die Winkel eines Dreiecks und eine der Seiten 
gegeben find, die Stücke der leßtern zu beftimmen, welche durch 


das zu ihr gehörige Höhenperpendikel gebitdet werden. 
Cagnoli $. 243- 
Auflöfung. 


Unterfch. 
oder (der Städe = gegeb. Seite. sin. unterſch. der anlieg. Wink. 
Summe sin . Gegenwintel. 
Vorbereitung. Theile (Fig. 181°) CA in zwei gleiche Theile 
in E; ziehe die Senkrechten EF und BD, und endlich CF, fo iſt 
CF — AF, und daher W. BCF = BCA — BAG=C—A. 
Yeweis. sin FCB : sin CBF = BF: FC 
sin (C — A): sin B BF: FA = DE:EA 
»bEDC:}b 
b + 2DC:b 
AD + DC : b 


— — — — 


Wi 


b.sin(C — A) 
sn BD 

Anmerkung 1. Das obere Vorzeichen gilt, wenn beide Winkel an der gegebenen 
Seite fpig, das untere, wenn einer derfelben ftumpf. 

Zuf. 1. Iſt der Gegenwinfel der gegebenen Seite ein Rechter, 
jo wird der Unterfchied der Hypotenuſenſtuͤcke gleich dem Product aus 
der Kppotenufe und dem Sinus des Unterfchiedes ihrer anliegenden 
Winkel; alfo 

Al 


alſo ADFIC= 


— cD=b.sn(C — A) . 
Aber, a c + A=R°, fe it C—A=90° —2 A—compl.?A, 


afo DA — DC —=b.cos?A. 
Nun it DA—= $(AC+DA — DO)=}(b+b cos A) 
—ıb(1 + cos? A) 
und DC 1 (AC—DA+DCO= 3 b(1 — cos,2 A) 


alfo DA : DC b(1 + eos 2A): 2b CI — cos 2 A) 
cos? A : sin? A (378, Fig. 96 und 113) 


1 : tang? A. 


Il 


Cagnoli $. 221. | 
Anmerkung 2. Der Fall, wo man die Abſchnitte einer Dreiecksſeite (die auf iht 
durch das zugehörige Höhenperpendikel gebildet werden) beftimmen fol aus den D 
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ſeiten, als den gegebenen Stücken, fällt zuſammen mit der erſten Auflöſung von 
Fall IV in 398. 

408. Wenn zwei Seiten und der von ihnen eingefchloffene Win: 
fel in einem Dreieck gegeben find, die Winkel zu beftimmen, welche 
das aus der Spike des gegebenen Winkels auslaufende Höhenper: 
pendifel mit den beiden gegebenen Seiten bildet. 


Auflöfung. 
Summe ) der ge: i 
lang 34 oder ) furhten — —— 000 — cotg 4 gegeb. Wink. 
Unterfch.) Winkel umme gegeb. Seit. 


Cagnoli $. 245. 
Deweis. Es ift (Fig. 66) 
AB: BC = sin BCA : sin BAC 
— sin BCD : sin BAD 
— cos CBD : cos ABD. 
alfo AB--BC : AB— BC = cos CBD + cos ABD : cos CBD 
— cos ABD 
abe ce+.a __ cos CBD + cos ABD 
— cos CBD — cos ABI) 
__ cotg $ (ABD + CBD) 
— tang 4 (ABD — CBD) (378, Sig. 82) 
alfo, wenn C — 90° 


tang } (ABD — CRD) = ————. cotg 4 B 


c-+a 
und wenn C — 90° 
c+ta — cotg ut (ABD — CBD) 
c—äa tang 4 tang 4 (ABD + CBD) 
und daraus 


N ——— 
ig (ABD + CbD) = — cotg B. 
Zuſ. Iſt B= 90°, fo wird cotg 4 B = 1, alſo 
1 — EN — 
tg } (ABD — CBD) — — 


409. Die Stuͤcke zu finden, in welche die Seite (AB Fig. 67) 
eines Dreiecks (ACB) durch die ihren Gegenwinkel (C) halbirende Ge: 
vade (CH) getheilt wird, wenn man entweder die Winkel des Dreiecks 
und die getheilte Seite, oder alle Seiten kennt. 

Auflöfung. \ = 
tang Unterſch. anlieg. Wink. 
1. Hate. . Sie = re; tang } Summe diefer beiden W.' 


Unterſch. der beid. and. Seiten 
2. Unter BE euren un,n ; 
9 — Summe diefer beiden Seiten” getheilte Seite 
Cagnoli $. 244. 


. getheilte Seite 
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Bew. BH : CH=sin BCH: sin B 
CH : AH = sin A.: sin ACH 
BH: AH=sinA : sinB 
BH-+AH:BH— AH=sin-A+ sinB’: sin A— sin B 
—tg$(A-FB):1g,(A—B) (378, 3.81) 
=a+tb:a—b (394) 
woraus unfere beiden Auflöfungen fich fofort ergeben. 
Zuf. 1. Iſt das Dreieck in C rechtwintelig, fo ift, weil 
A+B=%°, alfo4(A+-B)=45%, (A—B) = 45° — 
ferner BH= 3 AB-+ 3 (BH— AH)‘ 
AH=1AB— 4 (BH— AH), alfe. 


BH:AN=}AB(1-+ — LAB (1.— Hz) 
—14 — 
tg (A+B) ig 4 (A+B) 


— tg y(A+B) + tg 3 (A—B):tg 3 (A4+-B) — 18 4 (A—B) 
— tg 45° + 1g (45° — B) : tg 450 — ' (45° — B) 
1—1gB %, 1:— 
14 Trees :! ray en, 5. 64) 
=1+tB+1—1iB:1-+1gB—1-+1gB 
= 2: 2uE Ba 1:83, 
Cagnoli $. 222. 

Zuſ. 2. Iſt das Dreieck gleichfchentelig, namentlih AC = BC 
fo it BE — AH — 0, oder AH=BH was man fon aus frühern 
Sägen (51) wußte. 

410. Wenn von einem Dreieck zwei Seiten und der eingefchlof: 
fene Winkel gegeben find, die Stücke zu. beftimmen, in welche die: 
fer Winkel durch die von feinem Scheitel nach dem Halbirungspuncte 
der Gegenfeite gehende gerade Linie getheilt wird. 

Auflöfung. 


tang 4 Unterfch. der Winkelſtuͤcke — 
Cagnoli $. 246. 
Bew. BC:BH = sin BHC : sin BCH (Fig. 67) 
AH:AC==sin ACH : sin AHC 
a:b =sin ACH : sinBECH- 
a+b:a—b=siu ACH 4 sin BCH : sin ACH — sin BCH 


— tg} G:1g% (ACH — BECH) (378, $. 81) 
woraus die Nichtigkeit unferer Auflöfung hervorleuchtet. — 


Unterfch. d. Seiten 
Summe d. Seiten ' 








tg I geg. W. 
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Vierter Abfhnitt. 


Bemerkungen über einzelne Fälle der practifchen Anwendung 
der Trigonometrie, 


411. Zu practifchen Meffungen werden gute winkelmeffende Sn: 
firumente erfordert, und genaue Mafftäbe, um mittelft derfelben Län- 
gen auf einem gegebenen Terrain beſtimmen zu können — eine Arbeit, 
die, foll ihr nicht erforderliche Genauigkeit abgehen, viel Umficht und 
Aufmerkfamfeit nöthig macht. Doch das Weitere hierüber gehört nicht 
hieher; es follen vielmehr jegt nur noch einige allgemeine Anmerkun— 
gen folgen, über die verfchiedenen Falle, die in der Praxis vorfoms 
men koͤnnen. 

Man mist Höhen, oder Entfernungen, oder ein ganzes Terrain. 

1. Soll man die Höhe BC (Fig. 97%) beftimmen, und man fennt 
oder hat gemeflen den horizontalen (alfo W. BCA — 90°) Abftand 
CA, fo ift nun nichts weiter mehr nöthig als den Winfel BAC zu 
meffen; denn man hat: 

r : tang. BAC = CA: BC, 
welche leßtere alfo dadurch gefunden ift. 

2. Iſt die Entfernung CA unbekannt und vielleicht gar für eine 
Meſſung unzugänglich, fo mißt man zuerft eine Standlinie AE die 
mit BC in derfelben Ebne liegt, darauf die Winkel BEC und BAC, 
kennt alfo auch des letztern Supplement BAE, und darum auch den 
dritten Winkel ABE des Dreieds ABE. Da nun (393) 

sin ABE: sin AEB= AE:AB, fo findet man hieraus AB, und 
endlich mittelft der Proportion 
r:sin BAC=AB: BC 
die gefuchte Höhe BC. 

3. Die Auflöfung fchiefwinkeliger Dreiecke ift bei practifchen Mef: 
fungen ganz unentbehrlich. Der erfte hieher gehörige Fall ift der, wo 
man beitimmen foll, in welcher Entfernung CA oder CB (Fig. 184) 
man ſich von einem unzugänglichen Öegenftande G befindet, wenn man 
von zwei Puncten einer zudiefem Behufe ausdrücklich gemeflenen Stand: 
linie ABaus, die Größe der Winkel beftimmen kann, welche der in Rede 
ftehende Segenftand von diefen Puncten aus gefehen mit der Stand: 
linie bildet; alfo die Winkel CAB und CBA. Denn dadurch ift auch 
W. ACB bekannt, und aus den Proportionen: sin ACB : sin CAB: sin 
CBA = AB:CB: CA findet man die gefuchten Entfernungen CB 
und CA, | 

4. Ein anderer Fall ift, wenn man die gegenfeitige Entfernung 
CD (Fig. 184) zweier unzugänglicher Gegenftände C und D beftimmen 
fol, unter der Vorausfegung, daß man die Winkel kenne, welche fie 
von den Endpuncten A und B einer gemeffenen Standlinie AB aus ge: 
fehen mit derfelben bilden; alfo die Winkel CAB, DAB und CBA, 
DBA. Dadurch kennt man in jedem der beiden Dreiecfe ACB und 
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ADB alle Winfel und eine Seite (AB) kann alfo durch Anwendung 
von ©. 393 fowohl AC und BC als auch AD und BD finden. Syn 
jedem der beiden Dreiecke ACD und BED fennt man daher zwei Sei: 
ten und den eingefchloffenen Winkel, denn W. CAD = CAB — DAB 
und? W. CBD —= DBA — CBA, alfo jeder gleich dem Unterfchiede 
zweier befannten Winfel, man kann alfo das eine oder das andere die: 
fer Dreiecke benußen, um nad) Anleitung von 394, Zuf. 1 die gefuchte, 
Länge von CD zu berechnen. 

5. Wären außer dem einen Gegenftande C noch mehrere vors 
handen z. B. E, Dund F (Fig. 184), fo würde man durch die Mef: 
“ fung aller der Winkel, CAB, EAB, FAB, DAB ꝛc., welche diefe Se: 
genftände, von den beiden Endpuncten der Standlinie aus gefehen, 
mit diefer bilden, von jedem der Dreiedfe ACB, AEB, AFB, ADB 
alle Winkel kennen lernen, alfo aus ihnen und der befannten Seite die 
“ Zänge der Linien AC, AE, AF, AD, BC, BE, BF, BD (393) be: 
rechnen können; dadurch fennte man nun in den Dreiecken ACE, ACH, 
ACD, AEF, AED, AFD zwei Seiten und den eingefchloffenen Wins 
fel, könnte alfo (394, 3. 1) die dritten Seiten derfelben, CE, CF, 
CD, EF, ED, FD beftimmen, hätte alfo die Entfernungen der Ob: 
jecte C, E, F, D nicht nur von den Endpuncten der Standlinie, fon: 
dern auch von einander gefunden. 


6. Man kennt aber dadurch auch noch die Winkel, unter denen 
je zwei der in Rede fehenden Segenftände von jedem der Übrigen aus 
gefehen erfcheinen, denn man fann, wie wir gefehen haben, die Drei: 
ecfe ACE und ACD auflöfen, alfo auch die Winkel ACE und ACD be 
flimmen, kennt mithin auch den Unterfchied derfelben d. i. den Win: 
fel ECD; und auf ähnliche Weife verhält es fich, wie man leicht fieht, 
mit den übrigen hieher gehörigen Winkeln. | 

7. Der oben bei der Auflöfung fchiefwinkeliger Dreiecke unter 
Neo. 4 aufgeführte Fall ift es, der zur Anwendung koͤmmt, wenn man 
aus den bekannten gegenfeitigen Entfernungen mehrerer Gegenftände 
die Winkel beftiimmen foll, unter denen je zwei diefer Objecte, von ei: 
nem der übrigen aus gefehen, erfcheinen. Kennte man z.B. (Fig. 191) 
die gegenfeitigen Entfernungen der Gegenflände A, J und C, fo fäme 
es darauf an, in dem Dreieck AJC, die Winkel AJC, ACJ, und CAJ 
aus den Seiten, als den gegebenen Stücken zu finden; was wir eben - 
oben 398, IV gelehrt haben. | 

8. Hat man einmal eine Standlinie gemeflen, fo bedarf es dann 
nur noch des Meſſens von Winkeln um ein ganzes Land aufzunehmen, 
und eine Charte von ihm zu entwerfen. Um den Slächenraum eines 
folhen Landes oder eines Theiles davon in einem beftimmten Maaße 
auszudrücken, pflegt man fich der bekannten Einheiten: Quadratfuß, 
Duadratruthe, DQuadratmorgen, Duadratmeile zu bedienen. Man 
fügt fich dabei auf das, was im zweiten Buche (118) gelehrt worden, 
und bedient fich der Ausdrücke, welche das vierte Bud) (203, 3. 6) 
an die Hand giebt, 

Hätte man z. B. zur Vermeflung des Stück Landes ABCDE 
(Fig. 186) die Standlinie AB, und die Winkel ABC, BCD, CAB, 


e 
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CAD, DAE und AED gemeffen,, fo könnte man die Länge der Diago: 
nalen AC und AD aus den Dreiecfen ABC, ACD und ADE, in denen 
man eine hinreichende Anzahl beftimmender Stüde kennt, beſtimmen; 
und dann die Döhenperpendifel BF, DG, EH berechnen, welche man 
zur Beftimmung des Inhaltes der drei, die ganze in Rede ftehende 
Fläche ausmachenden, Dreiecke gebraucht. Man würde auf diefe Weife 
als Ausdruck für die zu vermeffende Fläche erhalten: 


AC. (BF + DG)-+ AD. HE 


2 

Aber freilich alle diefe Berechnungen machen die Arbeit umftändlich 
und weitläuftig. Man kann ſich diefelbe dadurch etwas abfürzen, daß 
man durch Anwendung von ©. 399 den Gebrauch der Höhenperpen: 
dikel, deren Berechnung läftig ift, vermeidet. Mach dem genannten 
Satze nämlicd kann der Flächenraum eines Dreiecks ABC ausgedrückt 
werden durch ' 
AB.AC. sin BAG 


2 
und man erhält daher als Ausdruck für die ganze zu vermeflende 
Flaͤche: 

AB.AC.sin BaC AC. AD. sin CAD-- DA. AE. sin DAE 
gen 


9. Bei der Vermeffung eines ganzen Landes oder doch eines gro: 
ern Theiles deffelben würde man fiher Gefahr laufen in grobe Seh: 
fer zu verfallen, wollte man nicht alle VBorfiht anwenden, um das 
Aufhäufen der Fehler, die mit allen Beobachtungen unzertrennlich ver: 
bunden find, zu verhindern. Viel koͤmmt dabei auf die Genauigkeit 
und Güte der Sinftrumente, fo wie auf die Sorgfalt und Gefchicklich: 
feit derer an, die fie gebrauchen. Bei ausgedehnteren Vermeffungen 
darf man es nie unterlaffen, wenigftens bei den wichtigeren Dreiecken, 
alle drei Winkel zu meſſen. Entfernt fih die Summe der fo gefunde: 
nen Werthe diefer Winkel um ein verhältnißmäßig nur Geringes von 
180°, fo verbeffert man die Beobachtungen dadurch, daß man den ge: 
fundenen Gefammtfehler auf alle drei Winkel gleichmäßig vertheilt, 
wenn nicht befondere Gründe vorhanden find, die den Beobachter be: 
fimmen, bei dem einen Winkel eine ftärfere Correction anzubringen, 
als bei dem andern. Mißt man dagegen nur zwei Winkel eines Drei: 
ecks und beftimmt den dritten aus den beiden erftern durch Rechnung, 
fo muß diefer offenbar um die Summe der beiden Fehler, denen die ge: 
meffenen Winkel unterliegen, unrichtig werden, und darf man ſich da— 
her diefe Abkürzung der Arbeit niemals da erlauben, wo größere Ge— 
nauigfeit erreicht werden foll. 


10. Sin den Fällen, wo die gemeffenen Winkel eine folche gegen: 
feitige Lage haben, daß die Schenkel einiger die Seiten eines Vieles 
bilden, innerhalb deflen der gemeinfchaftliche Scheitel (Z Fig. 185) 
der übrigen fällt, kann die Güte der Meffungen geprüft werden durch 
folgenden : 


P7 
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412. Lehrfas. Verbindet man einen beliebigen Punct (Z) in: 
nerhalb eines Vielecks (Fig. 185) mit deſſen Ecken durch gerade Linien, 
fo daß das Vieleck in Dreiecke zerlegt wird, fo 

1) ift die Summe aller derjenigen Dreieckswinkel, die ihren gemein: 
fchaftlihen Scheitel in dem genannten Puncte haben, gleid) 360° ; 
2) find die übrigen Dreieckswinkel immer fo befhaffen, daß das 

Product aus den Sinuffen des erfien, dritten, fünften ıc. gleich 

dem Producte aus den Sinuffen des zweiten, vierten, fechften ꝛc. 

ift; alfo (Sig. 185) sin BAZ. sin CBZ.. sin DCZ . sin EDZ . 

sin AEZ = sin ABZ . sin BCZ . sın CDZ . sin DEZ. sin EAZ, 


Beweis. Erfter Theil leicht. 


Zweiter Theil durch Anwendung ded S. 393 auf die Dreiede 
ABZ, BCZ, CDZ, DEZ, und EAZ. 

Anmerfung 1. Diefes Mittels zur Prüfung der gemeffenen Winkel hat fi unter 
andern der General Krayenhoff bei der von ihm geleiteten Bermeffung Holland’s be« 
dient, wie man aus feinem Werfe: „Précis historique des operations geodesi- 
ques etc,‘ 1814. 4. erſehen Fann. 


Annmerkung 2. Alle diefe Gegenftände Fonnten wir bier nur andeuten; das Aus— 
führlichere darüber gehört in die Schriften über practiſche Geometrie, unter denen fol- 
gende genannt zu werden verdienen: 


I» T. Mayer’ gründliher und ausführlier Unterricht zur practifhen Geometrie; 

Ate Aufl. Göttingen 1816 5 Thle. in 8, 

Th. Bugge’5 Befhreibung der Ausmeffungsmethode, welche bei den Dänifhen geogr. 

Gharten — worden, aus dem Däniſchen überfegt von Aſter. Dresden, 

1787 in 4. 

3. G. 3. Bohnenberger’5 Anleitung zur geographiſchen Ortsbeftimmung; Göttin- 
gen 1795 in &. 

M. Delambre Base du Systeme metrique etc. Paris 1806 — 10. 4 Vol. in 4. 

J. F. Benzenberg volljtändiges Handbud der angewandten Geometrie zc. Düffel- 

dorf 1813 in 8. 

A. S. Montanus Spftematifches Handbud der gefammten Land» und Erd = Mief- 

fung. Berlin 1819 2 Thle in 8. 

Puissant Traite de Geoddsie Qme ed. Paris 1819. 2 Vol. in 4. 
Puissant Trait€ de Topographie, d’ Arpentage et de Nivellement. me edit. 

Paris 1820 in 4. 

11. Hat man bei einer Vermeflung einmal die wichtigften Puncte 
mit hinreichender Genauigkeit beftimmt, fo wird es dann leichter auch 
die Lage anderer mit der erforderlichen Schärfe zu beftimmen. Es find 
hierbei befonders zwei Fälle wichtig und beachtenswerth, die wir da: 
her auch näher erörtern wollen. 





Erfter Fall. 


413. Aufgabe: Wenn man von drei Puncten A, J, C (Fig. 
187, 188, 189, 190, 191, 192) die Entfernungen je zweier von 
einander fennt, und ein vierter Punct B fo gegeben ift, daß man von 
ihm aus, die Winkel meffen kann, unter denen je zivei jener drei ges 
nannten Puncte, von B aus gefehen, erfcheinen, den Abftand diefes 
vierten Punctes von jedem der drei erfteen, alfo die Längen AB, BJ, 
BC zu beftimmen, 

Snellius, Eratosthenes Batavus cap. X. 


n 
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Erläuterung. Die drei erftern Puncte beftimmen das Dreieck 
AJC, deſſen Seiten alfo gegeben find. 

Die Aufgabe wurde zuerft von Snellius aufgeftellt, gelöft und 
angewandt, und hätte daher billig nach ihm follen genannt werden *). 
Später hat man häufigen Gebrauch von ihr gemacht, und dadurch, ihre 
Nüglichkeit und Wichtigkeit immer mehr hervorgehoben. Diele Ma: 
thematifer haben Auflöfungen von ihr gegeben, unter andern, ſchon 
im J. 1671, Collins Philos. Transact. Vol. VI, Nro. 69; fpäter, 
im S. 1755, Boscowich Voyage Astronomique, Liv. UI, $. 17; 
dann im J. 1765. Lambert in feinen Beiträgen zum Gebrauch der 
Math. I, 88. 107 — 117; und in den neueften Zeiten: Delambre in 
feinen beiden Werfen: Methodes analytiques etc. und Base du systeme 
metrique; ferner L’Huilier in feinen Elemens d’ Analyse geon. etc. 
$. 138. Wir wollen von unferer Aufgabe, bei der zwei Fälle zu un: 
terfcheiden find, jenachdem der vierte Punct innerhalb oder außerhalb 
des von den drei erftern beftimmten Dreiecks fällt, drei Auflöfungen 
mittheilen, eine graphifihe, die fchon bei Snellius fich findet, eine tri: 
gonometrifche und eine algebraifche, — 


Graphiſche Auflöfung. 


1. Befchreibe über AJ (Fig. 190 und 191) als Sehne einen Kreis: 
abfchnitt JBA in welchem jeder Winkel fo groß ift als derjenige, unter 
welchem A und J, von B aus gefehen, erfcheinen (Aufgg. V, 5). 

2. Eben fo über CJ als Sehne den Kreisabfehnitt CBJ, in wel: 
chem jeder Winkel die Größe deffen hat, unter welchem C und J von B 
aus gefehen erfcheinen. 

Der Punct (B), von dem aus die Winkelmeffungen gemacht wur: 
den, muß fowohl auf dem einen als auf dem andern unferer beiden 


Kreisbogen liegen, ift alfo der eine ihrer Durcchfchnittspuncte, und 
demnach beftimmt. 


Verzeichnet man alfo das Dreieck AJC aus feinen drei gegebenen 
Seiten, indem man die Längen derfelben auf irgend einen verjüngten 
Maafftab reducirt, und beftimmt dann den Punct nach der fo eben an: 
gegebenen Eonftruction, fo kann man dann mit eben diefem Maafftabe 


Es ift dieß aber nicht gefchehen. Man nennt fie vielmehr gewöhnlich die Pothe— 
not’fche Aufgabe, nach dem Franzofifchen Mathematiker Pothenot, der fich. gegen das 
Ende des ITten Jahrhunderts, alfo weit fpäter als Snelius (deffen Eratosthenes Bata- 
vas erfchien fchon, 1614) mit ihr befchäftigte. P.s hieher gehörige Abhandlung findet 
fich in den Mem. de I’ Acad. de Paris A. 1692. 2 

‚Den von unferm Berfaffer gegebenen literariihen Notizen Eönnen noch folgende bei: 
gefügt werden: Ueber die Gefchichte des Problems verdient nachgelefen au werden, 
was Käftner in den geometrifchen Sammlungen I, ©. 393 ff., und PReiderer in feiner 
ebenen Trigonometrie (Tübingen 1802 in 8) ©. 273 f. beibringen. Eine Aunofung un: 
ferer Aufgabe von Burkhardt finder fich in der Monatlichen Eorrefpondenz IV, ©. 359 f. 
fie ift im wefentlichen die Lambert’fche, aber mit einer nicht unwefentlichen Verein: 

a un [2 - 

Eine bequeme practifche Auflöſung hat Bohnenberger in der von ihm und von v. Linz 

Denon, heraus gegebenen Zeitfchrift für Aftronomie befannt gemacht, im 6ten Bd., 


Eine befondere Schrift über die Aufgabe bat herausgegeben: 3. I. I. Hoffmann; 
das Pothenotiſche Probiem und feine Aufdfung. Mainz 1826. 

Unter der fchr großen Anzahl von Aurdfungen, die es für unfere Aufgabe giebt, ver: 
dient, befonders in Beziehung auf höhere geobatifche Dperationen, vor allen ausge— 
zeichnet au werden, diejenige, welche Gauf im erfien Bande der von Schumacher her: 
ausgegebenen aftronomifchen Nachrichten ©, 81 big 86 mitgerheilt hat. 

Anmerk. des Ueberſ. 
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auch die Entfernungen AB, BJ, BC meffen, und hat fo das Gefuchte 
gefunden mit einer freilich nicht großen, aber doch ſchon ziemlichen 
und in vielen Fällen hinreichenden Genauigkeit. 


Trigonometrifche Auflöfung. 


1. Da in dem Dreieck AJC (Fig. 187) die drei Seiten bekannt 
find, fo berechnet man feine drei Winkel JAC, AJC und JCA nad) 
398, IV. 

2. Man befchreibe um das Dreier! ABC den Kreis BADC, ziehe 
BJ, welche den Umkreis zum zweitenmal in D fchneidet, und DA, DC. 
Alsdann iſt 
3 = en — Dr | alfo beide befannt. 
c) Der Winkel JAD ift gleich der Summe oder dem LUnterfchiede 
der Winfel DAC und JAG; eben fo ift 
d) der Winkel JCD gleich der algebraifchen Summe von DCA und 
JCA, und demnach fowohl der eine als der andere diefer bei: 
den Winkel befannt, 

3. Im Dreiecke ADC kennt man zwei Winkel DAC, DCA, und 
die dazwifchenliegende Seite AG, kann alfo 398, I, die Größe von 
AD und DC durch Rechnung finden, und Eennt mithin 

4. nun fowohl in dem Dr. JAD als in JDG zwei Seiten und den 
eingefchloffenen Winkel, kann alfo Winfel ADJ und Winkel CDJ nach 
398, III, durch Rechnung finden; und kennt daher auch W. AJB und 
BJC (38); dadurdy*endlich 

5. kennt man nun in den Dreiecfen AJB und BJC eine Seite und 
zwei Winfel, nämlih W. AJB; ABJ und AJ in dem einen, fo wie 
W. BIC, CBJ und CJ in dem andern, kann alfo nach 398, I, AB, 
BJ, BC durch Rechnung finden, und hat fo die Aufgabe gelöft. 

Anmerkung, Die Auflöfung ift freilich umſtändlich, da fie verlangt, daß man aufer 
dem Dreick AJIC nod fünf andere auflöfe. Snellius hat auch eine trigonometriſche Auf: 
löfung aus feiner graphiſchen hergeleitet, 


Erfte trigonometrifch : algebraifche Auflöfung. 


Der erfte Punct, wenn man von der rechten Hand zu zählen an: 
fängt, fei C, der zweite J, und der dritte oder der erfte linker Hand A. 
1. Befindet ſich nun der Beobachter außerhalb des Dreiecks AJC 
(Fig. 189), fo ift: 
RT — AJ.sin ABC . sin (JBC £ JAC) 
5 — AT. sinABC. cos IBC-LJAC)— AC.sin ABJ 
1. Iſt dagegen der Beobachter innerhalb des Dreiecks AJC 
(Fig. 192), fo ift: 
ET — AJ.sin ABC. sin (JBC + JAC 
u "TAT. sinABG. cos IBCFJAC) F AC. sin AB). 
Beftimmung. Iſt der Zähler unferes den Werth von tang ACB 
darftellenden Bruches pofitiv, der Nenner aber negativ, alfo tang ACB 
felbft negativ, fo ift ACB > 90%; daher muß man nicht den aus den 


% 
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Tafeln gefundenen Winkel felbft, fondern fein Supplement nehmen. 
Sind dagegen Zähler und Nenner beide entweder pofitiv, oder negativ, 
fo ift tang ACB pofitiv, und ACB < 90°. | 
Anmerkung 1. Man fömmt mit den zu dieſer Auflöfung nöthigen Rechnungen 
fhneller zu Stande als es auf den erften Blick ſcheint; da Zähler und Nenner unferes 
Bruches zum Theil diefelben Größen enthalten, wie AJ, sin ABC, oder Sinus oder 
Gofinus deffelben Winkels (JBC F JAC), die in den Tafeln unmittelbar neben einander 
fteben. Cine Pleine Schwierigkeit, wenigſtens für den nicht geübteren Rechner, ver: 
urſachen die Borzeihen, denen man allerdings befondere Aufmerffamfeit widmen muf. 
Auflöfung des erften Falls, wo der Beobachter fih außerhalb 
des Dreiecks befindet. Fig. 188 und 189. | 


Sm Dreiet ABC if: AB:AC= sin ACB: sin ABC, und 
daher 


sin ACB 
1. AB — AC . sin ABC‘ 
Sm Dreieck ABJ ift: AB: AJ= sin AJB : sin ABJ, daher 
sin AJB sin ACD ! 
2, AB=M. sin ABJ — “sin ABC 


Sn Fig. 189 if nun: W. AJBB = ACB + JBC — JAC, 
aber in Fig. 188 ift: W. AJB = ACB + JBC + JAC, 
alfo allgemein: 
3. W. AJB = ACB + JBC 7 JAC 
wo das obere Vorzeichen gilt, wenn B und J auf entgegengefeßten Sei: 
ten von AC liegen, das untere, wenn fie auf derfelden Seite von AC 
fich befinden. 
Subftituirt man diefen Werth für AJB in die Gleichung Nro. 2, 
fo erhält man: 


4 AJ.. sin (ACB + JBC FE JAC) _ AC sin ACB 
- sin ABJ u “ sin ABC 
oder: 


5. AJ.sin ABC.sin(ACB-+JBCFJAC)=AC. sin ACB . sin ABJ 
Weil nun 
sin (ACB + JBC F JAC) = sin ACB . cos (JIBC F JAC) + 
sin (JBC £ JAC) . cos ACB 
fo verwandelt fich die legte Öleichung in folgende: 


6. AJ.sin ABC. sin ACB . cos (JBC F JAC) + AJ . sin 
ABC . cos ACB . sin (JBC  JAC) = AC . sin ACB. sin ABJ, 
oder 

7. AJ.sin ABC. sin ACB . cos (JBC F£ JAC) — AC. sin 
ACB . sin ABJ = — AJ. sin ABC. cos ACB . sin (JBC 
T JAC) 
folglich ‚ 

— AJ.sin ABC. sin (JBC + JAC) 
3, ang ACB = Ir ART. ———— 
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Iſt auf diefe Weife Winkel ACB gefunden, fo fennt man in dem Dr. 
ACB offenbar drei beftimmende Stuͤcke, außer dem genannten Winkel, 
namlich noch den Winkel ABC durch Beobachtung, und AC als eine 
der nach Borausfeßung befannten Entfernungen, findet alfo dann durch 
Rechnung auch BA, BC, und im Dr. BC) aus BC, CJ und Winkel 
BCJ, welcher der algebraifchen Summe zweier bekannter Winkel gleich 
ift, zuletzt auch BJ. 


Anmerfung 2. Um zu dem Austrud: W. AJB—= ACB IBC 4 JAC zu 
gelangen, hätte e& der befondern Figur (188), die wir angewandt haben, gar nicht bes 
durft. Man hätte vielmehr aus dem Austrud, W. AJB = ACB IBC — JAC, 
den wir aus Fig. 189 entwidelt hatten, unfern vorhin genannten dur die einfadhe Be— 
merfung herleiten Fönnen, daß in dem Falle, wo B und J auf derfelben Seite von AC 
liegen, die Lage des Winfeld JAC die entgegengefegte wird von derjenigen, die er in 
der unferer Betradtung zum Grunde gelegten Figur hat; daß mithin in dem aus diefer 
Figur gewonnenen Ausdrud das VBorzeihen von W. JAC in das entgegengefegte über: 
gehen muß, wenn der Ausdrud für den Fall gelten fol, wo B und J auf derfelben _ 
Seite von AC liegen. 

Anmerfung 3. Es Fann der Fall eintreten, daß W. JAC=JBC (Fig. 189); 
dann ift alfo sin (JBC— JAC) = sin 0=0, alfo der Zähler unferes als Werth für 
tang ACB gefundenen Brudes — 0, Aber aud fein Nenner wird in diefem Falle 
gleich Nut, Denn zuförderft ift: cos (JBC— JAC) = cos 0 = 1, alſo: 

AJ.sin ABC. cos (JBC—JAC) — AC.sinABJ = AJ.sin ABG—AC.,. sinABJ. 
Da aber unter unferer Vorausſetzung ABCJ ein Kreisviered fein muß, fo ift ABC = 
180% — AJC, alfo sin ABC = sin AJC, und sin ABJ = sin ACJ, alſo: 

AJ. sin ABC — AG. sin ABJ = AJ. sn AJC— AC. sin AU = 0, 
unfere obige Zormel wird alfo in diefem Falle: tang ACB = 2 
d. h. der Werth von tang ACB ift unbeftimmt, oder die Größe des Winfeld ACB läßt 
ſich unter diefen Umftänden nicht beftimmen. 

Bu demfelben Nefultate würde aud die graphiſche Auflöfung geführt haben. Denn 
die beiden verfchiedenen Kreife um JAB und JBC (Fig. 190) müßten offenbar dann in 
einen einzigen zufammenfallen, und man erhielt daher keinen beftimmten Durchſchnitts— 
punct ihrer Peripherieen, wie vorher; fondern jeder Punct der einen gehörte zugleich 
auch der andern anz die Lage von B, und mithin aud die davon abhängige Größe des 
Winfeld ACB wäre alſo unbeftimmt. 

Anmerkung 4, Liegen die drei Puncte A, J und G in gerader Linie, fo wird 
offenbar ſowohl W. JAC, ald IJCA glei Null, unfer Ausdruck für tang ACB gebt 
alfo dann in folgenden über; 

— AJ.sin ABC. sin JBC 


tang ACH = rin ARE 008 IBG — AG. ein ABO: 


Auflöfung des zweiten Falles, wo der Beobachter innerhalb des 
Dreiecks ACJ fich befindet (Fig. 192). 


Man könnte den Beweis für die Nichtigkeit diefes oben unter II 
angegebenen Ausdrucks unmittelbar an einer Figur, und zwar auf ganz 
ähnliche Weife wie im erften Falle führen. Es iſt inzwifchen hinrei— 
hend zu bemerken, daß diefer zweite Fall von dem erften wefentlich fich 
dadurch unterfcheidet, daß die Lage des Winkels ABJ in die entgegen: 
gefeßte übergeht, dag alfo der Winkel ABI felbft und mit ihm auch 
fein Sinus ihr Vorzeichen ändern müffen, und deshalb nun + AC. 
sin ABJ an die Stelle von — AC. sin ABJ fommen muß. 


Anmerkung 1. Im diefem zweiten Falle bleibt JBC immer größer als JAC; umd 


findet daher das, was über den dorigen Fall in der dritten Anmerkung gefagt wurde, 
bier gar feine Anwendung. : 
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Anmerkung 2. Da in unferm Falle W. ABJ+-ABC + JBC = 360°, aljo W. 
ABI JBC = 360° — ABC = 180° + ACB + BAC, fo ift alfo immer W. 
ABJ JBG > 180°, während in dem zuerft betradteten eben fo notbiwendig W. ABJ 
+ JB < 180°; man könnte alfo, wenn man es nody nicht anderöwoher wühte, ſchon 
aus diefem Umjtande mit Sicherheit ermitteln, ob der Punct B innerhalb oder außer: 
balb des Dreieds ACJ liege, 

Wäre W. ABJ ++ JBC — 180°, fo würde B auf AC fallen, alfo W. ABC — 
180°, ACB = 0, und alſo aud) tang ACB = 0 fein. 

Erſte allgemeine Anmerkung, Diefer Sag ift von großem und ausgebreitetem Nu= _ 
gen, indem man durch ihn in den Stand gejegt wird, durch einmaliges-d. h. von dem— 
ſelben Standpuncte aus bewerfitelligtes Winfelmeffen , ſowohl auf dem Meere als auf 
dem Feftlande die Lage und Entfernung des Punctes, wo man fidh befindet, zu beftim- 
men, wenn man nur drei andere Puncte hat, deren gegenfeitige Entfernungen befannt 
find. Und macht man dann noch von einem zweiten (und eben fo dritten, vierten ıc.) 
Puncte wie G (Fig. 187) aus dieſelben Winfelmeffungen wie vorher von B aus, fo 
fennt man offenbar in dem Dreied ABG zwei Seiten AB, AG und ven eingefchloffenen 
Winkel BAG, kann aljo die übrigen Stüde BG, W. ABG und AGB dieſes Dreiecks 
beftimmen , felbft wenn man G von B aus nidt fehen Fann. 

Zweite allgemeine Anmerkung. Es möge bier noch Plag finden die Delambre’fche 
Auflöfung unferer in Rede ftehenden Aufgabe, da fie von mehrern einfihtsvollen Mathe: 
matifern fie die einfadhite gehalten wird, Der Kürze halber wollen wir JAB = «, 
ABJ = ß, JBC =y, und JCB —= 8 feßen. 

NE Di JE a AR 

—* sin y sın B 
alſo: AJ.sina.siny= JC.sinß. sin 8, oder 
sina:smö=JC.sinß:AJ.siny 
sina + sind: sin« — sind = JC sin ß-- AJ . siny: JCsin ß — AJ. sin y 
AJ.siny AJ.siny 
sd :.t — = — — 2 ni me age 
BEATITHOTNEIT Te an 





R AJ.siny 
Und fest man: IE — tang 9 


tangl (a FI): (la — ei ttgp:1—tgPp, alio 


1—1t89 
tol — — A 1 
3-9 -iT,,,; et 
= tg (45° — 9). tg (a + 8) 
Kun ift aber offenbar immer a 4 8 oder W. JAB + JCB befannt ; denn es ift: 

entweder: JAB + JCB = 360° — (ABC + AIJC) Fig. 188 und 189. 

oder JAB + JCB = AJC + ABC Fig. 190 

oder JAB + JCB = ABC — AJC Fig. 191, 
alſo ift tg} (a — 8) bekannt; und man findet nun aus 4 (a + 5) und 4 (a — 58), 
die Winkel « und 3 felbft, und leicht alödann auch die übrigen zu beftimmenden Stüde. 

Anmerkung. Iſt @ > 45°, alfo tang (45° — 9) negativ, fo ift, wenn zu— 
* auch ts4J (a 5) negativ, alfo 4 (a + 8) > 90°, gleichwohl tgl} (x — 8) 
poſitiv. 

Iſt Dagegen, zwar @ > 45°, aber 4 (a +58) < 90°, fo iſt tg (a — 8) 
negativ, alſo 8 > a, da unmöglich jemals 4 (@« — 8) > 90° fein kann. 

Sit endlih @ < 45°, alfo tang (45° — 9) poſitiv, fo it tg} (x — 8) pofi= 
tiv oder negativ d. h. a > d oder « < 8 je nachdem 4 (u + 8) < 90° over 4 (& 
+5) > 90° ift, 

Dritte allgemeine Anmerkung. Der Genfer Mathematiker Pietet bat ein Injtru= 
ment erfunden, durch weldhes man beim Anfertigen von Gharten, auf denen ſchon die 
wichtigften Puncte beftimmt und aufgetragen find, das Uebrige mit leichter Mühe und 
binreihender Genauigfeit ausfüllen Fann. Der Erfinder felbft hat das Inftrument be= 
ſchrieben in der Bibliotheque Britannique vol. XXXXH, p. 110. Die Idee de 
Snftrumentes beruht auf unferm, in dem unmittelbar Vorhergehenden umſtändlich erör= 
terten Sag, daß die Lage eines Punctes und feine Entfernung von drei andern, nad 
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ihren gegenfeitigen Entfernungen befannten Puncten, in der Regel vollfommen beftimmt 
ift, wenn man die Winkel kennt, unter denen je zwei der drei befannten Puncte, von 
dem noch näher zu beftimmenden aus geſehen, erſcheinen. Das Inftrument beſteht aus 
einem Halbkreis, mit welchem ein feftes und zmei um feinen Mittelpunct bewegliche Li— 
neale verbunden find. 


Zweiter für die Praxis wichtigerer Fall. 

413%. Aus der bekannten Länge CD (Fig. 184) einer gemeffenen 
Standlinie und aus der bekannten Größe der von zwei Puncten A und 
B gemeffenen Winkel CAB, DAB, CBA, DBA, die Entfernung AB 
diefer beiden Puncte von einander, und jedes derfelben von den End: 
puncten der Standlinie AC, AD, BC, BD zu beftimmen, 

Erfte Auflöfung. Es if: | 

ie CDA — sin CAD. sin CBA . sin ADB 

5” — sin ABD . sin ACB T cos CAD . sin CBA . sin ADB 
sin ACB . sin CDA cD 
sin CBA . sin CAD 
und zwar gilt in der erften Gleichung für den zweiten Theil des Nen: 
ners dag obere Vorzeichen, wenn CAD fpiß, das untere im entgegen: 
gefeßten Falle. 

Bew. Die Winkel ACB und ADB kennt man als die dritten 
Winkel zweier Dreiecke, in denen die beiden andern befannt find. 

Nach der dritten Auflöfung des dritten Falles in 398 Haben wir: 


AB = 


— CA. sSsin CAD BR sin CAD 
s AS MD —— 
AD CA. cos AD ALT cos CAD 
und, weil | 
| AB : AC = sin ACB : sin ABC 
AD: AB= sin ABD : sin ADB 
fo ift 


AD : AC = sin ACB . sin ABD : sin ABC . sin ADB ° 
und daher: 


sin CAD 
tg CDA — * 


sin ACB . sin ABD _ 
An ABG. sin ADB 7 
ar sin CAD . sin ABC . sin ADB 

= in ACB . sin ADB £ cos CAD sin ABG . sin ADB 


Man kennt fonach CDA, mithin auch ACD, findet daher auch; 


cos CAD 


sin CDA 
Ac — — 5 CD 
und, weil 
sin ACB 
AB= sn ABC — AC, ſo iſt auch 
4B — sin ACB . sin CDA cD 


sin ABC . sin CAD 
v. Swinden Geometrie, 2 
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Aus diefen bereits gefundenen Stuͤcken werden alle noch übrige gefuchte 
feicht hergeleitet. 


Zweite Auflöfung. 


sin. ABD ar sin ABC 
Da AD — SS A058" AB, und ac — Zen AB: fo 


ift auch 
AD _ sin ACB. sin ABD 
AC sin ABC. sin ADB 
Alfo ik 20 Vgleich einer bekannten Groͤße, da die auf der rechten Seite 


ne Winkel alle nach Vorausfeßung bekannt find. Bezeich: 
nen wir daher diefe befannte re mit a, fo ift: 
Auer 
und mithin, der zweiten Auflöfung des dritten Falles in 398 zufolge: 
cotg 4 (ADC — ACD) = tg 4 CAD. tg (45° + a) 
Durch Hülfe diefer Formel findet man alfo L(ADC— ACD), alfo auch 
— ACD ſelbſt, und dann leicht auch die noch uͤbrigen geſuchten 
tuͤcke. 


Anmerkung. Bei der Bildung des halben Winkelunterſchiedes, für deſſen Gotan- 
gente man bier einen befannten Werth finder, muß man mit einiger Vorſic zu Werke 


AD 
gehen, und auf die Hülfsgleichung Zen achten, von der man ausgegangen ift. , 
Jedenfalls nämlich muß derjenige ink a. werden, weldyer der Seite gegen⸗ 
überliegt , die den Nenner unferes Bruches 20 2 bildet, alfo bier ADC, und Subtra- 


hendus der Gegenwinfel des Zähler, alfo “co, Denn nur dadurd vermeidet man 
Widerfprüde und Ungereimtheiten, in welche man außerdem leicht verfallen Fann. 
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678. Borerinnerung. Zur Bermeidung möglicher Irrungen und zur Grleihterung 
des Berftändniffes für Anfänger bemerfen wir : 

1) Allen goniometrifhen und trigonometrifhen Formeln dieſes Anhanges liegt die An- 
nabme zum Grunde, daß sin. 90% oder sin. tot. — 1 fi. 

2) Bogen oder Winkel, die nit nur von willkührlicher Größe, fondern aud ohne 
alle gegenfeitige Beziehung find, durch die Buchftaben 

&, B» Y5d.-.... 9,1; @ 
dagegen 

3) die Winkel eines Dreiecks durd A, B, C, und ihre Gegenfeiten bezicehungsweife 
durch a, b, c bezeichnet werden. 

4) Den Hatbmeffer des Kreifes, der fih um ein Dreied beſchreiben laͤßt bezeichnen 
wir mit R, die Radien feiner vier Berührungskreiſe aber mit r, r!, rt, ru 
und zwar mit r den Halbmeffer des innern, mit r! den Radius deffen, der die 
Seite a von außen berührt, ıc. 








3 
sin a 
679. =2c0sca+1 
sin 2 
3 
cos 7* 
680. * = 2cosa— 
cos 3 
* tang — cs > + 1) ei) cos 329 


tang 5  (i+2m3) + 2 sin 5) (G-2m%) — 2 sin >) 

on, Fr Fat - 5(1+ tung 2 

an Ibm ip SF 

aa = 3l' - #5) j 
085. ana = 1)" 


we IK” € — is ) 
91. * 
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cos __ eos & 

687. 1 — cosa — cos u ni (tz 2 1) 

688. tang «x = tang 5 + h .tanga. sec? > 

689. sin?2a—=(sina + cos a + 1) (ina-t cosa — 1) 

= (1 + sina — cos «) (1 — sin «a + cos @) 

690. cos? a = (cos «a + sin a) (cos & — sin «) 

691. see 2 «+ tung 2a = tang (45° + ©) 

69. sec? a — tang 2 a — tang (45° — a) 

14 sin « 

692a. — == (sec & + tang a)? 
1 — sna«a a 

693. De (see & — tang a)? 

BR tang (45° — a) 

694. cosece2a—=1 Tunes 

695. cos? « — sin? « = cos? a — sin? a 

696. (sin @ 4 sin B) (sin a — sin ß) = sin (a + B) . sin (a — 8) 

697. sin (a + 3) . sin (a — BP) = sin? a — sin? ß 

698. cos(a-FB) cos(& - P)= (cosa-+ sin B) (cos & - sin B)—= cos? «- sin? ß 

= (cosß-+ sin «) . (cos ß - sin «) = cos?ß - sin?« 

og. Hatte ___Bue-teß 

" cotg @ + cotg ß cotg a — cotg ß 
gwattsß_ — 

MD a u 2) 
tg a — tg ß 
cotg @« + tgß 

701. tg a — tg? = m (ey Dim ie 


cos? & „ cos? ß 


I A ER Ne 


702. cotg? a — tg? ß sin® & . cos? fl 
-03 sin aß) ._ cos$(a-+ ß) 
= sina + sinß  cos$(@ — ß) 
704 sn(a+ß) _ sind(@« + ß) 


"sine — snß sind(a— ß] 


705. 83  @+W + td — set : T — 


76 wi + 9) — tz 3 — y)= cos = 8* 


707. sing — sin . cos (p — ) + cos . sin @ — Y) 
708. 005 = sind. ain (pH W 4 co b. co (p4 9 
709. (cos &-+ cos e) [f — cos (ö-+e)] = (sin ö-+ sine) . sin (ö-+e) 


710. sin?2& . sin?e-4+cos?5,cos?e + sin? &,cos?e-+sin?e.cos®?d — 1 


* 


— tg q. tg ß 


=tga.tg (a — ß) 
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sin 45° = co 5 — 4 V2 — V 

sin 300 — cos 60° = } 

sin 60° = cos 0? =4IVY 3 
zin. (in 180 = cs 2-45 — 1) 

|cos 18° = sin 727° = 4 V10 2Vs 

sin 5° = cs 9 =4VY2—-V3=1I(V6— VD 

c05 15° = sin 59 -IAVBEF2VR=IWEHVD) 
712. tg? a — tg? 3 = tg? a. sec? B— tg? B.. sec” a 
713. cotg? & — cotg? ß = cotg? a cosec? B'— cotg* B cosec? a 
714. (tg?& -tg? B)(cotg? a - cotg? B)= (sec? a - sec?) (cosec?a—cosoc”?) 

[= =+ cos 5 = +#V1 + sina 
715. 
— w>;-+ vi — sina- 
716. 4sin (600 6) . sin (60° —w) =4cos (30°-+ ®) . cos (30° — w). 

— 2zeos 20 + 1 = 4 cos?w—i 
717. 4 cos (60° +») . c0s(60° — o) = 4 sin (30°+w) . sin (30° — @) 
= 20520 — 1= 1 —4sin?o 

718. sin (54° +0) — sin (18° + ) + sin (54° — o) - sin (18° -#)=cosw 
719. cos (54° - w)- cos (18° - w) - cos (54° + )+ cos (18° + 0) = sin w 
720. Wenn @ einen beliebigen Bogen bezeichnet, deffen Sinus nicht Null ift, und 


sin @ sin w 
sin (@ — )  sin(p — wo) 


jo ik 
o=n, 180° -H wf 
wo n jede beliebige ganze poſitive Zahl, Null mit einbegriffen, bezeichnet, 
721. Wenn, unter derfelben VBorausfegung für 9, 
cos W _ __60s [Ay 
cs (@ — 0) cos(P —w) 
jo iſt | 
o=n. 180° + o 
wo n diefeiden Werthe hat, wie im vorigen Satze. 
722. Iſt, unter eben diefer Borausfegung, 


_ to 0 _ we _ 
tg (9 — 60) tg (9 — w) 
fo it, tg w’ cotg (8 — 9) 


und tg w = votg (w‘ — P) 
723. Bezeichnen p, v, p drei beliebige Bogen, fo ift: 
4 sin: w. sinvw.sinp= — sin «.tvto+tsio(c-utvt 
+ sok—vt9)+tsunutv-o 

Zuſ. 1. Daber ift für jedes Dreieck: . 

4sin A. sin h. sm&—=sin(— A+B+C)+ sin(A — B-+C)+sin(A-FB—C) 
Zuſ. 2. Im jedem Dreieck ift daher au: 

4smnA.smB.mnG=sn2A+siu2B+sin?2C 
724. sing + sinv+ sin 9 
=sin(ut+v+p)+4sind (a + vw sing (at pP) sing ot) 
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uf. 1. Daher ift für jedes Dreieck: 
snoAtsnB+snC=4cos}3A.cos$B.cos}C 
Zuſ. 2. in2A+tsn2B+sn2C=4sinA.sinB. sin C 
725. 4cosp.tosycsp=cos(p+v +p) + cos (— pa + v-+p) 
+ cs (u—v-tp) + cos(a+v— p) 
Bu. 1. Iſt alſo -v+ pP = (An + 1) 90°, fo ift: 
4cosp.cosy.cosop=+(sin?2u+ sin 2v- sin 2 p) 
Zuſ. 2. Iſt dagegen + v-F p = An. 90° 
fo ift: 
4cosp.cosv.csp=41- cos? cos 2v-+ cos 2p 
3.3. Stathvhop=(4n +2) 90%, 
fo ift: 
4cospn.cosv.csp=—(j +4 cos?» + cos 2-4 cos 2-p) 
In jedem Dreieck ift daher: 
Zu 4 4 cosA.cosB.cosC = — (14 c0os2A-+cos 2B-+ cos? C) 
Zuſ. 5. 4cos4A.cooJ3B.cso4C=snA+sinB-+ sin C 


726, cos a .cosy.cosp= cos (u + v-+ p) + sin a . sin v. cosp 
+ sin p . sinp. cosy-+ sinv.. sinp.. cos 

uf. 1. Im jedem Dreieck ift alfo: 
14 cosA.cosB.cosC sin A, sin B. cos CH sinA.sinC., cos B 
+ sinB.sinC.cos A 
Zuſ. 2. Asin . sinv. cosp-+4 sin . sinp.. cosy-t+4sinv.sinp „cosp 
= cos (-utytp+ cos(u—vhp)+eos(uhv— d—3cos(ut+v-+p) 

3uf. 3. In jedem Dreied alfo ift: 
4 (sin A.sinB.cosoC-- sinA.sinC.cosB-+ sinB. sin C. cos A) 
= 3 — cos 2 A —cos?2?B-— cos?2C 

Zuſ. 4. 
4(sing A. sinäB.cos3C4- sind A.sinäC.cos4B-+-sin4B.sin}C. cos} A) 
= snAt+suB-+snC=4cos$3A.cos4B.cosi C. 

727. cos a}cosv-}cosp= 4cos} (u+-v) . cos} (pu-F+p) cos! (v-#p) 


— cos (u+v-+ 
uf, 1. cosA+cooB+cosC=4sin} A.snJB.sini C+1 


uU. 22 1 + 4 cosA cosB cosG -F cos 2A + cos 2B-+ cos 2C=0O 

728. DE ET DENT Z —ign ar SE a eg — 

Zuſ. 1. ts A.te B. t C=tg A-tg B-+ tg C 

Zuſ. 2. t344. t4B. t430 56c A. sechB. sec}C 
=t54A+tg3B+ tg IC 

729. cotgp.cotgy.cotg p== cotg ufcotgv+ cotgp + Re EV) 


sin a. siny.sinp 

uf. 1. cotgA.cotgB. cotg C 4 cosec A . cosec B.cosec C 
=cotg A-+cotg B+cotg C 
Zuf. 2. cotgZ A . cots IB. cotg4C = cotg$ A + cotg4 B + cotg} C 
730. 4 sinp . cosv. cosp = sin (uhv-hp) — sin —utvtp) + 
sin (u —v-+p) + sin (u+v—p) 
Zuſ. 1. 4 siu A.cooB.cs C= —sn2A-+sin2B+ sin2C 

uf. 2. 

4smA.cosB. cos C-+ 4 sin Bcos A.cos C#4 sin C. cos A. cosB 
= sn? A+sin2B+ sin 2C=4 sin A. sin B. sin. 
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Zuf. 3. 4 sin} A. cos$ B.cos$ C + 4 sin} B cos$A cos C 
+4sin!C.cosgA.cso}B=3-+ cos A-+cosB-} cos C 
731. sua-+ sinß — sin y 
—4 sin (a+B) cosg(aty)- 4 @+Y —sna+B+Y 
Zuſ. 1. snA+snB—snC=4sin$ A.sin}B.cos} C 
Zuſ. 2. inA+ snB+ sunC= 
4sin$A.sin}B.cos$C+4sin}A.sin}C.cos$ B-+-4siny}B.sin$CG.cos} A 
— 4 cos$A . cos$B.cos} C 
Zuſ. 3. in2A+so2B—sin2C=4sinC.cosA.cosB 
Zuſ. sin2A-tsino2B-+tsn?2C= 
4 sin A cos BcosC #4 4 sin B cos A cos C-+4sin GC. cos A,cosB= 
4 sin A. sin B. sin C 
732. 8 sin (34Y sind V . in -35). 
sind at? —-Y= 
4cosacosßcosy— cs? —cos?2ß— co?y—i= 
2 (1 — cos? «a — cos? 3 — cos? y-F 2 cos a cos ß cos Y) 
Zuſ. 1. 1 +4 cosA cosB cosC + cos 2A + cos 2B + cos 26=0 
uf. 2. 41 — 2 cos A. cosB cos C = cos? A + cos? B+ cos? C 


733. — Boos} (a-+ By). cos} — a-+ B-+Y) cos} (a—ß+tY- 
cos (a + BY = 
Acosacosßcosy-cos?2a-+cos2ß +cs?yti1= 
2 (4 — cos? a — cos? B — cos? y — 2 cos @ cos ß cos ) 
734. Bsincat+ß t+Ysing-atBtY.co4a-B+Y- 
cos} (a +B—y) = 
1+cos2a— 002ß—cos?2y-4+4cosa.sinßsiny 
auf. 1. 4cosA.snB.snC—=141- cos 2A — cos 2B — cos 2C 
Zuſ. 2. 4 [cosA.sinB.sinC-HcosB. sin A. sinC+-cos C. sin A. sin B] = 
3 — cos2A— cos?2B— cos?2C 


735. —Boosg(a+B + Y) cos -a+B+Y-snsa—prY: 
sin} (a+ß—y) = 
1+cs2@a—cos2ß—cos?y—4cosa.sinß.siny 

736. sink(at+B-Fy sing -a+ß+Y cos} a—B+Y).cos}(c+ 
B-YD+ eos @ HB +YN. sd V ins a BAY: 
sin4 (a+Bß—y) = cosa .sinß.siny 

737. sin?2«a. sin?2ßcos®y-+ sin?2«.sin 2 y cos? B+ 
sin? ß.sin2y cos? a4 008? a cos? ß cos? y—4cosa.cos ß cos y cos (a4-P-4-Y) 

%. 726. | 

Zuſ. sin A. sin B cos? — -+ sin A. sin G. cos? = + 

sinB. sin C,cos? 5 == 4 cos? 5 . cos? - . cos? > 

738. 8sinp . sinv. sinp.sino = cos tvtet+teo — 
cos (- pa tvtp to) — cos (ke -—ytp+ eo) — cos (utV — p+o) 
— cos(utv+tp —w-+ cos a +v--p—o) + cos (kV — p+o) 
+ cos (-u t+v—o-+®) 

739, 8 cos p . cos v. cos p . cos @ = cos utvtrt+to+ 
cos ut tr to) + os —y tete) tes ar — Pt) 
+ cos (utvtp — 0) Feos (u — p — 60) + cos (k—vtPp— wo) 
+cs(a—v-p+® 
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duj. 1. 4 sing. siny.sinp.sinw-+ 4 cos . cosy. cosp . cosw 
— cos ( +vtPpt%) + cos (utv—p—w) + 00 (u—vtp— w) 
+oe—-v-p+o) 
Zuſ. 2. 4cospm.cosy.cosp.cos  — 4sin . siny. sinp.. sin@ 
= cos (-atvtp+to) +eos (u —vy+p+w)+ cos (u+v— p+o) 
i | +es(utvtP—o) 
740. cos a cosv-tcosp+cosw =cos!(utv+tp-+ 0) 
+ 005) ev —p— 0) + co} (yo —0)+ cos} u v—p-to) 
—8sing — evt +) sind a —vte+to). int (a + v— +0) 
sin} (u v4 p—o) = 8 cos} (-u-tvtp+o). cos} (a —v+e+ 0) 
cos (ut v—p+w). cos} —cos}3 (u+v+r+o) 
— cos} (uhy—p—w) — cos} (u—vp— 0) —cos} (n—v— p+w) 
741. Sind A, B, C, D die Winkel eines beliebigen Vierecks, fo ift: 
1+sinA.sinB.snC.sunD— cosA.cosB.cosC.cos D 
_ sin? A + sin?B + sin?C + sin? D 
ee 
742. Unter eben diefer Borausfegung ift: 
1—sinA.snB.snC.sinD-+ cosA.cosB.cosC. cos D 
_ cos? A 4 cos? B + cos? C + cos? D 
—— — — 
743. sin (a4+B) . sin («—ß) + sin (d-+Y) . sin(ß—y) 
+sin(y-Fa).. sin (y-a)=0 
744. cos(a4-B). cos (aß) + cos (By) » cos(B— + 
cs (YFM).cos(y—a)=0 
745. Sind a, B,y,d-....%, @ beliebige Bogen, fo ift: 
sin (a+ß) . sin (a—B) + sin (B+Y) . sin By) een. 
+ sin (+0). sin (d)—o) + sin (oa). sin (vw—)=0 
746. cos (a + P) sin (@—B) + cos (34 sn B-V 4 .... 4 
cos (y-+%) sin (— + cos (w-Ha) sin (w—a) = 0 
247, Sin (a — ß) sin (ß — y) sin (y — 8) 
ie sin @. sin ß 2; sin 8. sin y 4 iny.mört' — 
sin (U — w) sin (w — &) > 
DE Va a 
. sin (@ — 8) sin (B — y) sin (y — 5) 
‚28. cos a cos ß 4 cos ß . cos y * cos y cos ð — 
sin (b — «) su (0 —a) _ 
‘cos D cos w + u.a do 
749. sma. sin (d—y) + sin 8 . sin (yv—o) + siny. sin(«—$)=0 
750, cos . sin(ß—y) + cosß. sin(y—o) 4 cosysin (a—ß)=0 
751. sina.sin(d—y—d)-+-sinß.sio(yt5—a)+siny.sin(ö+« —ß) 
+sindösn (a—B—yJ)=0 
752. sing. siuß.sin(y—Bß) + sinß .siny. sin (ö-—«) 
+ siny.sind.sn(@a—Bß) + sind. sina . sin (ß—y) = 0 


755. cos a. cos ß.siuu(y—8)-- cos ß. cosy.sin (d —o) 
+ cosy,.cos3d. sin @—ß)—+ cosd.cosa.sin (ß—y)=0 
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sin(a-+Bß) . : we + sin (B + y) » sin @-Y) — 


754. os? a .co RR cos? ß . cos? y 
sin (dw). sin * — 0) sin (40). sin (0 — a) 
+ cos? bu „ cos? ® * cos? @ .„ cos? & N 
755. ts (a — ) AH. Ed) +EB-NUHtEBEY te... 
Fais (y — ) EPis v · te — (1 4 ts bo .tg ) — 0 


756. in3a+sn5a+sin7 at ....+sin(2n—1)a 
a in + Na. a —Na 
= sin & 

A. 745. 


7197. cos3a+cos5a+co 7a +... +co(2n —1)a 
_csa+Na . cos (n—1)« 


sin & 
%. 746. 

758. cosec a . cosec 2 «+ cosec 2 a cosec 3 @ + cosec3 a cosec 4a 
+....+ cosee(n—1) «a cosee na = sn(n—1)a.cosetıa. 
cosec n & 

A. 747. 
759. seca.sec?a ht sec?2a.sec3a + sec 3a. sce4a+t...... 
+ sec(n—1)ax.seena=sin(n —|)a.seca.cosec a. secnd 
A. 748. 


'sn3a—=2cosasin?a —sin« 
sin4a=2cosea.sn3a—sin?2.&« 
sin5@a=2cosa.sm4a—sinda 


760. 
ssinna=?2cosa.sm(n — 1) & — sin (n — 2) u 
cos 3a —=2cosa. cos? a —’cos u 
cos 4 0. — 2 cos a.cos3 a — cos 2a 

61 cos 5 4 2 cos . cos 4 0 — cos 34 

761. 


cosua=%2cosu.cos (n — 1) — cos (1 - 2) u 


762. smat+sin2a+su3a+....+so(n — I)a= 








n . nn —1 
za. m — 
sin I 
2 
%. 760. 
763. cos & 4 cos?2at+coo3a+...coo (u — 1) & = 
cos — si n — 1 
z a da 7 
— 
sın — 
2 
A. 761. 
sin a + sin 2 «a sio3a-t .... siuna _ n+ 1 
164. mern twictren. en 


330 Anhang zum achten und neunten Buche. 


‚sin (@ 4 ß) = 2 cos ßsina — sin (@ — ß) 
sin(a-+2ß)=2coß.sin (a + PB) — sina 
sin(a +3ß)=2cosß. sin («a + 2 ß) — sin (a + ß) 
er ac a Fe CS 2 


sin(@-+nß) = 2 cos ß.sin [«-+(n— DB] — sin [a+(n- -2)B] 
sin(@a+P) = 25inßcosa- sin (a — ß) 
sin(a+-2$)=2sinß. cos (a + ß) + sin a 
One ET («+ 9) 


sin (a +nß)= 2 sin ER: (@-+(n — 2)8) 
cos (a +ß) = 2 cosa cos ß — cos (a — ß) 


767. 





| cos (@-+nß) = 2 cos Bcos [@-+(n — 1) B) — [@ 46- 2) 8] 
* (a + BB) = cos Se sin ß 
768. 
a (an) = 00 Ha Zsinpein ta nn B] 
769. sin a + sin ) 48) + sin +2 m + sin (a+3ß) +-. 
in El 5. iin @+3z ß) 
+ sia (@-+n ß) - on 
_ cs (@ — PB) — cos fe -+ (n-+ 4) B] 
Er 5 Ve 
%. 768. 
770. cos at cos (a + PB) -+ cos (a +2 B) 4 cos (@a-+3ß)-+.... 
cs(a+5B. sin tg 


+ cos + — ————— 


_ ta + — —I 
2 sın 3ß 


A. 765. 
Frage: Wie Fönnte man > aus den beiden legten Formeln (769 und 770) die 
frühern in 762 und 763 berleiten ? 
sina + sin («+ ß) + sin(« + 2 ß) +....so(@+nB) 
auf. ecsat+cos(a + ß) +cos(a+2Pß)+...coo(a+ mn BD 


= (+59 
774. ua +tsn3a+sn5a-t ...+sin(2n + 1)a 
_n’a+Ne 


sin & 
%. 769. 
772. cosa+co3a+cos5a+ .... coo(2n-+ 1)a 
sin? (n+1)a 
= 2 sin a 


%. 770. 
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sina + sin 3e + sin5at... + sin (2nti)a | 
auf. cosa+ cos3a + cos5a-+.... cos (2n+1) a tanz (n-f-1) a 
773. Sind po, g", g"..... g®) Heliebige Bogen, deren Tangenten wir der 
Kürze halber beziehungsweiſe mit #, !!, t!} ..... tE) bezeichnen, fo ift: 
er ı ga gg gun 
1 ( HH" He) rn a m un 
Zuf. 1. Bezeichnet daher, wie gewöhnlich, x den halben Umkreis, fo ift, wenn 
o' + go"! + * =nn, 
x! + gt + gen — t Aue J yin 
Zuſ. 2. In jedem Dreied ift daher: 
gA+HtgB+tgC=tgA.tgB.tg C; und 
Zuf. 3. cotg4A+ cotg} B + cotg} C = cotg A . cotgä B ‚cotg4C. 
Zuſ. 4. Zfedaggeng! +" +o"=Rn +9 > fo ift: 
«! ‚il + e! gi + til zuu 1 
Zuſ. 5. In jedem Dreied ift daher: 
tg A.tg4 B+ttgg A. C+tgiB.tgı Ci 
Zuſ. 6. An jedem Dreied ift auch: 
cotg A . cotg B + cotg A . cotg C + cotg B.cotgC=1 
774. Unter eben diefer Borausfegung iſt: tg @' + pP" He" + gg") = 


+ tu + gta MB gIv _ gig, __ gi BEN 70m gi HERFCEV 
1 tt — a TER u xcucuv 


Zuſ. 1. Iſt alſo He +" —u , fo il: 
— gli + gen + tv — q! ‚I gu 1 re! til tiv -- t ltr „IV + g’! gltt av 
Bufe 3. Iſt dagegen Hg" Fo" "= 2a + N 3, ſo iſt: 
t! —F -1- er! ‚u + e! u!V + gtryım _- qil,ıv + qlIt „Ev — 1 -- rt! gt gIlı .ıv 
775. Sest man der Kürze halber : 
(l) 
Sm pi gan..,..gpeed pæc 


2 
3 —R— g/l + r! yıı + N + ‚a—l) £ m) 


(n—1) 1 \ 
YES Ds ⏑— 
— ————— ‚a—1)) 1 {m) 
fo ift allgemein : 
tang [9! + P" +... 09m] 


(1) (3) (5) (2n— h) 
MR Zen) = Sam t + Sem Lo... 2 aut 


(2) (4) (2 m) 
1 — * + (an) t 


Frage: In welchem Falle gelten die obern Borzeihen der legten Glieder im Bäb: 
ler und Nenner unferes Ausdruds, und in welchem die untern $ 
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776. Unter denfelben Borausfegungen, wie in der vorigen Nummer ‚it: 
tang [p! a8; pg@u+h] 





(1) 3) (2n +1) 
_ Zen+ı) a >> @n+1) t 


(2) (4) (2n) 

Frage: Wovon hängt ed ab, ob für die legten Glieder die obern oder die untern 
Borzeihen gelten follen ? 

777. heilt man einen Bogen von der Größe: (2n + 1) 5, in eine beliebige 
Anzahl beliebiger Stüde, fo ift die Summe aller A nionen Produkte, die man aus den 
Tangenten derjelben bildet, ftets um die Einheit größer als die Summe aller (4n + 2)io: 
nen Produfte eben diefer Tangenten. 


sec oT . gi! 
herr 


sec(p op" + u) = Ltg pt Egg, tg gta 
sec (o" + gi oT. HT) 
secp! . secp!! . secQ — 
1 -tgp° .tgp!! -tgp! tgpL,- tg te Hg! tgp!T tgl „te p!Y 
779. Sept man der Kürze halber: secp! — s! x., und wie vorher: tangp! 
— t! ıc., fo ift allgemein: 


scc@! „sec p!! . sec pl!!! 








7T8. 


111 . sec — 


1 2-1) J gan 





2 Ss .58 5 
sec. [p" + p" +... 9 »]= ,„ a & . Un; 
IE tt Engine t Zant 
und 1 11 ıı (2n) (Zn +1) | 
q 1 ZU E 8.... 8 .s 
sec [p! + "+... N] = Ü) TR 


780. In jedem Bielede von gerader Eritenzahl ift das Produkt aus den Secan« 
ten aller Winfel um die Einheit größer als der Ueberfhuß, welden die Summe der 
Anionen Producte der Tangenten diefer Winkel über die Summe der (4n-+ 2)ionen 
Produkte dieſer Zangenten hat. 

781. In jedem Bielede von ungerader Seitenzahl dagegen ift das Produft aus 
den Secanten aller Winfel um die Einheit Fleiner als der Ueberfhuß der Summe aller 
(4n F+2)ioneu Produkte der Tangenten über die Summe aller 4 nionen Produkte der: 
ſelben. 


782. sin [p! + og! + oT... 92] 


aM) 3 (2n—1) 
— Ian) t — (2n) t+....+ =. amt 
= sec p! . sec gp"? sec p@n) 


783. Wenn drei Bogen a, B, y in folder gegenfeitigen Beziehung ftehen, daß 
(1 + cos y) sin ß . cos ß 


Ent B. any 

jo iſt stets: : 
cos? 3 — cosy . sin?ß 
cs m” 


Yi-— sin? ß. sin?y 


sin (+B) . sin (y-+ 3) 
sin (& — 83) . sin (y—ß) 


* 


v 


R | > 


und umgekehrt. 
"34 fsiux.siny+ sinß.sin(@«+ß+ y) 
fi N 


Isina.siny— sinß „ sn(@a—ß-+-y) * 
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785. An jedem Dreied ift: 
a=b.csCG-+c.coB 
b=c.cosA-}a.cosC 
c=a.cosB-+b. cos A 


| 


und daher auch: 
a? — b? + c? — 2bc.cos A 


b? = a? + c? — 2 ac cos B 
= a® + b? — 2ab cos G 


786. In jedem Dreicde ift, der oben (X. 687) angegebenen Bezeichnung zufolge : 
b 


ce? — 


— Gma — Zins — Immo 
BB at b I a 46 FR b-+c 
2(inA+sunB 2m A+sinC)  2(in 2 (in B+ sin CO 
. a+b+ie 
3 (sinA + sinB + sin C) 
en a—b zZ a—c = b—c 
?2(inA—snB) 2(nA— snC) 2t(mB—sinC) 
a+b—c — a—b-+c 2 
— 2m A + sinB — sinC) — 2 6Gin A—sinB+ sinC, 
—atb+ec 
2(— sinA-+ sinB + sinC) 
__ abe 
AN 


a b 
I87. NT cotgä4B + cotgiC — TotgdA + cotgiC 


C 
— cotg} A X cotgs B 


— a sin B. inzo _b.sin3A .sinJC 
— coSs4A ee Tess B 
c.sin$A.sin 4B 
— cos Ü 
_2R.snA.sinz3B. sinz3G 2RsinB . sin A. sin} C 
cos 4 A —— "7% ne 
_2RsinGC.sin3 A.sin}B 
cosIit - 
= 4Rsin$ A.sn} B.sint C 
u d a __ a.cos$B.cos}tC 
tr Seene7 ran 
=4R.sin$Acos4Bcos} C 
u —_ b _ beosz$A cos 3C 
tg42 A tg} C cos & B 


4Rsin$Bcos$3Aco}C 


5“ c _ 6.cos$A.cos4B 
— tg4A+teiB cos} C 
= 4RsionlC.cos$Acos}B 
789. "Fr -rUZR(3 + cosA-+ cosB-+ cos C) 
X. 730, 3uf. 3. 


riu 
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70. "rer ARD h. dieSumme der Halbmeffer der drei 
äufern Berührungdfreife jedes Dreieds ift gleih der Summe des Radius vom innern 
— und des doppelten Durchmeſſers von dem um dad Dreieck beſchriebe⸗ 
nen Kreis. 

A. 789. — A. 727, uf. 1. — A. 787. 

91. In jedem Dreiede ift: 
acosBcosC+bcosAcosC-+-ccosAcosB = $ (acesA+-bcosB-+c. cosC) 

792. Sind D, E, F die Zußpuncte der Höhenperpendikel eines Dreicds, fo daß 
diefe letztern ſelbſt durch AD, BE, CF dargeftellt werden, und bezeichnet man den Hö- 
hendurchſchnitt mit H, jo iſt: 

)AD=2RsinB. sin C 

)BE=?2R.sinA,.sin C 

3)CF = 2RsnA.sinB 

4J)AHA=2RcosA 

5)BH=2RcoB 

6)CH= 2RcosC 

»DA=?2RcosB.cosC 

8) EH—=2RcosA.cos C 

9) FH=2RcosA.cosB 

10) DE=2RsinC.csoC=c,.csC=Rsin?C 

1)DF=2RsnBcsB=b.cosB=R.sin?2B 

1)EF=2R.sinA.csoA=a.csA=R,sin? A 

793. Für jedes Dreieck ift: 

2R®.snA.snB.sinC=A =4Rrcos$A.cos3B.cos} C 

794. Bleibt diefelbe Bezeichnung wie in 792, fo ift: 

R.(DE+- DF--EF) = R?(sin2A-+sin2B-+ sin?2C) 
= 4R®?.sinA.sinB.sin C 
= 2A 

d. b. der doppelte Flächenraum jedes ſpitzwinkeligen Dreiedö ift —— dem Rechtecke aus 
dem Umfange des Dreiecks, das durch die Fußpuncte der drei Höhenperpendikel beſtimmt 
wird, und aus dem Halbmeſſer des um das Urdreieck beſchriebenen Kreiſes. 

Zuſ. Daher iſt auch: — 


TacsA+bcosB+tc.coC 
795. Beſchreibt man um dad Dreied DEF, welches dur die Zußpuncte der Hö- 
benperpendifel beftimmt wird, einen Kreis, fo ift deffen, Radius: 
EF R sin QA R 
2sinEDF  2sn2A 2 
d. h. er ift halb fo groß, als der Halbmeifer des um das Urdreieck beſchriebenen Kreifes. 
79. Befchreibt man dagegen einen Kreis in dad genannte Dreied DEF, und 
bezeichnet feinen Radius mit p, fo ift: 
DE 
ENT ERE TEEN EEE, 
797. Für jedes Dreied ift: 
cos® A + cos®®B-+ cos?C = 1 -f 
%. 732, uf. 2 u A. 796. 
798. Für jedes Dreieck iſt: 


cos? + cos > + cos? & = 2 + 2sin}A.sin}B. sin}C 
A. 727, 3uf. 1. 
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uf. Daher ift auch ftetö: 
A B C r 
2 —_ Dem — 
cos 2 + cos a re®#®5 2+ 5% 


user Bas LEN BEE I 
2R 


— 
=. 


A. 7%. 
79. Für jedes Dreied ift: 
sin? 3 + sin? 5 + sin? — 1 — 2sinJA.sin3B + sin}C 
800. Für jedes Dreieck ift: 
coA-cosB-cosC= 
U 727, uf. 1. 
801. In jedem Dreiecke iſt: 
wo A. secB-+ secAsecC + meB. sec — 2 — 


R r 


R 


2 2 ‘2 
802. cotg A 4 cotgB-+ cootg Cl — DEI Er, 


4A 
sin? A + sn®B+ sin®C a? + b? + c? 
803. sin A. sinB. sin G  r@a+b+ ec) 


sin? A +- sin? B + sin?C 


804. cotg A+ cotgB-+ otgl = 2sinA.sinB.sin C 


805. atb:e=cnp(A— BD :sins 


806- a—b:e=sing(A—B):coz 


807. Zieht man in einem Dreieck ABC das aus der Ede A audlaufende Höhen- 
perpendifel, bezeichnet die Segmente der Gegenfeite a zwifchen dem Fußpuncte der 
Senkrechten und den Eden B und C beziehungsweife mit a! und al’, fo ift: 


a:al— al — sin A: sin (B — C) 
Frage: Wie ändert ſich unſer Satz, wenn einer der beiden Winkel B, oder C ein 


ftumpfer ift und mithin das zur Seite a gehörige Höhenperpendifel nicht dieſe felbft, fon- 
dern deren Verlängerung trifft ? 


808. Unter derfelben Borausfegung ift auch: 
b+c:al — al= cos} A: sin}(B — C) 
undb—c:al — al sin$}A:cos}(B — C) 
Frage: Grleiden unfere beiden Säge wefentlihe Veränderungen, wenn einer der 
beiden Winkel B, C ftumpf ift? 


809. (sin A — sin B)? + (cos A + cos B)? = 4 sin? 5 


HAN un, con © F „A 
810. (—,—) = ab. cos TR Da > bo. cos ’ 


Bil. Für jedes nicht gleichfeitige Dreieck iſt: 
sin$ A. sin4B.sin}C < 2 


8 
A. 787. 
812. Für jedes nicht gleichfeitige Dreied ift: 
cos A 4 cos B4cos C 4 = 
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813. Für jedes nicht gleichſeitige Dreieck ift: 
sinA+snB+- snC>sin2A+ sn2B+sin?C 
A. 811. 
814. Verbindet man den Halbirungspunct D der Seite a eines Dreiecks ABC mit 
ihrer Gegenede A, und bezeichnet W. BAD mit Al, W. CAD aber mit A", fo ift: 
b—c 
; E AU 00 
tang 4 (A da Te 

Frage: Wie folgt aus diefem Sage, daß in einem gleichſchenkeligen Dreiede, der 
Winkel an der Spige durd die nad dem Halbirungspuncte der Grundlinie gezogene Ge— 
rade balbirt wird? 

auf. Daher ift aud: 

gl (A- AD) =tgl(B—C).tg? dA. 
815. Unter eben diefer Borausfegung ift auch: 
cotg AT — cotg AU = cotg B— cotg C 

Zuſ. Berbindet man daher in einem gleichſchenkeligen rechtwinkeligen Dreied den 
Halbirungspunct eines der Schenfel mit der Spige des Gegenwinfels , jo wird legterer 
in zwei ſolche Stüde getheilt, daß die Gotangente des Fleinern um den Radius größer 
ift als die Gotangente des andern. ‚ 

816. Berbindet man die Halbirungspuncte aller drei Seiten mit ihren Gegene: 
den, fo werben die Winfel dadurd fo getheilt, daß die Summe der Gotangenten von 
drei ſolchen, die Feinen gemeinſchaftlichen Schenkel haben, gleid der Summe der Eotan— 
genten der drei übrigen ift, alfo: 

cotg AU + cotg BT + cotg Cl = cotg AT 4 cotg BIT 4 cotg CH 

= 3 (cotg A + cotg B-+ cotg C) 

817. Es ift ferner: 

cotg AT — cotg AU — cotg BT — cotg CH 
cotg BE — cotg BY = cotg CF — cotg AN 
cotg CI — cotg CH — cotg AT — cotg BU 

818. cotg AT 4 cotg CH = cotgB! 4 cotg AM! = cotg CT 4 cotg B!! 
— 2 (cotg AT + cotg B! + cotg CH) = 2 (cotg A + cotg B-+ cotg C) 

819. Die Halbirungspuncte der Seiten a, b, c eines Dreiecks ABC feien bezie- 
bungsweife D, E, F, der gemeinſchaftliche Durchſchnittspunct aber der ihnen zugehoͤri— 
gen Transverfalen G ; alsdann ift: * 

cotg BGD — cotg CGD = cotg B — cotg C 
cotg CGE — cotg AGF = cotg C — cotg A 
cotg AGF — cotg BGF = cotg A — cotg B 


820. Unter eben diefen VBorausfegungen ift: 
cotg ADB — cotg ADC = cotg C — cotg B 
cotg BEC — cotg BEA = cotg A — cotg C 
cotg CFA — cotg CFB = cotg B— cotg A 
821. Die vier vorhergehenden, in 815, 817, 819 und 820 enthaltenen, Säge 
laffen fi in folgenden aligemeinern Zehrjas zufammenfaffen : 
Zicht man in ‚einem Dreied diejenigen Transverfalen, welche die Dreiedöfeiten hal— 
biren, fo find je fünf derjenigen Winfelpaare, welde bildet ; 
a) eine der Transverfalen mit den beiden Dreicdöfeiten, von deren gemeinfhaftlichem 
Endpuncte fie ausläuft, 
b) eben diefe Transverfale mit der dritten Dreicdsfeite, 
c) eben diefe Transverfale mit den beiden andern Transverfalen, 
d) die Seite, nad welder die in Nede jtchende Transverfale gezogen ift, mit den 
beiden andern Seiten, 
e) eben dieſe Seite mit den beiden andern Transverfalen 
von folder Beſchaffenheit, daß die Unterſchiede der Cotangenten je zweier zu demſelben 
Paare gehöriger Winkel gleich find. 


“ 
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Zuf. Bezeihnet man alfo die Seiten eines Dreieds mit 1, 2, 3, die nad) ihren 
Halbirungspuncten gezogenen Transverfalen aber beziehungsmweife mit 1’, 2’, 3°, den 
Winkel endlich, den irgend zwei diefer ſechs Linien bilden z. B. die Linien 1 und 1’ mit 
(1, 1) und auf ähnliche Weife alle übrigen, fo hat man folgende Gleichungen : 

cotg (1’, 2) — cotg (1’, 3) = cotg (1, 1%) — cotg [180° — (1, 1) 
== cotg (1’, 3) — cotg (1’, 7) 
= cotg (1, 2) — cotg (1, 3) 
= cotg (1, 3°) — cotg (1, 2) . 
und ähnliche Gleihungen für die zehn übrigen Winfelpaare, 


822. Kine nody weitere Berallgemeinerung des Borhergebenden bildet folgender 
Lehrfag. Zieht man durd den Halbirungspunct einer gegebenen begränzten Geraden un« 
ter einem beliebigen Winfel eine andere undegränzte Gerade, fehneidet auf lesterer von 
dem Halbirungspuncte der erftern aus Stüde ab, die in Rüdfiht ihrer Länge eine geo— 
metriſche Progrefiion mit dem Erponenten 3 bilden, und verbindet alle diefe Durchſchnitts— 
puncte mit beiden Endpuncten der begränzten Geraden, fo haben die Winkel, weldye 
jedes diefer Zinienpaare fowohl mit der begränzten, als unbegränzten Geraden bildet, 
die Eigenſchaft, daß der Unterſchied ihrer Gotangenten eine conftante Größe ift, nämlich 
doppelt fo groß als die Gotangente des Winfels, unter welchem die beiden in Rede ſte— 
benden Geraden ſich ſchneiden. 

823. Berbindet man die Halbirungspuncte zweier Dreiedöfeiten mit ihren Gegen« 
een, fo ift die Gotangente des Winkels, unter welchem ſich diefe beiden Transverfalen 
ſchneiden, dreimal fo Flein als der Ueberfhuß, welden die doppelte Summe der Gotans 
genten von den beiden Winfeln, nad deren Spisen die Tranöverfalen gezogen find, über 
die Gotangente des dritten Winkels hat; alfo nad) der in 819 angenommenen Bezeihnung : 
2 cotg A +2 cotg C — cotg B 


cotg AGF = 3 

cötz BED m 2cotgA +2 ze B— cotzg C 
u 

is CE 2cotgB+ 2 eE cotg A 


3uf. cotg CGD + cotg BGD = } (cotg A’ + cotg A’) 

824. Bieht man von der Ede A aus in einem Dreied ABC die beiden Transver— 
falen, von denen eine diefen Winfel und die andere feine Gegenfeite halbirt, und nennt 
den Winkel, den beide mit einander bilden, z, fo it: 

tang z—= tg} (B —C) . tg? 5 
835.4A=-a+b+ 0. tg JA. tglB.tglc 
(+b-+ c)? _ cotg4 At cotg B-+ cotg } C 
826. a2 + b? + c? cotg A-t cotg B+ cotg C 
cotg 4 A.cotg4 B.cotglC «ı 
— coig A + cotg BF cotg C 

Bezeichnet I den Mittelpunct des innern Berührungöfreifes eines Dreieds ABC, Ji, 
Ju, J aber die Mittelpuncte der drei düßern Berührungskreiſe, deren Radien bezie- 
bungsweife !, rT, rlIt find (vergleihe X. 678), fo ift: 

AJ—=4Rsin!B.sin}C 

877. BA — 4 Rsin A. sin} C 

CI — 4Resin A. sin 4 B 


828. AJ.BJ.CJ=4Rır? 
Au 4R. cos B. cos0 
829. {BIT — 4 R. cos A. cos0 
Ci— 4R. cos JA. cos B 
80. Al!. BU, cf = (a—+b-+ c)?.R 
v. Swinden Geometrie, — 








* 


22 
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JSt=4R.sinh A 
831. {WU — 4R. sin 4B 
Ju = 4R.sin} C 
832. 3°. Ip, Ju I6R?r 
833. AJ.BJ,CJ = J. Ju, Ju, sin} A.sin)B.sin} C 
AU —ARsindC.cos} B 
B'’=4Rsun} A.cos$ C 
&34. CJE = 4RsinlB.cos} A 
AU m 4R.sint4Bcos}C 
BJ zZ AR.sin}C cos} A 
CY =4R,sin$A.cos}B 
835. Alu, Bym , Ci — AJm Bit. OU — 4 R. A — abe 
It = 4R.co}C 
836. JiJu — 4 R. cos B 
Jyupm — 4R.cos4} A 
837. Ju, pm, um -8(@+b-+ c) R® 
838. N, NM ol(ab+ ec). A 
4. 788. 
839. r.r. rt, rt A? 
840. r(inA+ sinB-+ sinC)=r(—sinA-+ sinB-+ sin C) 
= r!ıisinA— sinB-+ sin C) 
= rl! (sin A-+ sinB — sin C) 
841. Beſchreibt man die vier Berührungsfreife eines Dreieds, verbindet die Berüh— 
rungspuncte eines jeden unter fid) durch gerade Linien, und bezeichnet die vier fo erhaltenen 
Dreiede mit 5, 87, 8", 51, nämlid mit 5 das dem innern Berührungsfreis zugehö— 


rige, mit 5! aber dasjenige, um weldes der erite äußere Berührungsfreis, deſſen Ra— 
dius wir bisher mit r! bezeichneten, beſchrieben ift 2c., fo iſt: 


— ı — ——— 7, 
S=5n:&5 and = 7, 3 A 
A. 840. 


842. Für jedes Dreieck iſt daher: 
5! La 2 A 
A. 790. + 


4ER SZ 


* 


83. r riu — 4 R. cos? — 
Uhr — 4R. cos? 7 


Zuſ. Fat 4K, 
%. 798. | 


Anmerkung. Man vergleiche den früher in A. 788 angedeuteten Beweis deffelben 
bemerkfenswerthen Satzes. 


844. Für ein in A rechtwinkeliges Druie hat man: 
a) > rt=7R, alfo 
auch ri Frhr L2Rer+äR, oder 
b)r!=r- 2 R, und deshalb - 
e)t=er+ rl, nl 
A. 843. 


Anmerkung. Man vergleiche X. 122, 


>u 
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845. Iſt der Winkel A cines Dreiedd ABC ein Rechter, und der Winkel B dop— 
yelt fo groß als C, fo iſt: 
ML ro 2 R 
+ reto3R 
N=rltLR=r+2R 
rin R—r 


846. Sind D, E, F die Zußpuncte der Höhenperpendifel eines ſpitzwinkeligen 
Dreiecks, fo iſt: 
ADEF=2c0sA.cosB.cosC. & 


A. 793. Zug A. 795. 
Frage: Wie folgt aus unſerm Sage, daß in einem gleichſeitigen Dreieck: 
A=4. A DEF? 


A:ADEF=R:p 


uf. Daher ift auch: 


%. 796. 

847, Nimmt man auf jeder der Seiten eines Dreieds ABC, oder auf ihrer Ver— 
längerung einen beliebigen Punct, verbindet denfelben mit der Gegenede und bezeichnet die 
eine Ternion der getrennten Seitenftüde (A. 354) mit a!, bF, c*, die andere mit a", 
Din ce, ihre Gegenwinfel aber beziehungsweife mit A!, B!, C!, und Alt, Bit, CH, 
o iſt: 
at. bI,c!: alt,pUE,cH — sin Al. sin Bi, sin CH — sin AU, sin BIT. Gt 

uf. 1. Daher ift für den Fall, wo die drei Tranöverfalen einen gemeinjhaftli« 
chen Durchſchnittspunct habın, sin AT. sinBT. sinC! = sin A”. sin BT, sin CH 

uf. 2. Umgekehrt, zicht man in einem Dreick drei Tranöverfalen fo, daß 
sin AT. sin B'. sin Cl = sin A!T., sin BT. sin CH 
fo haben diefelben bei hinreichender Verlängerung einen gemeinfhaftlihen Durchſchnitts- 
punct. 

Zuſ. 3. Einen gemeinshaftlihen Durchſchnittspunct in jedem Dreieck haben daher : 

a) die drei Geraden, welde die innern Winfel balbiren, u 

b) je drei foldhe Gerade, von denen zwei zwei Außenwinfel halbiren, die dritte den 
nicht anliegenden innern Winkel ; 

c) die Höhenperpendifel jedes Dreieds. 

848. Zieht man in einem Dreieck drei Transverfalen fo, daß fie einen gemein- 
ſchaftlichen Durchſchnittspunct haben und zuglid A=Bl=C!, oder All — B' 
— C!1 (X, 546), fo bat ver Winfel A! im erftern Fall diefelbe Größe, wie All im 
zweiten Fall; es ift nämlich 

cotg Al = cotg AT — cotg A + cotg B + cotglü 
%. 198, 3uf. 1. — A. 802. 
uf. Unter biefer Vorausfegung ift daher auch: 
cosec? Al = cosec? A -+ cosec? B 4- cosec? C 

849, Bicht man aufer einer der beiden im vorigen Sage genannten Ternionen 
von Scyeitellinien noch eine zweite, und zwar fo, daß je zwei von derfelben Ede aus— 
laufende Transverſalen einen Winkel (9) von derfelben Größe mit einander bilden, fo 
ift, wenn man die gegenfeitigen Durchſchnittspuncte diefer zweiten Ternion mit G, H, 
J, den Winfel AT, BT, C! ver erften aber mit a, bezeichnet: 

3 2 
Acu= (72) .A 
sın & 

850. Zieht man außer der im vorvorigen Sage näher bezeichneten Ternion noch 
zwei andere, von denen die zu der einen gehörigen Linien einzeln ſenkrecht auf den zur 
erften gehörigen ftchen, die der dritten aber ſenkrecht auf den Seiten des Urdreieds, und 
jede Zernion bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt verlängert, fo it das von der zweiten ges 
bildete er um das Urpreied größer, als das von der dritten gebildete. 

. 849. 
851. Zieht man in einem Dreick drei Trandverfalen fo, daß jede mit dem von 
—— 
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eben diefer Ede auslaufenden Höbenperpendifel einen Winkel von derfelben Größe (w) 
bildet, und bezeichnet die Durchſchnittspuncte je zweier dieſer Transverfalen mit G, H, 


J, ſo iſt: 
AGCHI=45sn?9.AÄ 

uf. Diejenigen Tranöverfalen eines Dreieds daher, welde die Gegenfeiten der 
Eden, von denen fie auslaufen, unter Winfeln von 60° ſchneiden, bilden ein Dreied, 
welches dem Urdreieck congruent ift. 

852. In jedem Biere wird durch das Product zweier zugeordneten Seiten und 
des Sinus von dem Winkel, unter weldem fie fi (werlängert) ſchneiden, der doppelte 
Flähenunterfchied der beiden Dreiede dargeftellt, welche die beiden andern Paare zus 
geordneter Seiten bilden. 

X. 229, 

uf. 1. Daher wird der Fläcdenraum eines jeden Vierecks dargeftellt durch Die 
Hälfte des Productes aus feinen Diagonalen und dem Sinus des Winkels, unter wel- 
chem fie ſich fchneiden. 

3uf. 2. Jedes Parullelogramm wird durch die beiden Diagonalen in vier gleich- 
flächige Dreiede zerlegt. 

853. Zieht man von jeder Ede eines Dreiecks aus zwei Gerade jo, daß fie mit 
den von eben diefer Ede auslaufenden Dreiedsfeiten gleiche Winfel bilden (CAJ = BAK, 
ACJ = BCH, CBN = KBA Fig. 156), verlängert je zwei von den Endpuncten ders 
felben Dreiedöfeite ausgehende Gerade bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt, und verbin- 
det diefe Puncte mit den ihnen gegenüberftehenden Eden des Urdreieds, fo haben dieje 
drei Berbindenden ftet einen gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct, und außerdem iſt: 

AJ.BK.CH= AK.BH. (Cl. 


854. Erflärung. Die Winfel, welde die Seiten eined Vielecks mit einer in 
deifen Ebene gezogenen feften Are bilden, Fann man offenbar dadurch erhalten, daß man 
durd ſämmtliche Spisen des Bieleds Parallelen mit diefer Are zieht. Aber jede diefer 
Paralleten ſchneidet in der Spige, durd welche fie gezogen ift, zwei Bieledöfeiten und 
bildet mit jeder derfelben vier im Allgemeinen an Größe verfhhiedene Winfel (wenn man 
nämlich die außerftumpfen und außerjpigen Winkel mit in Betracht zieht). Mit Recht 
entfteht daher die Frage, welder von den acht an jeder Vielecksſpitze gebildeten Winkeln 
ift ed, dem man den Vorzug vor den Übrigen geben muß, wenn man zulest fol behaup⸗ 
ten dürfen, man fei bei der Beitimmung der Winfel, welde die Bieledsfeiten mit der 
feiten Are bilden, mit vollfommener und durdgängiger Gleidhförmigkeit zu Werke ge: 
gangen? Zu diefem Ende muß man zuvörderſt unterfheiden den Anfangspunct 
und den Endpunct jeder Seite. Hätte man z. B. das beliebige Bieled ABC .... 
MN, in welchem die auf einander folgenden Seiten AB, BC, CD..., MN, NA find, 
und betrachtete A als den Anfangspunct der Seite AB, fo wäre B der Endpunct eben 
diefer Seite, aber zugleih au der Anfangspunct der nächſt folgenden BC, u. ſ. f., fo 
daß A,B,C,D.... M, N die refpectiven Anfangspuncte der erften, zweiten, drit— 
ten ...... legten Seite, dagegen B, C, D.... M, N, A die Enppuncte eben die— 
fer Seiten find. Die Gleihmäßigfeit fordert es nun offenbar, daß man die Parallelen 
mit der Are für ſämmtliche Seiten zugleich entweder durch ihre Anfangspuncte oder 
durch ihre Endpuncte zieht ; demnad gehört jede Parallele nur zu einer der beiden Biel: 
ecksſeiten, die fie in der Spise, durch welche fie gebt, ſchneidet; und der geſuchte Win- 
?el kann natürlich audy nur einer der vier fein, welche diefe beiden Geraden mit einan= 
der bilden. Erklärt man ferner mit von Münchow (Trigonometrie S. 12) Winkel 
zweier Geraden, als die Größe derjenigen Drehung, wodurd eine durch den Scheitel nad) 
der einen Seite begränzte Gerade in der Ebene des Winfels von der Lage des einen Win« 
kelſchenkels zur Lage des andern ftets vorfdpreitend gelangen kann, fo iſt zur Erlan« 
gung vollfommener Gleichmäßigkeit auch das nothwendig, daß die die Größe der einzel 
nen Winkel beftimmende Drehung bei allen auf ganz gleiche Weife gefhehe, indem man 
den mit der Are parallelen und alſo für alle Winkel feiner Lage nad conjtanten 
Schenkel und zwar nad derſelben Richtung 5. B. aufwärts von der linken zur vedten 
Hand ſich drehen läßt, bis er zur Lage des andern Schenkels (der Bieledsjeite) gelangt. 
Die auf diefe gleichmaͤßige Weife beftimmten Winfel zwoifchen den Seiten eines Vielecks 
und einer in feiner Ebene gegebenen feften Are wollen wir der Kürze halber Axenwin— 
Feldes Bieleds nennen, und fie in Axenwinkel erfter und zweiter Glaffe theilen, je 
nachdem die Anfangspuncte der Vielecksſeiten oder deren Endpuncte ihre Scheitel find. 
Ein Beifpiel mag das Gefagte verdeutlihen. Hat man z. DB. das Dreicd ABC und 
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die feite Are MN (Fig. 154), fo find unter den vorher gemachten Worausfegungen die 
drei Arenwinfel erfter Glaffe, der fpige DAB, der jtumpfe FBC, und der außerfpige 
HCA ; die zweiter Glaffe dagegen: der außerjtumpfe FBA, der auferfpige HCB, und 
der jtumpfe DAC. Hätte man feftgefegt, daf die die Größe der Winkel beftimmende 
Drehung des mit der Are parallelen Schenfels zwar wie vorher aud von der linken zur 
rechten, aber nit aufwärts, fondern niederwärts erfolgen folle, fo würden die Axen— 
winfel erfter Glaffe gewefen fein: der außerfpise DAB, der auferftumpfe FBC und der 
frige HCA; die Axenwinkel zweiter Glaffe aber: der jtumpfe FBA, der fpige HCB, und 
der außerftumpfe DAC. Der Anfänger wird nun leicht zu beftimmen im Stande fein, 
weldye von den in unferer Figur vorhandenen Winfeln die Arenwinfel der einen und an— 
dern Glaffe gebildet hätten, wenn man der Drehung der mit der Are parallelen Schen— 
kel die Richtung von der rechten zur linken Hand und zwar entiveder aufwärts oder un: 
terwärts vorgeſchrieben hätte, 
Anmerfung. Biele Unterfuchungen über Mentyinter verlieren an, Allgemeinheit 
gar nichtd, wenn man fich Dabei blog auf eine Elaff iR B. die erfte befchränft ; denn 
ie Art, wie, jeder Axenwinkel der einen Elaffe von feinem entfprechenden der andern 
abhängt, it fo einfach, daß man in den meilten Fällen Ausdrüde, weiche Eigenichaf: 
ten von Winkeln der einen Etaffe darſtellen, mit der größten Leichtigkeit fo umformen 
kann, daß fie für die Axenwinkel der andern Elaffe gelten. Jr nämlich in unferer 
ig. 154 W. DAB Axenwinkel erfter Elaffe für die Seite AB, fo ift der zweiter Elaffe 
ür eben diefe Seite der außerfiumpfe FBA, atfo, bezeichnen wir den erftern mit o, den 
andern mit, B= 2 R + x; wenn dagegen « = dem auferfpigen DAB, fo wäre 


B=FBA = — (2R— u), wärea — BAE, fo hätte man 3 — dem aufer: 
fpigen GBA = 2 R + «, und wenn endlich x = dem aufßerftumpfen EAB, fo 
it B = dem fpigen GBA = — (2? R — a), alfo in allen vier Fällen sina — 
— sin ßB, und cos « = — cos ß. Daſſelbe läßt fih auf diefelbe Weife für 


die übrigen Seiten beweifen. Alſo nicht3 weiter als eine Umkehrung der Vorzei: 
chen_der einzelnen Glieder ift nörhig um Ausdrücde, in denen die Sinuffe und Eos 
finuffe von Arenwinfein_der einen Elaffe vorfommen, im die entiprechenden für die 
Arenwinfel der andern Elaffe geltenden zu verwandeln. E3 wird daher auch in den 
folgenden Sägen immer nur von den —— der erſten Claſſe die Rede ſein, wie 
wir außerdem' die anfänglich gemachte Vorausſetzung beibehglten, nach welcher dieſe 
Winkel als Durch eine Drehung, der mit der Are parallelen Schenkel von der linken 
zur vechten Hand hin aufwärts entſtanden betrachten werden BEE 
855. Im jedem Dreieck ift die Summe der Producte, von denen jedes eine Seite 
und den Sinus des zugehörigen Axenwinkels (erfter Glaffe) zu Factoren bat, glei Null, 
alfo wenn die Seiten durd a, , Ay, A, , Die zugehörigen Axenwinkel vefpective durd) 
%y 5 &y, &, bezeichnet werden, fo ift immer: 
a, .sina, + a, - sina, ta, . sina, = 0 
Beweis. Fälle aus den Endpuncten der Seiten Senkrechte auf die durch ihre An— 
fangspunete mit der Are gezogenen Parallelen, bier BK, CL, AO; nun iſt offenbar: 
CL 


AO — BK + 
a, . sm ACO = a, sin BAK -- a, sin CBL 
— a, sin oa, = a, sina, + a, siu a, 


alfo a, sin a, + a, sina, ta, sina, = 0 
uf. 1. Sind B,, Ba, B; die den Seiten a, , a,, a, zugehörigen Axenwinkel 
zweiter Glaffe, fo ift: a, sin ß, + a, sin ß, + a, sin B, = 0 
uf. 2. Steht eine der Dreiedöfeiten 3. B. a, ſenkrecht auf der Are, fo wird fie 
durch das zu ihr gehörige Höhenperpendikel in zwei Segmente geteilt, von denen das 
eine, an a, angränzende = — a, sin &,, und das andere = — a, sin a, iſt. 
856. In jedem Dreieck ift die Summe der Producte, von denen jedes eine der 
Seiten und den Gofinus des zugehörigen Arenmwinfels zu Factoren bat, gleih Null, alfo, 
nad der vorher eingeführten Bezeichnung : 
a, cos a, + a, cos ©, + a, cos a, — 0. 
Beweis, Zieht man auf die gegebene Are eine zweite ſenkrecht, und bezeichnet die 
zu ihr gehörigen Arenwinkel der Dreiedsfeiten mit yu, Ya, Ya, lot: 
a, siny, + a, sin y, + a, sin y,=0, aber es ijt nun im- 
mer entweder y, — %&, + 90° oder y,=«, + 270°, und daffelbe gilt von y, und y,, 


alfo jedenfalls . 
sin y, = + cos a, , sin y, = + cos o,, sin yy = + cos o,, 


fo daß in allen drei Gleihungen zugleidy entweder die obern oder die untern Vorzeichen 


gelten, alſo aud : 
a, cos a, + a, cos a, + a, cos u, = (0. 
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uf. In jedem Dreicd ift daher: 

a, sina, + a,sina, + a, sina, =a, siuß, + a, sin ß, + a, sin B, = 
a, cos a, + a, cos a, + a, cosa, = a, cosß, + a, cos ß, + a, cos ß, 

857. In jedem ned it die Summe der Producte, von denen jedes eine der n 
Seiten und den Sinus des zugehörigen Arenwinkels zu Factoren bat, glei Null, alfo: 

a, siaca, ta, sina, ta, sona, +..... + an sin oa =0 

Anleitung zum Beweiſe. Das gegebene ned ſei ABC.... MN; durd die Dias 
gonaten AC, AD, AE, ... AM zerlege man es in Dreicde, wende auf jedes 
den in 855 erwiefenen Sag an, und addire die fämmtlidyen ſo erhaltenen Gleichungen. 
Bei diefer Addition heben ſich alle diegenigen Glieder, in denen die Diagonalın als 
Factoren erſcheinen, gegenfeitig auf; denn jede Diagonale gehört zwei Dreieden als 
Seite an, und zwar der eine ihrer Gränzpuncte als Seitenanfangöpunct dem einen und 
der andere dem andern Dreied ; jede Diagonale erſcheint alſo zweimal unter jenen Facto⸗ 
ren, und zwar das einemal multiplicirt in den Sinus ihres Axenwinkels erfter Claſſe, 
das zweitemal in den Sinus des Axenwinkels zweiter Glaffez die Sinuffe von je zwei 
ſolchen Winfeln find nun gleidy aber entgegengefegt (854, Anm.) ıc, 

858. In jedem ned iſt: 

a, cos a, + a, cosa,-+a,cosa, +.... + a, coa, = 0 

Beweis. Wird chen fo aus 856 hergeleitet, wie der Beweis des vorigen Gates 
aus 855. 

859. Bezeichnet man jeden der Winkel, melde eine der Seiten eine belichigen 
Bieleds gleichmäßig mit allen übrigen bildet, durch die beiden den betreffenden Sei- 
ten zugehörigen Stellenzeiger, fo daß 3. B. der Winkel, welden an und ar mit einan- 
der bilden, durch (n,r) dargeftellt wird, jo iſt: 

a, =a, cos (1,2) + a, cos (1,3) + a, - cos (1,4) + ..... + a, cos (1,n) 
a, = a, cos (1,2) + a, cos (2,3) + a, cos (3,4) + ..... + a, cos (2,0) 


a, = a, cos (lu) + a, cos (An) + -.... + a, — cos (nu — 1,n) 

Beweis. Betradhten wir AB (Fig. 155) ald Are, fo ift: 
a, cos0O + a, cosa, ta, cosa, + a, cosa, Fa, cosa,ta,cosa,=0 
Iſt nun W. ABC = (1,2), fo verlangt es die Gleihmäßigkeit, daß W. DCO 
= (1,3), der außerfpige QDE = (1,4) , der auferfpige REF — (1,5) und der aus 
ferftumpfe SFA = (1,6), alfo @, = 180° — (1,2), 0, = 180° — (1,3), 0, = 
540° — (1,4), a, = 540° — (1,5) und &, = 540° — (1,6), aljo cos a, = — 
cos (1,2), cos a, = — cos (1,3), cos a, = — cos (1,4) u, ſ. w., mithin 
a, = a, 00s(1,2) 4 a, cos(1,3) + a, cos(1,) + a, cos (1,5)-+ a, cos (1,6) 
und fo bei jedem andern Vieleck. 

860. In jedem Vieleck ift: J 
a, = a; + a; +...+ an — 2a,a, cos (23) — ?a,a, cos (2,4) —.... 

— 22. —1 a, cos (u— 1, n) 

Anleitung zum Beweife. Multiplicire die n Gleihungen des vorigen Satzes re— 

fpective durd a), Ag... a, , Und ziehe von der erften Die Summe der übrigen ab. 


851. Bildet man aus ſämmtlichen Seiten eines Bieleds die Binionenproducte, und 
multiplieirt jedes derfelben durd den Gofinus des von den beiden Factoren gebildeten 
Winkels, fo iſt die Summe der fo entftandenen Producte halb fo groß als die Quadrate 
fumme aller Seiten. 

A. 860. 

862. Wird jede Seite eines necks Über ihren Anfangspunct hinaus verlängert, 
und werden die dadurch entftandenen Außenwinkel beziehungsweile durch w,, @,, @z » ... 
©, brzeihnet, fo daß alfo &, und w, die Bieletsfpige A zum gemeinfhaftliden Scheitel 
u. ſ. w. haben, fo ift ftets: 
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a = A, 
=o,+t0%ı 


,=u, + 0% 


a, = On 7 n—1 
uf. 1. Nimmt man eine der Bieledöfeiten ſelbſt z. B. a, zur Axe, fo wird of: 
fenbar «, = 0, , alfo: 
a, = 6; 
a 
s=-, +, =0,+%,+0ı 


„=, tr. -ı=- a, #9. -ıt ©. _2+:-- 0, +0, = 360° 
uf. 2. In jedem ned ift daher: 

a, sino, + a, sin (ao, + o©,) + a, sin (wo, +0, + 08,) +:-+ 

” an_q sin(o, 4+-.. + %.—ı) = (0 

a,sin@, + a, sin(o, + o,) ta, siu (o, +, + o)+.-- + 

a, sin(o, +... 0,) = 0 


a, sino, ta, su (o, + o,) + a, sin (@, + oe t+o)+...+ 
a,_ gs, + ---0,_)=0 

uf. 3. Eben fo ift in jedem ned: 
a, cos0, +a,cos(w, +%,)+.....-+a,„_, cs, +®, +---+%,_ı) 
+, —=0 
a, cos . 4 a, cos (tw) +..... + a,-cos(a, + ....0,)t+a, = 0 


a, coso, + a,cos (ou, + 8) + ----+2,_2c08 (wo, +8, F . ) 
a = () 
n—1 
Anmerkung. Die beiden in den zwei legten Zufägen enthaltenen bemerfendwer: 
then Säge, welche man als die Srundlage der gefanimten Doiygonometcie anfehen 
kann, wurden fait gleichzeitig von Andreas Lexell in Petersburg und von Simon L’Hui- 
lier in Genf gefunden; jener machte, und zwar etwas früher ald L’Huilier die gefun: 
denen Reſultäte in zwei Abhandlungen bekannt, die fich unter dem Titel „de reso- 
lutione polygonorum rectilineorum“ im 19ten und 20ten Bde Der Novi Commentarii etc. 
befinden ; L’Huilier gab ein ſelbſtſtändiges Buch über den “Begenkanp heraus, nämlich : 
„Polygonometrie ou de la ınesure des figures rectilignes etc. Gen. et Par. 1789 in 4. 


863, Bezeichnet F den Flädhenraum eines Biereds, und bleibt im Uebrigen die 
Bezeihnung ganz diefelbe, wie in den frühern Sägen, fo ift: 
2F=a,.a, sino, + a,a, - sin (0, + 0.) + a,a, sin w, 
= a,3, sin @, + a,a, - sin (wo, + %,) + a,a, sin wo, 
= a,a, . sin @, + a,a, . sin (wo, + o,) + a,a, sin o, 
— 2,2, sin @, + 3,2, sin (o. + oo) + a, - a, - sin o, 
Anleitung zum Beweife. Es fei ABCD das Biered ; ziehe die Diagonale AC, fo 
iſt 2 F= a,a, sino, + a,a, . sin o,. 
Es ift aber auch (X. 862, Zuſ. 2) 
a, sin @, + a, sin (0, + @,) + a, sin (0, + 0, + 0) = 
a, sin o, + a, siu (0, + w@,) — a, sino, = 0, alio 
a, .sino, =a, sinw, + a, sin (wo, + w,) 
a,a, sino, = a, .a, sin w, -+ a,a, sin (wo, + ®,) 
a,a, sin @, + a,a, inwa, — 2F = a,a, sin wo, + a,a, sin (wo, + @,) 
a,a, sin @, 
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Frage: Bon welchem befannten Dreiecksſatze kann der vorftehende als Erweiterung 
angeſehen werden ? 
864. Bezeichnet F den Flächenraum eines beliebigen Fünfecks, fo ift: 
2F = a, sin o, + a,a, sin (w, + @,) + a,a, sin (a, + 0, + %@,) 
+ 2.2, sin o, + a,a, sin (wo, + ®,) | 
+ 35a, sin o, 
= a2, sin 0, + aaa, sin (w, + o,) + a,a, sin (w, +e,+o,) 
+ 2,2, sin o, + a,a, sin (wo, + w,) 
a,a, sin W, 
etc. 
Anleitung zum Beweife. Dem vorigen Sage zufolge ift offenbar : 
2F= au, sino, + aa, sin (w,+ w,) + a,a, sin 0; + a,a, sin w, 
Es ift aber auch (862, uf. 1) 
a,sino, + a, sin (o, +0o)+ a, sin (w +0, +0) + 
a, sin (G, +0, +0, + u) = 
a, sin ao, — a, sin (ox— + w + @,)—a, sin (wo, + 0,)—a, sno, — 0, 
alſo: 
243, sin ts = aio, sin (0 +0; 4+%,) + aa, sin (o, +w,) 4 aa, sin O4 
mithin; 
2F = a,a, sin w, + a,a, sin (0, + 0;) + aa, sin (w + 0, + 0,) 
+ a,a, sin o, + a,a, sin (wo, + ®,) 
+ a,a, sin w, 
865. Allgemein, bezeichnet F den Flächenraum eines beliebigen ned, fo ift: 
2F=a,a,5ino,+ aa, sin(w +0,) +... +a,a,_ısin(&, +... 2-1) 
+ 222; sino; +aza, siu(w, tw, )+-.. +a3a,_,sin(w,t+... 0_1) 
+a;,a,sinw, + :....:......+ aa, _,-sin(w, +... 1) 


+%,_3: 9, — ı . Sa — 

Anleitung zum Beweiſe. Es iſt ein fogenannter (uf 1) Beweis, durch welchen 
man die Nichtigkeit dieſes allgemeinen Satzes darthut, d. h. man zeigt, daß der Lehrſatz 
für ein (mn I)e richtig bleibt, wenn er für ein ned richtig iſt. 

du diefem Ende ziehe man in dem (n-}1)e diejenige Diagonale, welde die An— 
fangöpuncte der erften und nten Seite verbindet; dadurd wird das Viele zerlegt in 
ein ned und in ein Dreieck; die (n — 1) erften Seiten von jenem find a, , Ur 
an — 1, zwei Seiten des legtern a, und a, +. Angenommen alfo, unfer in Rede 
ftehender Lehrſatz fei für ein ned richtig, jo hat man fofort : 
2F=aa,sna,-+..... + 3a, _ sin (wt-...%_1) 

a,a, sinw, +... 
+ an — 1 9a sin 0 
+ yo, +1 

Es ift nun aber (862, uf. 1) 

an 41* Sin G 4 ta Sina, 4, +%,)-+a, sin (6 1 . ..... 
a, Sin (G.1 P . · . — 

au41* vin 47 2,5 ul, ++... 0a, · Sina...) — re. 
— a,_j * sin 0. 
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alſo auch: 
aa 41* MR, + aa, -Sin(w, +0; :::0,) -a,an sin (a, +... 0) +. 
ta, _ı2, ; sin o, 
und mithin: 
2F=a,,.sino, +a,a,sin(o, +@,) +... + aa, - sin(w, +... 0,) 
+ 323, 5n0, +. · . . + aa, sin(w +... ©,) 
+aa, snow, +:-... + aa, sin(wo, +: · · ®,) 


+ a, _1%, ; Sin o, 

Anmerkung 1. Bon diefem Satze geht L’Huilier in feiner Polygonometrie aus und 
leitet aus ihm die beiden Säge her, die in den beiden Zufägen zu 862 mitgerheitt 
worden find. 

Anmerkung 2. Für fämmtliche im Borhergehenden entwicelte Säge, in denen die 
Außenwinkel von Birleden in Betracht kommen, muß ausdrüdtich bemerkt werden, 
dag unter Außenmwinfeln folche verfianden werden, von denen jeder den ihm anlie— 
renden (innern) Vieleckswinkel au zwei Rechten ergänzt; für jeden Vieleckswinkel atfo, 
be größer als zwei Nechte ift, ift der zugehörige Außenwinkel negativ. 
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Bon den Ebenen, befonders von der gegenfeitigen Lage und 
den Durchſchnittslinien derfelben. 


—“ 


414. Erklaͤrung. Eine Gerade (FE Fig. 193) Heißt ſenkrecht 
auf einer Ebene (RS), wenn fie ſenkrecht ift auf allen Geraden, die in 
der genannten Ebene liegen und fich in dem Puncte fchneiden, in wel: 
chem die Gerade der Ebene begegnet. 

Eucel, XI, Erkl. 3. — L. G. V, Erkl. 1. 

Anmerkung. Man erinnere ſich der früheren in 3 und 15 aufgeftellten Erklärun— 
gen von gerader Linie und Ebene. Aus ihnen folgt unmittelbar, daß jede Gerade ganz 
in einer und derfelben Ebene liegt. In vielen Lehrbüchern finden fi noch beſondere Be— 
weiſe für die Nichtigkeit dieſes Satzes. 

Eucl. XI, 1. — L. G. V, 

415. Erklärung. Wenn eine Ebene (AV Figg. 194 und 195) 
auf einer andern (PO) fteht, oder diefelbe fchneidet, fo wird die gerade 
Linie CUV), welche beide Ebenen gemein haben, ihre Durchfchnitts« 
linie genannt. | 

Eucl. XI, 3. ’ 

Anmerkung. Diefe Erklärung nimmt ohne Weiteres an, daß die Durchſchnittslinie 
zweier Ebenen feine andere als eine Gerade fein kann, weil dieß augenfcheinlid und un— 


mittelbar aus unferer Erklärung von Ebene folgt, Andere beweifen dieß noch befonders. 
Eucl. XI, 3. 


416. Erklärung. Eine Ebene (AV Fig. 194) fteht fenkrecht 
auf einer andern (PQ), wenn die Geraden, welche in der einen Ebene 
liegen und fenkrecht auf der Durcchfchnittslinie ftehen, zugleich auch fenk: 
recht auf der andern Ebene find. 

Eucl. XI, Erf. 4. — L. G. V, Erkl. 5. 

417. Erklärung. Die Neigung einer Geraden (FC Fig. 196) 
gegen eine Ebene (PO) ift derjenige Winkel (FCE), welchen diefe Se: 
rade felbft mit derjenigen (EC) bildet, welche man in der Ebene von 
dem Puncte (C), wo ihr die Gerade begegnet, nady dem Fußpuncte 
(E) der Senkrechten (FE) zieht, die von dem andern Endpuncte (F) 
der in Rede ftehenden Geraden auf die Ebene gefällt wird. 

Eucl. XI, Ef. 5. — L. G. V, 17. 

418. Erklaͤrung. Der Neigungswinkel zweier Ebenen AV und 
PQ (Fig. 195) iſt der Winkel (BEF), welchen zwei Gerade mit ein— 
ander bilden, die in der einen und andern Ebene liegen und deren 
Durchfchnittslinie in demfelben Puncte und unter rechten Winkeln 


fchneiden. 
Euel. XI, Grft. 6. 
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419. Erklärung. Zwei Ebenen heißen parallel, wenn fie nach 
allen Seiten unbegrängt erweitert werden können ohne fich jemals zu 
begegnen, eben fo heißt eine gerade Linie einer Ebene und diefe jener 
‚ parallel, wenn beide niemals zufammentreffen. 

Eucl. XI, 8. — L. G. V, Erfl. 3. 
420. Lehrſatz. Jedes Dreieck liegt ſtets mit feinen ſaͤmmtli— 


chen Seiten und Ecken in derſelben Ebene. 
Eucl. XT, 2. 


Deweis. Wird daraus hergeleitet, daß fih durch jede Gerade 
unendlich viele Ebenen legen laflen. 

Zuf. 1. Durch) drei ganz beliebig im Raume angenommene Pun: 
ete kann man ftets eine Ebene legen, und die Lage diefer Ebene ift, fo: 
fern die drei Puncte nicht in gerader Linie liegen, vollkommen beftimmt. 

Zuf. 2. Zwei Gerade, die fich fchneiden, liegen ftets in derfel: 
ben Ebene. 

Eucl. XI,2 — L. G. V, 2. 

Zuf. 3. Durch die Lage zweier fich fchneidenden Linien ift auch 
zugleich die Lage einer Ebene beſtimmt. 

.6. V,% 


421. Lehrſatz. Steht auf jeder von zwei fich fchneidenden Ge: 
vaden (Ab, CD Fig. 193) in ihrem Durchfchnittspuncte (LE) eine dritte 
(FE) fenfrecht, fo iſt diefe leßtere fenfrecht auf der ganzen durch die 
beiden erftern beftimmten Ebene. 

Eucl. X1,4. — L. 6. V, 4 

Vorbereitung zum Beweife. Nimm AE=EB, DE EC, ver: 
binde A mit D und B mit C, ziehe in der Ebene RS durch den Punct 
E die beliebige Gerade PQ, und zeige, daß auch auf ihr FE fenk 
recht ift. 

Bew.1. AAEFI ABER, ADEF® A CEF, und AAEDI ABEC 

2. AAFDIABFC und AAEPD A EBQ 

3. AAFP D&D ABFQ 

4. APEF& AUQEIF. 

Zuf.1. Durch einen und denfelben Punct, mag er in einer Ebene 
oder außerhalb derfelben liegen, laͤßt ſich nur eine einzige Gerade zies 
hen, welche fenfrecht auf der Ebene fteht. 

Euecl. XI, 13. — L. G. V, 4, Zuſ. 2. 

Zuſ. 2. Unter allen Geraden, die fih von einem Puncte (F) au: 
ßerhalb einer Ebene nach derfelben ziehen laffen, ift die Senkrechte (FE) 
die fürzefte. 

L.G.V,4, auf. l. 

Zuſ. 3. Unter den nicht Senkrechten dieſer Linien (wie Fa, FB 
Fig. 193) ſind diejenigen von gleicher Laͤnge, welche der Ebene in Pun— 
cten begegnen, die gleiche Entfernung vom Fußpuncte der Senkrechten 
haben, und welche daher auch mit der Senkrechten ſelbſt gleiche Win— 
kel bilden. Der geometriſche Ort fuͤr die Fußpuncte aller ſolchen gleich 
langen Geraden, die von demſelben Puncte außerhalb einer Ebene ge— 
zogen werden, iſt daher die Peripherie eines in dieſer Ebene von dem 
Fußpuncte der Senkrechten als Mittelpunct beſchriebenen Kreiſes, und 


Fr 
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umgekehrt. — Bon zwei nicht fenfrechten und ungleichen folcher Se: 
raden ift diejenige die kürzere, deren Fußpunct die kleinere Entfernung 
vom Fußpunct der Senkrechten hat, und die daher auch mit diefer letz⸗ 
tern felbft einen Eleinern Winkel bildet und umgekehrt. 

L. G. V, 5. 

Zuf. 4. Jede Ebene ift fenfrecht auf einer andern, wenn fie durd) 
eine Gerade gelegt ift, die auf diefer zweiten Ebene fenkrecht fteht. 

Eucl. XI, 18. — L. GC. V, 18. 

Zuf. 5. Fällt man aus einem Puncte (B Fig. 194) einer Ebene 
(AV), die auf einer andern (PQ) fenkrecht fteht, auf diefe leßtere eine 
Sentrechte (BD), fo liegt deren Fußpunct (D) flets auf der Durch: 
fehnittstinie (UV) beider Ebenen; und umgekehrt, fällt man in einer von 
zwei auf einander fenfrechten Ebenen ein Perpendifel auf die gemein: 
fchaftliche Durchfchnittstinie, fo iſt diefes fenfrecht auf der ganzen ans 
dern Ebene; fo wie jede Senfrechte, in einem beliebigen Puncte der 
Durchſchnittslinie auf der einen Ebene errichtet, ganz in der andern 
Ebene liegen muß. 

Eucl. XI, 38. 

Zuf. 6. Stehen zwei fich fchneidende Ebenen (AB, CD Fig. 198) 
zugleich ſenkrecht auf derfelben dritten (PQ), fo ift auch ihre Durch— 
ſchnittslinie fenkrecht auf der leßtern Ebene. 

Eucl. XI, 19. — L. G. V, 19. 

Zuf.7. Wenn man von einem Puncte CF Fig. 196) außerhalb einer 
Ebene auf diefe ein Perpendikel (FE) fällt, aus dem Fußpuncte deffel: 
ben eine zweite Senfrechte (CF) auf eine beliebig in der Ebene an: 
genommene Gerade (DJ) zieht, und den Fußpunct (C) diefer zweiten mit 
dem Puncte außerhalb verbindet, fo bildet aud) diefe Verbindende (FC) 
mit der inder Ebene genommenen Geraden rechte Winkel, und umgekehrt. 

422. Lehrſatz. Haben drei Gerade (EA, EG, EC Fig. 199) 
einen gemeinfchaftlihen Durchfchnittspunet und fteht in demfelben auf 
ihnen allen zugleid, eine vierte Gerade (EF) fenfrecht, fo liegen die drei 
genannten Linien in derfelben Ebene. 

Deweis. Indirect. — Läge EA nicht in der durch EC und EG be: 
ftimmten Ebene, fondern würde leßtere von der durch FE und EA ge 
legten Ebene in EO gefchnitten, fo entftände die offenbare Ungereimt: 
heit, daß W. FEA = FEO fein müßte. 

423. Lehrfasß. Zwei Gerade (AB, CD Fig. 200) find paral: 
lel, wenn fie auf derfelben Ebene fenkrecht ftehen; und umgefehrt, fteht 
eine von zwei Parallelen auf einer Ebene fenkrecht, fo ift dieß auch eben 
fo mit der andern. 

Eucl. XI, 6,8. — L.G.V, 7 und 7, 3uf. 1. 

Beweis. Nach 421, Zuf. 5 müffen zwei folhe Sentrechte ſtets 
in derfelben Ebene liegen; man denke ſich diefe Ebene durch fie gelegt, 
und wende nun 421 und 26, Zuf. an. Die Richtigkeit der Umkehrung 
folgt aus 421, Zuf. 4 und Zuf. 5; verbunden mit 25, Zuf. 

Anmerkung. Um alfo eine Senkrechte auf einer Ebene in einem gegebenen Puncte 
zu errichten, kann man fo verfahren, daß man von einem beliebigen Puncte außerhalb 


der Ebene eine Senkrechte auf diefelbe fällt, und mit diefer dur den gegebenen Punct 
eine Parallele zieht. 
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424. Lehrfas. Zwei Gerade (AB, CN Fig. 201), die beide 
zugleich einer und derfelben dritten (EF) parallel find, find, wenn diefe 
leßtere auch nicht mit ihnen in derfelben Ebene liegt, unter einander 
parallel. 

Eucl. XI, 9. 

Vorbereitung. Man lege fowohl durch AB und EF, als durch CD 
und EF Ebenen, fälle von einem beliebigen PuncteG der gemeinfchaft: 
lichen Durchfchnittslinie Senkrechte GH und GK auf AB und CD, ziehe 
HK, und lege durch HKG eine Ebene. 

Beweis. Aus 423. 

425. Lehrfas. Zwei Ebenen (PQ, RS Fig. 204) find paral: 
let, wenn beide auf derfelben Geraden (EF) fenfrecht ftchen. 

Eucl. XI, 14. — L. G. VI, 11. 

Indirecter Beweis. 

Zuf. 1. Alle zwifchen zwei parallelen Ebenen enthaltenen Stuͤcke 
von folchen Geraden, die auf diefen Ebenen fenkrecht ftehen, find von 
gleicher Groͤße. 

Zuſ. 2. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten gefchnit: 
ten, fo find die Durchfchnittslinien parallel. 

Eucl. XI, 16. 

Zuf. 3. Parallele Linien zwifchen parallelen Ebenen find von glei: 
cher Länge. 


426. Lehrfaß. Wenn bei zwei in verfchiedenen Ebenen liegen: 
den Winteln ABC, DEF (Fig. 203) beide Schenfelpaare beziehungs: 
weife parallel find und beide Paare zugleich entweder nach derfelben 
oder nach entgegengefeßten Seiten vom Scheitel aus fortgehen, fo find 
die Winkel gleich und die durch fie beftimmten Ebenen parallel. 

Eucel. XI, 10 um 15. — L. 6. V, 13. 

Vorbereitung. Nimm AB=DE, BC=EF, ziehe AD, BE, CF, 
AC und DEF. 

Beweis. Erxfter Theil. Aus 54 — 424 — 50. 

Zweiter Theil. Indirect durch Hülfe von 425, 3. 3.*) 

427. Lehrſatz. Werden zwei Gerade (AB, CD Fig. 202) von 
parallelen Ebenen (GI, KL, MN) gefchnitten, fo haben je zwei ent: 
fprechende d. 5. zwifchen je denfelben Ebenen liegende Stücke daſſelbe 


Verhältnig zu einander. 
Euel. X1, 17. — L. G. V, 15. 
Beweis. Aus 425, Zuf. 2. 


EEE VOTE 


*) Sowohl bei diefem Sage als bei dem vorhergehenden und bei der Erklärung 
von parallelen Ebenen (419 Habe ich mir eirige Abänderuugen erlaubt, da fte nöthig 
au fein fchienen. Anm. des Leberf. 
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Bon ebenflähigen d. i. Durch ebene Flächen begranzten 
Körpern oder Polyedern. 


Erfter Abfchnitt. | 
Bon Edrperlihen Eden oder Raumecken. 





48. Ertlärung. Ein geometrifcher Körper iſt diejenige 
NRaumgröße, an der ſich alle drei Dimenfionen des allgemeinen Raus 
mes wahrnehmen laffen, deren Gränzen daher Flächen find. 

Eucl. XI, Erkl. 1 und 2, 

Anmerfung. Die Flächen find entweder eben oder krumm; in diefem Buche be= 
traten wir nur folhe Körper, die von ebenen Flächen begränzt werden, die übrigen 
bleiben dem zwölften Buche vorbehalten. Je zwei der verfchiedenen ein Polyeder bes 
gränzenden Ebenen haben eine beftimmte Neigung zu einander, bilden alfo einen Winkel, 
den wir künftig Flähenmwinfel nennen wollen. Diefe Flächenwinkel find natürlid 
verfhieden von ebenen Winfeln, obſchon letztere als Maaße für erftere dienen. 

429. Erklärung. Koͤrperwinkel oder förperlihe Ecke 
oder Raumecke ift ein Winkel, der von drei oder mehrern ebenen 
Winkeln dann gebildet wird, wenn diefe in verfchiedenen Ebenen lie: 
gen aber einen gemeinfchaftlichen Scheitel haben. 

Eucl. XT, Erkl. 11. — L. G. V, Erkl. 6. 

Anmerkung 1. In Fig. 205 beiteht die Raumecke A aus drei ebenen Winkeln CAB, 
CAD, BAD; in Fig. 206 dagegen aus nicht weniger als fünf, GVJ, JVD, DVE, 
EVF, FVG. Daß wenigftens drei ebene Winkel zur Bildung einer Raumecke erfor 
dert werden, fällt von felbft in die Augen. 

Zuf. 1. Die Spigen aller ebenen zu einer Raumecke gehörigen 
Winkel fallen alfo in demfelben Puncte zufammen; und einer der beis 
den Schenkel jedes diefer Winkel ift zugleich auch Schenkel eines der 
an demfelben anliegenden Winkel. Diefe Schenkel der ebenen Winkel 
heißen die Kanten*) der Raumecke, die zwifchen ihnen enthaltenen 
Ebenen aber die Seiten oder Flächen der Eike. So find in Fig. 205 
AB, AC, AD die Kanten, und BAC, CAD, DAB die Flächen der 
Ede A. 

Zuf. 2. Legt man durch einen Punct auf einer der Kanten eine 
Ebene fo, daß fie die fämmtlichen Flächen der Ecke fchneidet, fo bilden 


—— 





*) Daher werden die ebenen Winkel ſelbſt künftig auch Kantenwinkel genannt 
werden. Winter (erh and Anm, des lebert. 
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diefe Durchfchnittslinien ein Vieleck von fo viel Seiten als die Ecke 
Flächen hat; alfo ein Dreieck, Viereck, Fuͤnfeck ꝛc. je nachdem die Ecke 
dreiflächig, vierflächig, oder fünfflächig ıc. ift. 

Anmerkung 2. Diefer Sag ift es, der, nad meinem Dafürhalten, im Wefentlis 
den den Anhalt vom 22ten Sage im eilften Bude des Euclides ausmadt, wenigſtens 
in fo weit, als er von Guclides beim nädftfolgenden 23ten Sase gebraudt wird. 

Zuf. 3. Zwei Raumecken werden daher volllommen gleich und 
übereinftimmend fein, wenn fie ſich in eine folche gegenfeitige Lage brin: 
gen, daß nicht nur ihre Scheitel zufammenfallen, fondern auch ihre 
Flächen paarweife fi decken. Die ebenen Winkel, welche zwei voll: 
kommen gleiche Raumeden bilden follen, müffen alfo glei) fein an Zahl, 
paarweife gleich an Größe, und gleich in Abficht auf ihre gegenfeitige 
Lage d. h. die zu der einen Ecke gehörigen muͤſſen fich in derfelben Orb: 
nung und nach derfelben Seite hin folgen, wie die ihnen entfprechen: 
den Winkel der andern Ede. 

Anmerkung 3. Die ebenen Winkel, welde zwei Naumeden bilden, fönnten paar: 
weife gleich fein, und die Raumecken würden ſich doch nicht gegenfeitig deden, wenn nicht 
die gegenfeitige Lage der ebenen Winkel in beiden Eden vollkommen diefelbe wäre, Man 
vergleihe L. G. V, 23, Anmerk. 

Anmerfung 4. Die zu einer Raumede gehörigen ebenen Winfel können entweder 
alle auöfpringende oder zum Theil auch einfpringende fein d. b. entweder jeder — 2R, 
oder einige aud > 2 R, Man muß beide Fälle wohl von einander unterfheiden, wie 
man aus der Anmerf, zu 431 ſehen wird. 

430. Lehrfag. Wird eine Raumecke (A Fig. 205) aus drei ebe: 
nen Winkeln gebildet, fo ift die Summe zweier immer größer als der 
dritte. 

Eucl. XI, 0. — L. G. V, 21. 

Vorbereitung. BAC fei der größte diefer Winkel; in feiner Ebene 
ziehe man AE fo, daß W. BAE = BAD, und AE — AD; ziehe BEC, 
CD und DB. 

Beweis. BE=BD, alfo CE < CD, und darum W. EAC < 
CAD, alfo auh W. BAD 4 CAD — BAC. 


431. Lehrſatz. Alle die eine Raumecke bildenden ebenen Win: 
fel zufammen find kleiner als vier Rechte. 

Eucl. XI, 20. 

Vorbereitung. Nimm (Fig. 205) auf den drei Kanten die drei 
beliebigen Puncte B, C, D und lege durch fie eine Ebene, fo bildet 
diefe mit den Flächen der Ecke A drei neue dreiflächige Raumecken in 
den Puncten B, C und D. 


Bew. ABC-HABD-+ACB-+ACD-+-ADB--ADC> CBD-LBCD-HCDB 
>?2R 


’ 


alfo BACH CAD-+ DAB AR. 


Anmerfung 1. Unfer Beweis gilt zwar zunädft nur für eine dreiflädige Ede, 
läßt ſich aber leidyt auf jede mehrflädige ausdehnen. Inzwiſchen ift folgender Beweis 
von Glavius allgemeiner. 

Es fei (Fig. 206) V der Scheitel einer beliebigen nflädigen Raumecke; man lege 
durch fämmtlihe Flächen eine ſchneidende Ebene, jo ift diefer Durchſchnitt GFEDJ ein 
ned, deffen Winkfelfumme alſo— 2nR — 4R; in den n Dreieden FVE, EVD ıc. 
ift nun die gefammte Winfelfumme — 2u R, mithin, da die Summe der fämmt- 
lichen Winfel an den Grundlinien unferer Dreicde VFE + VEF + VED ıc. größer 
ift als die Winfelfumme deö necks FEDIG (428), alfo größer 62 nR—AR, fo 
ift die Summe der fämmtliden ebenen Winkel an der Spite <4R. 

Anmerfung 2. Unfer Sag gilt nur. fo lange, ald unter den fämmtlichen Kanten- 
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winkeln, die zur Raumede gehör iner findet, i ie di 
ee 

432. Lehrfag. Nimmt man auf den Kanten einer dreiflächigen 
oder dreifantigen Raumecke drei Puncte (B, C, D Fig. 207) fo, daß fie 
gleiche Entfernung vom Scheitel (A) haben, legt durch fie eine Ebene 
und fällt auf fie aus dem Scheitel eine Senkrechte (AP), fo ift der Fuß: 
punct (P) derfelben der Mittelpunct des Kreifes, der durch die auf den 
Kanten genommenen Puncte geht. 

Vorbereitung. Ziehe BP, CP, DP und zeige, daß fie gleich find. 

Beweis, Aus der Congruenz der Dreiedfe ABP, ACP, ADP. 

Zuf.1. AP, = AC, — CP. 

Zuf. 2. Aus unferm Sage ergiebt fih ein Verfahren, eine drei: 
flächige körperliche Raumecke zu conftruiren, wenn die drei zugehörigen 
ebenen Winkel gegeben find. Es ift folgendes: Schneide auf den 
Schenkeln der drei gegebenen Winkel von den Scheiteln aus Stücke 
ab, die alle ſechs von gleicher Länge find, verbinde je zwei zufammen: 
gehörige, conftruire aus diefen Verbindenden als Seiten ein Dreieck, 
errichte auf feiner Ebene im Mittelpuncte feines aͤußern Kreifes eine 
Sentrechte, verlängere fie fo weit, daß ihr Quadrat gleich dem Ueber: 
ſchuß des Duadrates von der auf den Schenkeln genommenen Länge 
- über das Quadrat des Halbmeflers von dem um das erhaltene Dreieck 
befchriebenen Kreife, fo ift der fo gefundene Endpunct diefer Senkrech— 
ten der Scheitel und die von ihm nad) den Spitzen des Dreiecks gezo: 
‚genen Geraden die Kanten der gefuchten Raumecke. | 

Eucl. XI, 23. — L. G. V, 24. 

Anmerkung. Dieſes Berfahren ift für Naumeden von mehr ald drei Flächen nicht 
mehr anwendbar; darum weil die auf den Kanten, in gleiher Entfernung vom Scei- 
tel genommenen, Puncte (D, E, F, G, J ig. 206) nidt nothwendig in derfelben 
Eben liegen, was bei drei Puncten jederzeit Statt finden muß. Erfüllen fie aber diefe 
Bedingung, fo ſtimmt cine ſolche vielflähige Naumede in Abfiht auf unfern Satz aud ganz 
mit einer dreiflächigen überein. 

L V, 28, Anm, 

433. Lehrſatz. Wenn in zwei dreiflächigen Raumecken (A und 
F $ig. 208) die ebenen Winkel paarweife gleich find (BAC — GEH, 
GFE — BAD, CAD = HFE), fo find auch je zwei entfprechende Flaͤ— 
chenwintel d. h. die Neigungswinfel je zwei folder Ebenen, die durd) 
gwei Dance gleicher ebener Winkel beftimmt werden, von gleicher Größe. 

L. G. V, 23. 

Vorbereitung. Nimm auf zwei entfprechenden Kanten, AC, FH, 
zwei Punete in gleicher Entfernung vom Scheitel, errichte in diefen 
Puncten auf den genanntenn Kanten und in den Ebenen, deren Durch: 
fehnitte fie bilden, die Senfrechten, JK, JL, MN, MO, und ziehe die 
KL und NO. 

Beweis. AAKD AFNN, AAULD A FMO, A AKL 
& A FNO, AKILI A NNO ic. 

434. Lehrfag. Zwei dreifantige Raumecken (A und F Sig. 209) 
find volltommen gleich, wenn ein Paar Kantenwinfel (GFH, MAD) 
nicht nur unter fich gleich find, fondern auch ihre Ebenen gleiche Nei: 
gung gegen die dritten Kanten haben (W.CAE = JFL) und wenn die 
beiden Ebenen, welche durch diefe dritten Kanten fo gelegt werden, daß 


nv 
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fie fenkrecht auf den Ebenen der gleihen Kantenwinkel ftehen, diefe 
legtern Winkel nach demfelben Verhältniß theilen (MAE:EAD —= GFL 
: LFH. 

— zum Beweiſe. Nimm AC — FJ und a— FG; 
fälle aus den Puncten C und J auf die Ebenen der gleichen Kantenwin: 
fel die Senfrechten CE, JL; ziehe GL und ME, verlängere fie bis zum 
Durchſchnitt mit den andern Schenfeln in H und D, ziehe endlich CD, 
CM, JG, JH, AE, FL. Die Winkel CAE und JFL find die Nei— 
gungswinfel der Kanten AC, FJ gegen die Ebenen MAD und GEH. 

Beweis. 1. A FLO A AEC (46) 

2. MAE=GEL und LFH=DAE, da gleiche Groͤ— 
Ben nach gleichem 
Verhaͤltniß ger 
theilt worden. 


3. AAEMD® A FCLund AAED® AFLH 
4. AMECED A GL md ACED I A HU 
5. AFGJI DA AMCund A FG XI AACD 


Alfo GFJ = MAC und JFH = CAD, und mithin die beiden Raumes 
cken volltommen gleich (429, Zuf. 3). 

Zuf. 1. Iſt alfo in einer &bene eine ®eradeMA gegeben, an des 
ren einem Endpunct A als Scheitel eine dreifantige Raumecke conftruirt 
werden foll, die mit einer gegebenen (F) vollkommen gleich ift, fo fälle 
aus einem beliebigen Puncte (J) einer Kante (FJ) der gegebenen Ede 
(F) eine Senfrechte(JL) aufdie durch die beiden andern Kanten beftimms 
ten Ebenen, ziehe in derfelben durch den Fußpunct (L) der Senkrechten 
eine beliebige die beiden Kanten fehneidende Gerade (GLH); alsdann 
nimm ®. MAD — GFH, AM—= FG, AD — FH, ziehe MD, mache 
W. MAE —= GEL, errichte auf der Ebene MAD in E die Senfredhte 
(EC), und verlängere fie fo weit, daß EC — JL wird, und ziehe end- 
lich CA, fo find AM, AD, AC die drei Kanten der gefuchten Raumecke. 

Eucl. XI, 26. — L. 6. V, 24. 

Zuf. . Die Umkehrung unferes Saßes, deren Nichtigkeit von 
ſelbſt einleuchtet, giebt den Zdten Sag im eilften Buche des Euclides; 
nämlich: Wenn zwei ebene Winfel (GFH, MAD) von gleicher Größe 
find und von ihren Spitzen (F, A) aus zwei Gerade (FJ, AC) geyo: 
gen werden, die nicht in der Ebene der Winkel liegen, aber mit ihren 
Schenteln Winkel von beziehungsmweife gleicher Größe bilden (GEF) = 
MAC, JFH = CAD), fo haben diefe Geraden gleiche Neigung gegen 
die Ebenen. 


Zweiter Abfchnitt. 
Bon den ebenflächigen Körpern oder Polyedern. 


435. Erklärung Ebenflähige Körper oder Polye 


der heißen alle diejenigen geometrifchen Körper, deren fämmtliche 
Sränzflähen Ebenen find. 


L. G. VI, Erkl. 1. 
v. Swinden Geometrie. 23 ⸗ 
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Anmerkung 1. Ein Polyeder, das nicht ſonſt ſchon einen beſondern und bekannten 
Kamen führt, wird nach der Anzahl feiner Gränzfläden benannt, fo daß man von vier: 
flächigen, fünffläbigen 2c. Polyedern ſpricht. Daß es kein Polyeder von weniger als 
vier Gränzfiächen geben kann, leuchtet daraus hervor, daß jede Raumecke wenigſtens drei 

tähen erfordert, und zu dieſen erſt eine vierte fie ſchneidende hinzukommen muß, um 
"4 zu einer gefhloffenen Figur zu verbinden, 

Anmerdung 2. Polyeder von gleichviel Gränzflächen Fönnen nod fehr verſchieden 
ſein, nach der verſchiedenen Beſchaffenheit dieſer Gränzflächen z und der davon abhängigen 
Berfchiedendeit der Zahl und Größe der Kantenwinkel, die ſich zur Bildung einer Raum— 
ee vereinigen, Größe der Flächenwinkel ꝛc. 


436. Erklärung. Bezeichnet man eine der Öränzflächen eines 
Polyeders als Grundfläche, fo heißt Höhe des Polyeders die Sent: 
vechte, welche aus der Spiße deffelben d. h. aus der von der Grundflä: 
che entfernteften Ede auf legtere gefällt wird. Hat die Grundfläche 
eine Gegenflaͤche, die mit ihr parallel, fo ift die Entfernung diefer bei- 
den Gränzflächen von einander, das Maaf für die Höhe des Körpers. 

L. G. VI, Erkl. 6, 12. 


Anmerfung. Was alfo für ebene geradlinige Figuren Grundlinie üt, wird für 
ebenflähige Körper Grundfläde, 


437. Erklärung. Inhalt eines geometrifchen Körpers ift 
der von feinen Gränzflächen umfchloffene Raum. Inhaltsgleich 
find alfo zwei Körper, deren Gränzflächen gleiche Räume umfchließen. 


Anmerkung 1. Mande Schriftiteller beftimmen den Begriff der Inhaltsgleichheit 
der Körper folgendermaßen: Zwei Körper, fagen fie, find an Inhalt glei, wenn je 
zwei mit der Grundfläche parallele und in gleihen Höhen genommene Durchſchnitte glei 
find. Sie betrachten dabei diefe Durchſchnitte als die erzeugenden Theile, aus denen die 
Körper gebildet werden, und maden dabei den Schluß : Wenn die erzeugenden Theile 
zweier Körper in dem Grade einander glei find, daß ihre Anzahl für beide Körper 
diefelbe, alle Theile des einen Körpers nicht nur einzeln gleich denen des andern, fon- 
dern in dem einen aud ganz auf diefelbe Weife wie in dem andern unter einander ver: 
bunden, fo find die aus ihnen gebildeten Körper felbft gleich — ein Schluß, deffen Nic: 
tigkeit ſich wohl nicht bezweifeln läßt; aber mit Recht fragt man, find denn in unferm 
alle, die erzeugenden Theile beider Körper au wirklich gleich? Die Schriftſteller, 
von denen wir bier reden, gelangen zu diefer Gleichheit der erzeugenden Theile dadurd, 
daß fie die Anzahl derfelben unendlid groß annchmen, um die parallelen Durdfchnitte 
felbft alö diefe erzeugenden Theile betradhten zu können; fie ſehen alfo die Körper offen- 
bar ald aus dem Uebereinanderlegen unendlid vieler Ebenen entftanden an, — eine Bor: 
— , die mindeſtens ungenau, und mit geometriſcher Schärfe und Strenge unverein— 

ar ift. 


Anmerkung 2. Der Mathematiker berückſichtigt bei dem Begriffe, den er fi von 
einem geometrijchen Körper bildet, nur die Merkmale, die fi auf feine Größe und Ge- 
ftalt beziehen. Bon allen übrigen Eigenſchaften, felbft von den allgemeinjten, ohne wel- 
de wir und jtreng genommen Körper gar nicht denken fünnen, wie 3.3. Undurddring- 
lichfeit, wird dabei ganz abgefehen. Dft wird daher die Annahme gumadt, Daß zwei 
oder mehrere Körper auf derfelben Grundflädhe jtehen follen. 


438. Erklärung. Zwei Körper heißen ähnlich, wenn die 
Anzahl ihrer Gränzflächen gleich groß, je zwei derfelben ähnlich find, 
und gegen die übrigen Flächen in beiden Körpern genau diefelbe Lage 
haben. 

Eucl. XI, Erft. 9. 


, „Anmerkung. In aͤhnlichen Körpern find alfo je zwei entſprechende Naumeden gleich, 
die fie bildenden Gränzflächen ähnlich, alfo die Kantenwinfel paarweife gleich, und die 
Kanten felbft proportionirt. 


439. Erklärung. Zwei Körper find gleich und ähnlich, wenn 
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beide gleichviel Gränzflächen haben, von denen je zwei fid) wechfelfeitig 
entfprechende congruent find *). 
Eucl. XI, Erft. 10. 


Anmerkung, Man muß bei Körpern wie bei ebenen Figuren wohl unterfiheiden 
zwifchen der vollendeteren Gleichheit, weldye Uebereinftimmung fowohl in Abſicht auf In— 
halt als auf Geftalt in ſich ſchließt, und zwiſchen der unvollendeteren der bloßen Ins 
haltsgleichheit. Erſtere findet nur dann Statt, wenn je zwei beftimmende Stüde in 
beiden Körpern nicht nur einzeln gleich find, fondern auch genau dicfelbe Tage haben 
und fid in derfelben Ordnung einander folgen. Bloße Inhaltsgleihheit zweier Körper 
kann natürli mit der größten Verſchiedenheit ihrer Geftalt verbunden fein, 


440. Erklärung. Ein Prisma ift dasjenige Polyeder, in 
welchen ein Paar Gränzflächen ſelbſt einander parallel, von allen übri: 
gen aber je zwei Kanten oder Durchfchnittslinien parallel find **). 


*) €8 ift in der That zu verwundern, daß unfer Verfaffer „ bei feinem unverfenns 
baren Streben nach Gründtichkeit und Genauigkeit, diefe Erklärung aus Euclid’g Eles 
menten in fein Buch aufgenommen hat, ohne auch nur, u erwähnen die Bedenken 
und Einwendungen, die man bagegen erhoben hat, und die ihm eben fo wenig unbes 
Eannt fein als ünerheblich erfcheinen Eonnten. Denn wenn auch diejenigen wohl zu 
weit gehen, Die behaupten, daß diefe angebliche Erklärung unmöglich von Euclideg, 
fondern nur von einem feiner umwiffenden Abfchreiber herrühren könne, fo ift Doch fo 
viel aewiß, daß fie nicht dag it, wofür fie fich ausgiebt; nicht eine Erklärung bilden 
jene Worte, fondern_einen Lehrfag, einen eben fo unbeftreitbaren Echrfag als der von 
Euctides ſeibſt im eriten Buche aufgefteltte und bewiefene ift, nämlich daß zwei Dreiede 
gleich und Ahntich find, wenn die fie begrängenden Seiten paarweife gleich find. Noch 
chlimmer iſt aweitens der Umfiand, daf der Sat, wenigitens in der Augemeinheit, 
wie ihn Euctides und nach ihm unfer Verf. ausfpricht, nicht einmal unbedingt richtig 
ift, fondern man fann vielmehr, wenn einfpringende Eden geftattet werden, Polyes 
der. conftruiren , die bei völliger Uebexeinſtimmung, ihrer Gränzflächen, doch weder an 
Größe noch an Geitalt gleich find. Aber wahr tt der Ser, wenn man, wie dieß ohne 

weifel Euclides that, unter Polyedern Eeine andern ver teht, als folhe, deren Eden 
ammtlich ausfpringende find. Exit in neuerer Zeit ift der Beweis für die Nichtigkeit 
des fo befchränften —35 von dem franzöſiſchen Mathematiker Cauchy geführt wore 
den, und man könnte durch die eben nicht ganz nahe liegenden Betrachruungen, auf die 
er fich fügt, au der u glass werden, daß Euclides, diefen Sap als Lehrſatz 
erfennend, einen Beweis für ihn gefucht, aber nicht gefunden, und ihn Daher aus der 
Reihe der Arien ausgefchieden habe, nicht als einen, der keines Beweiſes bedürfe, 
fondern für welchen noch Erin Beweis gefunten. Vielleicht verhält es fich auf ähnliche 
Weiſe mit dem berüchtigten eilften Grundfag des erſten Buches. Unfer Verf. hätte übri— 
gens an dieſer Stelle auch nicht unterlaffen folten, einen nicht unwichtigen Unterfchied 
noch mehr hervorzuheben, der zwiſchen Figuren im Raume und zwifchen Sguren in 
derfeiben Ebene, alfo auch zwifchen Poyedern und Vielecken Statt findet. Ebene Fis 
guren nämtich , die gleich und ähnlich find , müfen notäwendig und immer auch cons 
gruent fein. Nicht fo ift eg mit den Naumfiguren. Bielmehr giebt es unzählige Ge: 
bilde diefer Art, die, obfchon gleich und ahnlich, doch nicht congruent d. h. fo befchaf: 
fen find, daß fie fich awifchen Diefelben Gränzen bringen laſſen. Bertical: Raumeden, 
ſphäriſche Gegendreiecke u. a. bieten einfache Beifpiele für die Beſtätigung, des Ges 
fagten dar. PR man ein betiebiges Polyeder, nimmt eine feiner Grän dächen zur 
Grundfläche, fällt auf diefelbe oder ihre Erweiterung aus allen Ecken Senkrechte, ver: 
Längert jede derfelben um ihre eignefänge über die Grundfläche hinaus und conftruirt 
nun ein zweites Polyeder, welches, diefelbe Grundfläche und zu feinen übrigen Eden 
die Endpunrte der, genannten Berlängerungen hat, fo iſt diefes zweite Polyeder dem 
eriten gleich und Ähnlich, aber nicht_congruent. Derrachtet man beide Polyeder als 
galten deffelben Ganzen, fo findet offenbar ein vollkommenes Ebenmaaß der Theile in 

ücticht ihrer Lage gegen die Ebene der gemeinfchaftlichen Grundfläche Sıatrt. Da; 
Det nennt man folche Körper FÜ mmetrifch gleich (egales par symmetrie) oder auch 
dlechthin ſymmetriſch. aß zwei ſolche Raumgebilde ſrotz dieſes oder vielmehr 
erade wegen dieſes vollkommenen Gleichmafßes der Theile fich nicht zwiſchen dieſelben 
ringen laſſen, und eben darum nicht congruent find, it Geicht zu ſehen. 

enn fchon ebene ſymmetriſche Figuren wie z. B. die Vierecke GHNE und GFJE (Fig. 
151) laſſen find nur dadurch zwifchen diefelben Gränzen bringen, daß man die eine um: 
Elappt d. h. rechts in linkg oder oben in unten und umgekehrt verwandelt. Aber auch 
nur ebene Figuren haben die Eigenfchaft, daß durch ein folches Umklappen weiter feine 
Peränderung mit ihnen vorgeht als eine einfache Verwandlung des Nechts in Links 
und umgekehrt. In fymmetrifhen Raumgebilden von drei Dimenfionen Dagegen hat 
ein ſolches Ummenden immer eine aweifache d.h. auf zwei Dimenfionen des Raumes 
fich erſtreckende Werwechstung des Rechts und Links oder des Dben und Unten zur Fol: 
ge, was man daher auf der einen Seite gewinnt, verliert man wieder auf der andern. 

E 2 Anmerk. des Ueberf. 
) Unſer Verfaſſer erklärt Prisma als den Körper, der von mehrern Flächen derge— 
rg begränzt wird, daß zwei von ihnen congruent und paraliel find — eine Erklärung, 
ie offenbar zu weit ift, weshalb ich mir die obige Abänderung erlaubt habe. 
Anm. des Ueberſ. 
23 * 


FF 
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Die paraltelen Frächen heißen auch Endflähen oder Grund: 
flächen, die übrigen Seitenfläcden. 

Eucl. XI, Erft. 13. — L. G. VI, Erkl. 4. 

Zuf. 1. Die Seitenflächen eines jeden Prisma find Paraflelo: 
gramme; und die Endflächen congruent. 

425, 3uf. 2 

Zuf. 9%. Ein Prisma heißt dreifeitig, vierfeitig, fünf 
feitig 2c. je nachdem jede feiner Endflaͤchen ein Dreieck, Viereck, Fünf: 
eck ıc. iſt. 

L. G. VI, Erkl. 8. 

Zuſ. 3. Ein Prisma heißt rechtwinkelig, oder ſenkrecht, 
oder gerade, wenn die ſaͤmmtlichen Seitenflaͤchen rechtwinkelig, alſo 
Rechtecke ſind, und mithin ſenkrecht auf den Endflaͤchen ſtehen. Schief— 
winkelig dagegen, oder ſchief iſt jedes Prisma, deſſen Seitenflaͤ— 
chen Rhomboide find. 

Ein Prisma fann regelmäßig genammt werden, wenn es recht: 
winfelig und feine Endflächen regelmäßige Vielecke find. 

L. G. VI, Erfl. 6. 

Zuſ. 4. Jedes vielfeitige Prisma läßt fich in fo viel dreifeitige zer: 
legen, in fo viel Dreiecke fich jede Endfläche durch Diagonalen theilen 
läßt; alfo ein nfeitiges in n—2 dreifeitige. 

ig. 210. 

Anmerfung 1. Man pflegt wohl auch ein Prisma fo zu betrachten, daß man ſich 
dafjelbe aus der Bewegung einer feiner Endflächen entftanden denkt. Diefe Endfläde 
muß fi) dann mit fi felbft parallel d. h. fo bewegen, daß je zwei ihrer Puncte cin 
Paar Parallellinien beſchreiben. 

Anmerkung 2. Wir werden in dem Folgenden zu Grundfläden eines Prisma Feine 
andern annehmen als diejenigen, weldye wir vorher mit dieſem Namen oder mit dem 
der Endflächen belegt haben, Euclides betradytet baid eine diefer Flächen als Grundfläche, 
bald aber aud eine der Seitenflähen, wie man deutlih aus feinem 40ten Satze des 
eilften Buches erſieht. Man muß auf diefen Umftand adten, um nidt in Irrthümer 
zu verfallen, 


Zuf. 5. Aus der in 438 aufgeftellten Erklärung ähnlicher Körper 
ergiebt fich, daß zwei Prismen ähnlich find, wenn fowohl ihre End: 
flächen als ihre Seitenflächen beziehungsweife ähnlich find, alfo auch 
je zwei Kanten des einen Körpers verhäftnißgleich mit den entfprechens 
den Kanten des andern find. 


441. Erklärung. Parallelepipedum heißt jedes Prisma, 
deffen Endflächen Parallelogramme find, welches alfo von fechs Paral: 
lelogrammen dergeftalt begrängt wird, dag je zwei gegenüberftehende 
einander parallel find. 

Ein Parallelepipedum heißtrechtwinfelig, wenn alle feine Graͤnz— 
flächen Nechterfe und mithin auch vechtwinfelig verbunden find; ſchief— 
winfelig ift ein folcher Körper, wenn feine Seitenflächen fhiefwin: 


felig und mithin auch unter fchiefen Winkeln verbunden find *). 
L. G. VI, Et. 9, 


*) Die von_dem Berfaffer hier gemachte tler der Paralieient eda ift wohl 
ah ganz paſſend nennen ſchon darum, we eine Art von gan unbe⸗ 
fichtige gelaffen I Es giebt nämlich auch folche gt von deren Gränz 
Paar ra Sie andern ſchiefwinkelig end, Solche P. pfleat man wohl auch 
einfach v oben e zu nennen, und Eönnte daher den nad" unters 9 Berfaffers Be: 
jetchnung)" —ãe en * Namen der Doppelt verfhobenen und den recht: 
Vinkeligen den der nicht tfhobene Dder man Eönnte auch die 
in fenfrecht: rechtwinkelige, in Tenkrecht: :fchieftpinfelige und in doppelt fihiefe eintheir 


ächen ein 
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Anmerfung 1. Diefes Polyeder beißt Parallelepipedum, weil je zwei feiner Ge— 
genflächen parallel find. 

Zuf. 1. Se zwei Gegenfläcdyen eines Parallelepipedums find con: 
gruent, und je vier Kanten gleich und parallel. 

1.0 7, & 

Anmerkung 2. Euclides beweijt (XI, 24), daß wenn ein Polyeder von Gränz- 
flächen umſchloſſen, die fämmtlih paarweife parallel, je zwei Gegenflädhen congruent: 
Parallelogramme fein müffen. Einen folden Körper nennt Euclides im folgenden Sage 
Parallelepipedum ohne weitere vorausgeſchickte Erklärung. 


Anmerkung 3. Man ſieht hieraus, wie man die ſechs Rechtecke, welche die Graͤnz— 
flächen eines ſenkrecht-rechtwinkeligen Parallelepipedums bilden, in derſelben Ebene fo 
conftruiren Eonne, um durd ein bloßes UmElappen derfelben das P. felbft zu ers 
halten. Man conftruirt nämlich zuerjt vier Nehtede (1, 2, 3, 4 Fig. 211) fo, daß 
je zwei ſich zunächſt liegende eine Seite gemeinfhaftlid haben, und das erfte dem drit« 
ten, fo wie das zweite dem vierten congruent iſt. Alsdann befchreibt man noch zwei 
congruente Rechtecke zu beiden Seiten des zweiten , in”) denen die Seiten, die fie nicht 
mit dem zweiten gemein haben, den Sciten des erjten oder dritten glei find, die fie 
nicht mit den andern gemeinfhaftlid haben. Auf ähnliche Weife verhält es ſich mit ſchie— 
fen Parallelepipeden. 

Anmerkung 4. Man fann ein Parallelepipedum dadurch entitanden befradpten, daß 
eine feiner Gränzflädhen fi mit ſich felbft parallel bewegt. 

Zuf. 2. Man fagt: ein Parallelepipedum fei aus drei Geraden 
(AN, NK, NM $igg. 214 und 215) conftruire, wenn je vier folche 
Kanten deffelben, die zwifchen zwei Gegenflächen enthalten find, gleiche 
Fänge mit einer diefer Linien haben. Ein Parallelepipedum aus drei 
gegebenen Geraden ift daher nicht vollkommen beftimmt weder feiner 
Größe noch feiner Seftalt nach, fondern wird dieß erft dann, wenn 
auch die Winkel der Gränzflächen beftimmt find. Alfo ein fentrecht: 
vechtwinfeliges Parallelepipedum aus drei beftimmten Geraden wird 
eine beftändige, fich gleich bleibende Größe und. Geftalt haben. 

Anmerfuing 5. Der Inhalt diefes Zufages kömmt dem ſehr nahe, was früher in 
der dritten Anmerkung zu der in 69 aufgeftellten Erflärung gefagt ift. 

Zuf. 3. Sind zwei Parallelepipeda ähnlich, alfo auch je zwei 
entfprechende Gränzflächen ähnlich (438), fo find nothwendig auch je 
zwei entfprechende Kantenwinkel gleich und die drei beftimmenden Kan: 
ten des einen Körpers denen des andern proportionirt. — Zwei fen: 
recht = rechtwinfelige Parallelepipeda find ähnlich, wenn ihre beftim: 
menden Kanten einzeln verhältnißgleich find. 


442. Erflärung. Sind die fechs Gränzflächen eines Paral: 
(elepipedums Quadrate, alfo alle unter einander congruent, fo führt das 
Parallelepipedum den befondern Namen: Würfel oder Cubus. 

L. G. VI, Erkl. 10. 

Zuf. 1. Ein über einer Geraden befchriebener Würfel, oder, wie 
man auch der Kürze halber fagt, der Würfel von einer Geraden ift alfo 
derjenige, der diefe Linie felbft zur Höhe, und das Quadrat derfelben 


— 


len, je nachdem entweder die Seitenflächen ſenkrecht auf den Endflächen und dieſe ſelbſt 
rechtwinkelig, oder zweitens, die Seitenflächen zwar fenkrecht, auf den Grundgächen 
aber diefe fetbit ſchiefwinkelig, oder endlich die Beitenrächen ſchief auf den Grundfla- 
chen und diefe felbit khiefipintelig. Anm des Heberf. 

*) Die Beltimmung, die in den Worten von bier an big zu Ende enthalten ift, 
fehlt bei dem Berfaffer, aber offendar durch ein bloßes Verſehen, daher ich fie noch 


inzugefügt habe. 
hinzugefügt & Anm. des Ueberſ. 
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zur Grundfläche hat. Ein Würfel unterfcheidet fich alfo von einem Pa: 
rallelepipedum dadurch, daß nicht bloß feine drei beftimmenden Kanten 
gleich, fondern auch feine Kantenwinfel alle Rechte find. 

Eucl. XI, Erft. 25. 

Zuſ. 2. Alle Würfel find einander ähnlich. 

441, 3uf. 3. 

443. Erklärung. Diagonalen eines Prisma oder Paral: 
lelepipedums heißen die Geraden (AE, BF Fig. 212), welche die 
Scheitel zweier Gegenecken verbinden. 

L. G. VI, Grft. 15. 

444. Lehrſatz. Jedes Parallelepipedum wird durch eine Dia: 
gonalfläche (BDFG Fig. 212) d. h. durch eine Ebene, welche man durd) 
die Diagonalen (BD, GF) zweier Öegenflächen legt, in zwei fymmetris 
ſche (439, Anm.) Theile geheilt. 

Eucl. XI, 38. — L. G. VI, 6. 

Deweis. Aus 56 und 441, Zuf. 1. 

Zuf. 1. Diefe beiden Theile find dreifeitige Prismen. 

Anmerkung. Die Ebene BDFG geht auch durd die parallelen Gegenfanten BG 
und DF; daher man auch unfern Sas zuweilen fo ausipridt: Legt man in einem Pa— 
rallelepipedum eine Ebene durch zwei parallele Gegenfanten, fo wird daffelbe in zwei 
fommetrifche dreifeitige Prismen getheilt. 

Zuf. 2. Daher ift ein dreifeitiges Prisma die Hälfte des Paral— 
lelepipedums, deffen Grundfläche das Parallelogramm ift, welches die 
Grundfläche des Prisma zu einem feiner Diagonaldreiecke hat, und 
deffen Gegenflächen die beiden Seitenflächen des Prisma find, die nicht 
durch die Diagonale der Grundfläche des Parallelepipedums gehen. 


Zuf. 3. Die Diagonalen (443) jedes Parallelepipedums haben 
einen gemeinfchaftlichen Durchfchnittspunct, in welchem fie fich gegen: 
feitig halbiren. Eben fo ift es mit den drei Geraden, welche die Mit: 
telpuncte je zweier Gegenflächen verbinden, 

Eucl. XI, 39. — L. G. VI, 3. 

445. Lehrſatz. Schneidet man ein Parallelepipedum (BF Fig. 
213) mit einer Ebene (GC), welche parallel mit zwei gegenüberliegen: 
den Seitenflächen (BH, DF), fo verhalten fich die beiden Stuͤcke (BG, 


GD) des Parallelepipedums zu einander wie ihre Grundflächen (JG, 
GM). 


Eucl. XI, 25. 


Vorbereitung zum Beweis. Werlängere die Kanten FGH und 
MN) über beide Endpuncte hinaus, nimm auf der Seite von GH eine 
beliebige Menge gleicher Theile und zwar gleich GH, auf der andern 
Seite eine beliebige Menge, jeden gleich FG; vollende nicht nur die 
PDarallelogramme HP, QU ꝛ⁊ c., und Md, Ee:c., fondern auch die Pa: 
vallefepipeda HM, QR ıc., Dd, Ve ic, von denen offenbar diejeni- 
gen, die an derjelben Seite des Urparallelepipedums liegen, alle unter 
einander congruent find (441). 

Deweis, Aus 148. 


Anmerkung. Unſer Beweis ift ganz ähnlich dem, welden wir zur Begründung eis 
nes Lehrfages im vierten Bude (200) gebraucht haben. Beide Lehrfäge ftimmen alfo in 
ihrem Weſen fehr mit einander überein, 
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446. Lehriag. Parallelepipeda (MB, NE Fig. 214 und 215) 
die auf derfelben Grundfläche (KLMN) ſtehen und gleiche Höhe haben, 
alfo zwifchen denfelben parallelen Ebenen liegen, find inhaltsgleich. 

Eucl. XI, 29, 30. — L. G. VI, 9. 

Erfter Fall. Fig. 214. Sowohl die beiden Parallelogramme 
AHMN und JNMF als au BKLD und CKLE follen in einerlei Ebene 
liegen, in verfchiedenen Ebenen aber ABKN undJCKN, fo wie HDLM 
und FELM. 

; — OP ſei der Durchſchnitt der Ebenen HDLM und 
CGKN. 

Beweis. " Das Prisma ABCINK ift, wie man leicht zeigen Kann, 
inhaltsgleich dem Prisma HDEFML; zieht man daher von beiden das 
gemeinfchaftliche Prisma HDCJOP ab, und addirt zu diefen Reſten das 
KNOPML hinzu, fo ift die Richtigkeit unferes Satzes dar: 
gethan. 

Zweiter Fall. Fig. 215. Wenn das eine Parallelepipedum NE 
gegen das andere MB doppelt verfchoben ift, fo daß nicht nur die Pa: 
rallelogramme JCKN und FELM in andern Ebenen liegen als die Pa: 
rallelogramme ABKN und HDLM, fondern auch die Parallelogramme 
NJFM und KCEL in andern Ebenen als AHMN und BDLK. 

Vorbereitung. Werlängere die Linien EC, FJ, AB, HD, fo daß 
fie fih in den Puncten P, Q, R, O ſchneiden; dadurch entfleht ein 
PDarallelepipedtum PQRLMO, welches fowohl gegen das eine als gegen 
das andere unferer in Rede ftehenden Parallelepipeda NE, MB nur 
einfach verfchoben ift. 

Deweis. Aus dem erften Fall. 

Anmerfung 1. Daß Parallelepipeda, die gleihe Höhe haben, ſich zwiſchen diefel: 
ben paralleien Ebenen legen laffen, folgt aus 425, und 442, uf. 1. 

Anmerkung 2. Der Beweis für den erften Fall unferes Sages ift, wie man ficht, 
ganz ähnlich dem frühern in 82. 

Zuſ. Ein doppelt fchiefes Parallelepipedum ift daher inhaltsgleich 
mit einem fenfrechtzrechtwinfeligen (441, Anm.), welches mit jenem 
dieſelbe Srundfläche und gleiche Höhe hat, deſſen Seitenfanten alfo 
gleich der Höhe des doppelt fchiefen Parallelepipedums find. 

447. Lehrſatz. Parallelepipeda find inhaltsgleih, wenn fie 
auf verfchiedenen aber gleichgrogen Grundflächen (EG und AO Fig. 216) 
ftehen und gleiche Höhen haben. 

Eucl. XI, 3. — L. 6. VI, 10. 

Vorbereitung. Werlängere FG fo, daß HIM gleich der Grundlinie 
des Parallelogramms AO wird; befchreibe über GM das Parallelo: 
gramm GK, welches congruent mit AO; ziehe durch M die Gerade 
PMQ || CG und vollende die Parallelogramme LM und GP, fo ift LM 
— GK= AO. 

Man denke fih nun über GK ein Prpd. befchrieben, welches dem 
über AO congruent iſt; alfo auch gleiche Höhe mit dem Prpd. über 
EG hat; endlich dente man fich für eben diefe Höhe zwei Prpd. bes 
fchrieben über LM und GP, und zwar durch Erweiterung der Seitene— 
benen EC, FG, CG des Prpd. EG, mit denen man parallele Ebenen 
durch LQ und PMQ legt. 
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Beweis. Durch Anwendung des vorvorigen Lehrfages ſowohl auf 
die Prpd. über EG und CM, als auch auf die über CM und LM, in 
Verbindung mit den frühern Sägen 155 und 156, gewinnt man den 
Satz: | 

Prpd. über EG : Prpd. über GQ — Prilgr. EG : Prilgr. GQ, 
alfo, da nad Vorausfegung Prilgr. EG = Prilge. GQ auch Prpd. 
über EG — Prpd. über GO. Die Prpd. über GK und GQ kann man 
aber offenbar als folche betrachten, die über derfelben Grundfläche, naͤm— 
lich dem durch GM gehenden bisher als Seitenfläche betrachteten Prilgr., 
und für diefe gemeinfchaftlihe Grundfläche liegen die Prpd. zwifchen 
denfelben parallelen Ebenen, es ift alfo: 

Prpd. über GK — Prpd. über GQ = Prpd. über EG. 

Zuf. Ein Prpd. ift daher immer inhaltsgleich mit einem fenkrechts 
rechtwinkeligen Prpd., welches mit ihm gleiche Höhe und gleich große 
Grundfläche hat. Für die Inhaltsbeſtimmungen aller Parallelepipeda, 
wie fie auch immer befchaffen fein mögen, kann daher der Inhalt eines 
fenfrecht = vechtwinfeligen Prpd. als Maaß dienen, deffen Grundfläche 
gleich groß mit. der des gegebenen und deſſen Seitenfanten gleich der 
Höhe des leßteren find. 

L. G. VI, 11. 

448. Lehrfas. Parallelepipeda von gleicher Höhe verhalten 
fih wie ihre Grundflächen. 

Eucl. XI, 32. — L. G. VI, 13. 

Vorbereitung. Wie beim vorigen Lehrſatz. Fig. 216. 

Dew. Aus 447, der zweimaligen Anwendung von 445 und 156. 


449. Lehrfas. MParallelepipeda (P und PH, die auf congruen: 
ten Srundflächen ftehen, verhalten fich wie ihre Höhen. 

L. ©. VI, 12. 

Vorbereitung. Es fei das fenfrecht = rechtwinfelige Prpd. HE 
(5ig.218) inhaltsgleich mit dem einen P unferer gegebenen Prpd.; auf 
der einen Kante HA nehme man HJ gleich der Höhe des andern Prpd. 
P’; und lege durch J die Ebene JKEL parallet mit UMFG; alsdann 
fei das Prpd. HE inhaltsgleich mit dem zweiten P’ unferer gegebenen. 

Bew. Prpd. HE : Prpd. JCc—=Pıllgr. HK : Prilgr. JB (445) 
alfo auch: Prpd. HC : Prpd. HE= Prilgr. HB : Pellgr, HK (153) 
folglich: P: P—= HA : HJ (%1). } 

450. Lehrſatz. Parallelepipeda, die weder gleiche Grundflächen 
noch gleiche Höhen haben, ftehen im zufammengefegten Verhältniffe 
diefer Srundflächen und Höhen. 

L. G. VI, 1%. 

Vorbereitung. Es feien die ſenkrecht-rechtwinkeligen Prpd. (AHC 
und PNO Fig. 218) beziehungsweife unfern gegebenen Prpd. P und P 
inhaltsgieich; eine Annahme, die nach 446, Zuf., immer geftattet it. 
Nimm auf HA das Stuͤck HJI—NP, und lege durch J die Ebene JKEL 
parallel mit HMFG. 

Deweis. Aus 448 und 449 und 155. 

Anmerkung 1. Die beiden vorhergehenden Säge (448 und 449) find offenbar 
nichts anders als beſondere Fälle von diefem unſerm Satz; allein letzterer läßt ſich nicht 
ohne Hülfe der erftern erweifen, alſo nicht eher, als bis jene beiden ſchon bewicfen find. 
Es find früher ſchon mehrere ähnlidye Fälle da gewefen, namentlich gehört hieher der Lehr: 
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fa 202 im vierten Buche, der aud feiner ganzen Natur nad mit unferm in Rede ftes 
henden Zchrfage auf das engite verwandt ift. 

Zuf. 1. Sind Prpda, die ungleiche Grundflähen und Höhen 
haben, inhaltsgleich, fo verhalten fich ihre Höhen umgekehrt wie die 
Srundflächen. 

Eucl. XI, 34. 

Anmerkung 2. Euclides beweift diefen Sa faft auf diefelbe Weife, wie den ?3ten 
Sa feines ſechſten Buches, die wir früher 202, Anm. 2 angeveutet haben. Seine 
Vorbereitung ift glei der unfrigenz und feine Schlußmweife folgende: Es fei P ein 
Prpd., welches mit dem Prpd. AF (Fig. 218) inhaltögleih, und deffen Grundfläde g, 
feine Höhe h fei, in dem Prpd. HE fe JH = h. 

Asdann ift: Prpd. JF: P= Prilgr. HF: g 
alfo auch: Prpd. IF : Prpd. AF = Srilgr, HF: g 
Aber Prpd. JF : Prod, AF = ae. er : Prilgr, AM 


== y 


— h: AH, 
alfo: Prllgr HF:g = h: AH. 
Zuſ. 2. Verhaͤlt ſich daher (Fig. 218) 
Prllgr. HF : Prüge. NO = m.n:1 
und faßt die Höhe AH des Prpd. AF die Höhe des Prpd. Z rmal in 


fih, fo ift: 

| Prpd. AF: Prpd. Z=m.n.r:1 

mithin ift es die Zahl m. n . r, wodurd der Inhalt des Prpd. AF 
ausgedrüct wird, wenn man das Prpd. Z als Einheit oder gemein: 
fchaftlihes Maaß annimmt, d.h. der Inhalt des Prpd. AF fchließt den 
des Prpd. Z fo vielmal in fich, als die Zahlm. nn. r Einheiten hat. 

Durchweg nimmt man zu dem Prpd., welches man als Maaßſtab 
oder Einheit gebraucht, ein folches, was nicht bloß ſenkrecht-rechtwin— 
felig ift, aus dem in 447, Zuf. enthaltenen Grunde, fondern deffen 
Srundflächen uͤberdieß Quadrate find, — der Grund davon liegt in 
203, Zuf. 1 — und deffen Höhe endlich der Seite der Grundfläche 
gleich ift — kurz man gebraucht zur Beftimmung des körperlichen Sn: 
haltes aller Parallelepipeda als Maaßſtab einen Würfel, deffen Seite 
die Einheit ift, durch welche man die Kanten AH, HG, FG d. h. die 
Längen mißt, ducch welche der Inhalt des Prpd. beftimmt wird. Diefe 
Einheit ift alfo ein Längeneinheit wie z. B. Linie, Zoll, Fuß, Ruthe 
0. Den Würfel, deffen beftimmende Seite diefe Längeneinheit ift, 
nennt man zur nähern Beftimmung Eubifeinheit, und muß fie von 
Duadrateinheiten, die ald Maaßſtab für Flächen dienen, und von Läns 
geneinheiten, die beim Ausmeffen von Linien gebraucht werden, wohl 
unterfcheiden. Sagt man alfo, der Inhalt eines Prpd. betrage z. B. 
10 Fuß, fo bedeutet dieß fo viel als diefer Inhalt fei zehnmal fo groß 
als der Inhalt des Mürfels, deffen Seite einen Fuß Länge hat. 

Zuf. 3. Daher ftehen zwei eubifche Einheiten verfchiedener Ord: 
nungen in dem dreifach hohen Verhältniffe der ihnen entfprechenden 
Längeneinheiten. — Iſt z.B. das Verhältniß eines Zolles zu einem Fuß 
— 1:12, fo ift das Verhältnig eines Cubikzolles zu einem Cubikfuß 
— 1? : 12? — 1:1728 oder mit andern Worten, enthält ein Fuß 


zwölf Zolle, fo gehen auf einen Eubitfug 1728 Eubikzolle. 

Eucl. VIII, 12. 

Anmerkung 3. Man fieht hieraus auch, wie man mit Euclides (VII, Erkl. 17) 
dad Product aus drei Zahlen eine Körper » Zahl (numerus solidus) nennen Fünne, des 
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ren Seiten eben die drei Factoren find, aus denen fie gebildet wird. Körperzahlen find 
alfo im zufammengefegten Berhältniffe ihrer Seiten, Aehnlich find zwei Körperzahlen, 
wenn die drei Ceiten der einen denen der andern proportionirt find (Eucl. VII, Erft. 21). 


Zuſ. 4. Aus dem zweiten Zufage fieht man ouch, in welchem Sinne 

man fagen könne: y 
1) daß durch das Product dreier Geraden das aus ihnen, als bes 

fimmenden Kanten, conftruirte fenkrechtzrechtwintelige Parallel: 
epipedum dargeftellt werde; und daß mithin das Verhältniß, wel: 
ches aus drei andern zufammengefeßt ift, dargeftellt werde durch 
das Verhältnig der beiden Parallelepipeda, welche man aus den 
die einzelnen einfachen Verhaͤltniſſe darftellenden Linien befchreibt ; 
und daß eben fo das dreifach Hohe Verhältniß eines andern durch 
das Verhältniß der Würfel ausgedrückt werde, deren Seiten die 
Glieder des einfachen Verhältniffes find. 
L. GC. VI, 14 | 
2) daß der cubifche Inhalt eines Parallelepipedums ausgedrückt wer: 
den fönne, durch das Product feiner Grundfläche und Höhe, und 
daß dieß im Grunde auf eins hinauskomme mit dem Zufage unfe: 
ves früheren Satzes 447; und 
3) daß auf ähnliche Weife der cubifche Inhalt eines Würfels aus: 
gedrückt werden könne, durch die dritte Potenz feiner Seite. 
Dabei aber findet auch hier das volle Anwendung, was wir fchon 
im vierten Buche, in der Sten Anmerkung zu Sa& 203 gefagt haben. 
Zuf. 5. Iſt alſo die Zahl, durch welche der Inhalt eines Wür: 
fels dargeftellt wird, feine Cubikzahl, fd ift die Seite deffelben ftets 
incommenfurabel zur Seite des als Einheit dienenden MWürfels, oder, 
was daffelbe ift, zu der Längeneinheit, welche diefe Seite mißt. 
auf. 6. Bezeichnen und i die cubifchen Inhalte zweier Parallel: 
epipeda, G und g ihre Grundflächen, H und h ihre Höhen, fo ift un: 
ferem Hauptſatze zufolge: 
J:i=G.,.H:g5.)h 
Hieraus folgt: 

1. Sind entweder die Grundflähen, oder die Höhen, aber nicht 
beide zugleich, incommenfurabel zu einander, fo find es auch die 
eubifchen Inhalte d. h. es giebt feine Körpergröße, welche für fie 
gemeinfchaftliches Maaß werden könnte. 

2. Sind aber Grundflähen und Höhen zugleich incommenfurabel 
zu einander, fo fönnen die cubifchen Inhalte gar wohl commen: 
furabel fein. 

Märe z. B. (Fig. 124) 
AF, : BF, = 15 : VW 60 (203, Zuf. 10) 
und man dächte ſich über diefen Duadraten als Grundflächen zwei 
Parallelepipeda conftruirt, deren Höhen fich verhielten wie 5: 
v3, alfo incommenfurabel zu einander wären, wie die Grundflä: 
chen, fo verhielten fid) die Parallelepipeda 
wie 15 v5: VGO. v3 oder wie 15 v5 : v 180, oder 
wie 5 Y5:v36.,5=15v5:6Y95 
= 540 
— — 
wären alfo commenfurabel zu einander. 
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3. Würfel können auch incommenfurabel zu einander fein, und es 
findet dieß namentlich immer dann Statt, wenn ihre Seiten in: 
commenfurabel in Länge, aber commenfurabel in Potenz find z. B. 
die Würfel, die über der Seite und Diagonale eines Duadrates be: 
fchrieben werden, Würfel find dagegen ſtets commenfurabel zu 
einander, wenn ihre Seiten entweder in Länge commenfurabel find, 
oder durc) die Cubifwurzeln aus commenfurabeln Zahlen dargeftellt 


werden z. B. durch 2 und v3. 
451. Lehrſatz. Aehnliche Parallelepipeda, alfo auch alle Wuͤr— 
fel, ſtehen im dreifach Hohen Verhältniß ihrer entfprechenden Kanten. 
1, 33. | 


Lucl. 


Beweis. Aus 450, 219, Zuf. 1, 156 und 160. 

Anmerfung 1. Wir haben früher fhon (136, Anm.) bemerkt, daß der Ausdrud 
dreifach hohes Verhältniß bei Guclides eine ganz andere Bedeutung zu haben ſcheint, als 
bei uns, haben aber fpäter (160, Anm.) nadhgewiefen, daß beide Bedeutungen in der That 
auf Eins hinausfommen, Hält man fid) jtreng an die Euclidifhe Definition vom drei: 
fach hohen Verhältniß, fo muß man beweifen, daß die beiden in Rede ſtehenden Prpda 
das erfte und legte Glied einer Reihe von vier ftetig proportionirten Prpden find und 
daß außerdem das erjte und zweite in diefer Reihe ſich eben fo zu einander verhalten, wie 
ein Paar entſprechende Santen des erften und legten, 

Es feien alſo zwei ähnlidhe Prpda P und P’ gegeben; die Kanten, welde die 
Seiten der Grundfläden bilden, feien in dem erftern a, b, in dem andern a’, b“, 
die Längen der die Grundfläden verbindenden Kanten feien refpective ce und ec’, Man 
denfe fi nun zwei andere Prpda, P’ und P“, welde den beiden erftern ähnlich find; 
und von denen jenes a, b, c”, diefes a, h““, co’ zu Kanten bat. Die Prpda P, 
P’ haben nun offenbar gleihe Höhe, wenn man die Parallelogramme aus den Kanten 
a, ce und aus a, c’” als Grundflächen betrachtet 53 eben fo haben die Prpda P’ und P’’ 
gleiche Höhe für die Grundflädhen aus a, b und aus a, b’, und endlich au P’ und 
1’ haben gleiche Höbe für die Grundfläden aus a, b’’ und aus a’, b“; es iſt dem- 
nad unferm Sag 448 zufolge: 

P:P = Prilge. aus a,c :Prlger aus a,c"—=c: c” 

P’ :P” — Prlilgr. us a,b : Prilgr. aus a, b’ — b : b“ 

pP“ ; PP Prilgr. aus a, b’* : Prligr. aus a”, h — a: af" 
mithin ift: 
P:P=P’: P” PA: pw, alfo aud 

P: P% = P2 ; Pla — a8 : ad — b3 : 62 — cc} : c’3 (460) 

Zuf. 1. Der über einer Linie befchriebene Würfel entfpricht alfo 
dem, was man auch dritte Potenz diefer Linie nennen kann, und was 
nichts anders als die dritte Potenz der Zahl ift, welche die Seite des 
Würfels mift. Man fehe 122, und 450, Zuf. 4. 

Zuſ. 2. Sind vier Linien proportionirt, fo find es auch die vier 
ähnlichen Parallelepipeda, welche diefe Linien zu entfprechenden Kanten 
haben, und umgekehrt. 

Eucl. XI, 37. 

Dew. Aus dem Hauptfage in Verbindung mit 155, Zuf- 1. 

Zuſ. 3. Bergleicht man unfern Hauptfaß mit dem zweiten und 
dritten Zufaß des vorigen Lehrfages, fo fieht man, in weldhem Sinne 
Euclides VIII, 19 fagen konnte: „ähnliche Körperzahlen ftehen im drei: 
fach hohen Verhältnife ihrer entfprechenden Seiten” und VIIL, 27: 
„ſolche Körperzahlen verhalten fich wie eine Cubikzahl zu einer Eubik: 
zahl.’ 

Zuſ. 4. Sind drei Linien fletig proportionirt, fo ift dag Prpd., 
welches diefelben zu Kanten hat, inhaltsgleich mit dem Prpd., deſſen 


5 
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Kanten alle der mittlern jener drei Geraden gleich find; und welches 
mit dem erftern gleichwinfelig ift, fo daß alfo nicht nur die Wintel der 
Grundflächen in beiden gleich find, fondern auch die Seitenflächen glei= 
che Neigungen gegen die Örundflächen haben. — Alſo ift der Wür- 
fel, welchen man über der mittlern folcher drei Linien befchreibt, in: 
haltsgleich mit dem fenfrecht = vechtwinfeligen Prpd., welches die drei 


Seraden zu feinen beftimmenden Kanten hat. 

Eucl. XI, 36. 

Anmerkung 2. Um alfo ein ſenkrecht-rechtwinkeliges Prpd. zu erhalten, weldes 
inhaltsgleid mit einem gegebenen Würfel, deffen Seite = b ift, nehme man eine be— 
liebige Gerade a, ſuche zu Diefer und b die dritte Proportionale c, fo find a, b, c bie 
beftimmenden Kanten des Prpd, — Es laffen fih, wie man hieraus fieht, unendlidy 
viele Prpda finden, welde die verlangte Eigenſchaft haben. 

Anmerkung 3. Um die Höhe (x) eines Prpd. zu finden, das ein gegebene Qua— 
drat (a?) zur Grundfläde bat und mit einem gegebenen Würfel (bF) inhaltsgleich ift, 
ſuche man zuerft, nad Anleitung von 254, Zuf. ein Paar Linien (g, h), welde das 
Berhältniß der beiden Flächen a? und b? darftelfen , und dann zu diefen Zinien g, h 
und der MWürfelfeite b eine vierte Proportionale, ſo iſt legtere die Höhe x des Prpd. 


Denn; a; b?—g: — auch 
2 .x:b—g. Ds; 
afo,millg.x=b.h, ud a?.x= b? 


"Anmerkung "u Sollte das Prpd., deffen Höhe geſucht wird, zu feiner Grundfläche 
nit ein Quadrat, fondern ein Rechteck haben, deffen beftimmende Sciten a und a’ 
wären, jo kann diefer Fall auf den vorigen einfach dadurch zurüdgeführt werden, daß 
man zuerft zwiſchen a und a’ eine mittlere Proportionale ſucht und mit dieſer nun eben 
fo verfährt, wie vorher mit der Quadratfeite, 


Zuf. 9. Sind vier Linien fletig proportionirt, fo verhalten ſich 
die Würfel, welche die beiden erften diefer Linien zu Seiten haben, eben 
fo zu einander, wie die erfte Linie zur vierten. 


Bew. Aus dem Hauptfag in Verbindung mit 160. 

Anmerkung 5. Hieraus ficht man, in weldem Sinne Euclides VIIT, 19 und 24 
fagen Eonnte, daß zwifhen zwei ähnliche Körperzablen immer zwei mittlere Propor: 
tionalen fallen, und umgekehrt, daß zwei Zahlen ähnliche Körperzahlen find, wenn zwi— 
fchen ihnen zwei mittlere Proportionalen liegen, 

Anmerfung 6. Ferner folgt aus unferm Zufase, daß die berühmte Aufgabe von 
der Verdoppelung eines Würfels lediglihd auf der Aufgabe beruht, zwei mittlere Pro- 
portionalen zu finden zwifchen zwei Linien, von denen die eine doppelt fo groß als die 
andere iſt. Denn it. BB. a:x=x:y=y:?2a, fo ift nab unferm Zufage: 
a: x =a:?2a—=1: 2, und daher x? — 2 a®. ber eine ftreng geometrifche 
Löfung jener Aufgabe, die beiden mittlern Proportionalen betreffend, ift unmöglich. 
Siehe die Anmerkung zu Aufgg. III, 9, und die Anmerf. zu 481. 

Anmerkung 7. Auch die Gonftruction eines Würfels, der mit einem gegebenen 
ſenkrecht- rechtwinfeligen Prpd. inhaltsgleid ift, hängt von dem Auffinden zweier mitt: 
lern Proportionalen ab. Denn es feien a, b, c die Kanten des A x die geſuchte 
MWürfelfeite. Alsdann ift: x? — abc, und, wenna:d=d:b, x? =d?2. Sind 
nun e und f zwei mittlere Proportionalen zmoifchen d und c, fo ift die crftere ‚gleich der 
geſuchten Würfelfeite, oder: x — e. Denn wild:e=e:f=f:c, fe if 
dd? :e® — d:c, alfpe? = d?c = x?; und mithin x = c. 

Anmerkung 8. Nicht minder bedarf man aud dann zweier mittleren Proportiona- 
len, wenn man einen Würfel conftruiren foll, der fo groß ift, als zwei oder mehrere 
gegebene Würfel zufammen. Wären z.B. die beiden Würfel a? und b? gegeben, und 
man follte die Seite, y eines dritten finden, fo daß y? — a? + b?, fo nehme man 
eine beliebige Gerade e, und ſuche (Anmerk. 2) die Höhen hund h’ der beiden Paral- 
lelepipeda, melde e? zur Grundfläde haben und beziehungsweife den Würfeln a? und 
b3 inhaltsgleih find. Sind nun f und g die beiden mittlern Proportionalen zwifchen 
e und h + h‘, fo iſt die erftere die enge Würfelfeite, oder T u f, 

Denn a? + bi = eo? (h + h’), und, weil e: feliım g: h+h, alfo 
uahe:®=e:h-+h, — Re 
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Anmerfung 9. Bei den in den vorigen Anmerfungen behandelten Aufgaben ift 
natürlich von einer Auflöfung im ftreng geometrifchen und nicht im arithmetiſchen Sinne 
die Rede. Für eine Auflöfung diefer legtern Art, wo man für die Seite des gefuchten 
Würfels einen entweder völlig oder blos annähernd genauen Zahlwerth findet, wür— 

J — 
de man bei dem Fall in Anmerkung 7 erhalten haben: x = V'abe, und bei dem in 
3 


Anma.8, y=V a?’ + b:, 

452. Lehrfaß. Theilt man. eine erade (AG $ig.217) in zwei 
beliebige Stuͤcke (AJ, JG), fo ift der über der ganzen Linie befchrie: 
bene Würfel fo groß als die beiden über den Seitenftücken conftruirten 
Mürfel und die dreifache Summe der beiden Parallelepipeda , von de: 
nen jedes das Quadrat eines der Stücke zur Grundfläche und das an: 
dere zur Höhe hat, zufammen genommen; d. h. es ift, wenn a und b 
die Stücke unferer Linie bezeichnen: 

“+b. = a. + be +3 apapbh + 3 226,6 *) 

Beweis. Es fei AF das Quadrat, und AZ der Würfel für die 
Seite AG. | 

Nimmt man GX—=GJ, und zieht XM || GA, JT || GF, fo ift: 

1) Prllgr. HL = AJ, 

2) Prilgr. AL —= AJJG Prllgr. J— (74) 

3) Prllgr. IX = GJ, 
Legt man nun durch MX und IT zwei Ebenen PMXV und JaUT, wel: 
che fenkrecht auf der Grundfläche fiehen, und ſich in QL fchneiden, fo 
wird dadurch der Würfel AZ in vier Prpda zerlegt, welche alle einerlei 
Höhe mit dem Würfel feldft, und zu Grundflächen die vorher näher be: 
zeichneten Stücke feiner Grundfläche haben. Endlich nehme man AK 
— AJ, lege durdy K die Ebene KRWb parallel der Grundfläche; fie 
fehneide die vorher genannten auf der Grundfläche fenkrechten Ebenen 
in NY und Ss. Durch diefe Ebenen wird offenbar jedes der vier ſchon 
vorher entftandenen Prpda in zwei Prpda zerlegt, die gleiche Grunds 
flächen, und von denen die vier untern zur Höhe AJ oder a, die vier 
obern aber JG oder b haben. Der über AG befchriebene Würfel AZ 
enthält fonach folgende acht Prpda als Beftandtheile: 

1. das Prpdum.MS, deffen Grundflähe HL — AJ,, und deffen 

Höhe NM —= AK AJd, h. den Würfel von AJ, oder a.. 

2. das Prpdum NU, deffen Grundfläche auch HL, deſſen Höhe 
aber NP=JG=b, d. h. das Prpdum ayapb. 
3. das Prpdum KL, deffen Grundflähe AL = AJ JG und deſſen 

Höhe = a, d. h. das Prpdum a,apb. 

4. das Prpdum KQ, deffen Grundflähe AL, und deſſen Höhe 

BK=bb. h. das Prpdum anb,b. 

9. das Prpdum GO, deffen Grundfläche LG — JG, und deffen 

Höhe Is — AJ d. h. das Prpdum a,bpb. 

6. das Prpdum sV, deffen Grundfläche sY = JX oder LG und 

deffen Höhe sa — JG — bad. h. der Würfel über der Seite b 

oder b.. 


) Diefe Bezeichnungen, deren ur A bier der Kürze und leichteren Heberficht 
wegen bediene, find denen, die ich früher für Quadrate und Rechtefe mir erlaubt 
babe, ganz analog, und bebürfen daher wohl feiner weitern eaäuterung: — 
nn. de h 
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7. das Prpdum LW, deffen Grundfläche LF, und deffen Höhe 

FW=ad. h. das Prpdum a,apb. 

8. das Prpdum OZ, deffen Srundflähe OW— LF, und deffen 

Höhe WZ = bd. h. das Prpdum a,bpb. 

Es ift demnach, wie behauptet wurde, 

(+ b) =. + be +3 aßaph + 3 apbpb. 

Zuf. 1. Hätte man die Öerade AG in zwei gleiche Theile ge: 
theilt, während alles Uebrige wie vorher geblieben wäre, fo wirden 
die Beftandtheile des Würfels AZ acht congruente Würfel gewefen fein, 
deren Seiten gleich der Hälfte von AG. 

Zuf. 2. Da die dritte Potenz einer Zahl den Inhalt eines Wuͤr— 
fels darftellt, deſſen Seite durch die Zahl felbft gemeflen wird, und 
eben fo das Product aus einer Quadratzahl und einer andern gewöhn: 
lichen Zahl den Inhalt eines Prpdums ausdrückt, deffen Grundfläche 
und Höhe beziehungsmweife durch jene Zahlen gemeflen werden, fo lehrt 
unfer Saß, wie man fieht, auch die Bejtandtheile fennen, welche die 
dritte Potenz einer beliebigen zwei: oder mehrtheiligen Zahlgroͤße find, 
und bietet dadurch ein Mittel dar, die einzelnen Theile der Zahl: 
größe ſelbſt zu finden, wenn deren dritte Potenz gegeben ift; oder mit 
andern Worten, auf unferem Sage beruht das Verfahren, für das 
‚Ausziehen der Cubikwürzeln. Die dabei befolgte practifche Regel ift 
unmittelbar den Beziehungen entnommen, nad welchen: 

(a + 6)2 = a? + 3 a?b + 3 ab? + b? 

(a+b+ co)? = (a+b)? +3 (a+b)? c+3 (a+ b)c?—+c? 
— a3 +32a?b+3.ab? +5? +3 (a-+b)? c+3(a-+b) c?-+c? 
10. Ueber das Weitere fehe man den bieher gehörigen Anhang. 

Anmerkung. Unferer eingeführten geometrifchen Bezeichnung zufolge ift: 

(a+b+o9e=ac+tbe + cc + 3apapb + Zapbpb + 3 (a+b)p (a+ bYpc 
4 3 (a 46b)p epe 
== actbe +ce-+ 3 apapb +3 apapc + 3apbpb +6 apbpe 
+ 3apcpce + 3bpbpe + 3 bpepe 

453. Lehrſatz. Ein dreifeitiges Prisma iſt die Hälfte eines 
Prpdums, das mit ihm gleiche Höhe hat, und deffen Grundfläche das 
Parallelogramm ift, zu welchem das Dreieck ald Diagonaldreieck gehört. 

Deweis. Aus 444, Zuf. 2 und 446. 

Zuf. Daher ift ein dreifeitiges Prisma auch inhaltsgleich mit eis 
nem fenfrecht <rechtwinkeligen Prpdum, deffen Höhe eben fo aroß als 
die des Prisma und deffen Grundflähe ein mit der Grundfläche des 
Prisma gleichflächiges Rechteck ift. 

454. Lehrſatz. Jedes beliebige Prisma ift inhaltsgleich mit 
einem fenfrechtrechtwinkeligen Prpdum, das mit ihm gleiche Höhe hat, 
und deffen Grundfläche gleichflächig dem Vieleck ift, weiches die Grund: 
fläche des Prisma bildet. | 

L. G. VI, 15. 

Deweis. Aus 440, Zuf. 4, und 453, Zuf. 

Anmerkung 1. Wir nehmen den Ausdruck: Grundfläde des Prima in der Be— 
deutung, wie wir fie früher in 440 angegeben haben. 

Uebrigens fcheint unfer Sag im Widerfprude mit dem zu ftehen, was Euclides im 
legten Cape feines Alten Budyes behauptet, wo es heißt: „Wenn zwei Prismen gleidye 


Bon den cbenflädigen Körpern oder Polyedern. 367 


Höhe haben, und die Grundflädhe des einen ein Dreieck, die des andern cin Parallelo+ 
gramm ift, meldhes doppelt fo groß als das Dreieck, fo find diefe Prismen inhaltö= 
gleich.” Der fcheinbare Widerfprud wird dadurd herbeigeführt, daß Euclides ſich die 
allerdings nicht zu billigende Abweichung erlaubt, und ſtillſchweigend in dem einen der 
in Rede ftehenden dreifeitigen Prismen eine der Gränzfläden als Grundfläde betrachtet, 
die man gewöhnlid nicht dafür anzunehmen pflegt, fondern durd die Benennung Seiten: 
flächen fie den beiden Gegenflächen oder Grundflächen entgegenftellt. 


Zuf. Der Inhalt der Prismen läßt ſich daher auf den Inhalt der 
Prpden zurückbringen. 

Anmerfung 2. Aus 450, 3uf. 2 und Zuf, 4 ſieht man nun au, in welchem 
Sinne der von vielen gebraudte Ausdrud zu nehmen ift, daß der Inhait eines Prisma 
gleih dem Producte aus feiner Grundflädhe und Höhe fei. 

455. Lehrfas. Prismen von verfchiedenen Grundflächen und 
Höhen ftehen im zufammengefeßten Verhältniffe diefer Srundflächen. 

L. G. VI, 15 , 3uf. 

Beweis. Aus 454, Zuf. und 450. 

Zuf.1. Daher find Prismen inhaltsgleich, wenn fie diefelbe Höhe 
und gleich große Srundflächen haben. 

Zuf. 2. Bei Prismen von gleichem Inhalte aber verfchiedenen 
Grundflaͤchen und Höhen verhalten fich die Grundflächen umgekehrt wie 
die Höhen und umgekehrt. 

Zuf. 3. Prismen auf gleichen Grundflächen verhalten fich wie 
ihre Höhen, und bei gleichen Höhen wie ihre Grundflächen. 

Zuf. 4. Aehnliche Prismen ftehen im dreifach hohen Verhaͤltniß 
ihrer entfprechenden Kanten (440, Zuf. 5). 

456. Lehr ſatz. Der Theil der Oberfläche eines fenfrechten Pris: 
ma, welcher von den Öeitenflächen gebildet wird, ift gleich dem Recht: 
eck, deflen eine Seite gleich der Höhe des Prisma, oder einer Sei: 
tenfante und die andere gleich dem Umfange der Grundfläche iſt. 

Demweis. Aus 440, Zuf. 3 und 72. 


457. Erklärung. Pyramide heißt dasjenige Polyeder, wel: 
ches über einem beliebigen Vieleck als Grundfläche von lauter Dreiecken 
als Seitenflächen dergeftalt umfchloffen wird, daß diefelben in einen 
einzigen Punct, welchen man die Spiße der Pyramide nennt, zufam: 
menlaufen. 

Eucl. XI, Erkl. 12. — L. G. VI, Erkl. 11. 

Zuf. 1. Jede Pyramide hat fo viel Seitenflächen (die man auch 
ſchlechthin Seiten nennt), als die Grundfläche Seiten hat. 

Zuſ. 2. Pyramiden find alfo dreifeitig, vierfeitig, oder vielfeitig, 
je nachdem ihre Grundflächen Dreiecke, Vierecke, oder Vielecke find. 
Jede vielfeitige Pyramide läßt ſich in dreifeitige zerlegen und zwar ift 
die Anzahl derfelben um zwei einer als die Anzahl der Seiten der Grund: 
fläche. So läßt fih 3. B. diefünffeitige Pyramide VDEFGJ (Fig. 206) 
in die drei dreifeitigen Pyramiden: VFGJ, VEFJ und VDEJ zerlegen. 

Zuf. 3. Eine Pyramide kann regelmäßig heißen, wenn ihre 
Grundfläche ein regelmäßiges Viele, und alle Seitenflächen gleich: 
fchenkelige und congruente Dreiecke find. Die Senkrechte aus der Spi— 
fe auf die Örundfläche, welche die leßtere in ihrem Mittelpuncte trifft, 


kann die Are der Pyramide heißen. 
L. G. VI, Erkl. 14. 
Anmerkung. Eine folde Pyramide kann man dadurd erhalten, daß man auf dem 
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Papiere zuerft die Grumdflähe, dann über jeder ihrer Seiten auswärts eines der con- 
gruenten Dreiecke befehreibt, welche die Seitenfläden bilden, und zulegt dad Papier auf 
die geeignete Weiſe zufammenfaltet. 

Zuf.4. Eine Pyramide kann rechtwinfelig genannt werden, wenn 
eine ihrer Seitenfanten ſenkrecht auf der Grundfläche ſteht; alfo auf 
letzterer ſenkrecht auch die beiden Seitenflächen ftehen, deren Durch: 
fehnittslinie die genannte Kante ift. | 

Zuf.5. Zwei Pyramiden find ähnlich, wenn nicht nur die Grund: 
flächen, fondern auch je zwei fich entfprechende Seitenflächen ähnliche 
Figuren find. 

In folhen Pyramiden find alfo aud je zwei fich entfprechende 
Kanten proportionirt. 

L. G. VI, Erkl. 17. 

458. Lehrfas. Schneider man eine Pyramide (CDBAD Fig. 220) 
mit einer Ebene (EFG), welche parallel der Grundfläche ift, fo ift der 
Durchſchnitt der Grundfläche Ahnlih, und die Flächenräume beider 
ähnlicher Figuren verhalten fih, wie die Quadrate ihrer Abjtände von 
der Spike. 

L. G. VI, 16 und uf. 

Deweis. Aus 195 — 144 — 198 — und 205. 

Zuf. Schneider man daher zwei gleich hohe Pyramiden, deren 
Srundflächen in derfelben Ebene liegen, durch eine und diefelbe den 
Srundflächen parallele Ebene, fo verhalten fich die Durchfchnitte wie 
die Grundflächen. 

459. Lehrfas. Jede dreifeitige Pyramide läßt fich durch Ebe- 
nen, welche man durch die Halbirungspuncte ihrer Kanten legt, in 
zwei congruente, der Urpyramide ähnliche Pyramiden und in zwei in: 
haltsgleiche Prismen zerlegen. Diefe beiden leßtern zufammen find 
größer als die Hälfte der gegebenen Pyramide. 

Erläuterung. Man erhält die genannten Stücde, wenn man 
in der Pyramide ABCD (Fig. 220) fowohl die von der einen Ecke A 
als auch die von einer zweiten Ecke 3. B. C auslaufenden drei Kanten 
halbirt, durch die eine Ternion von Halbirungspuncten E, F, G, und 
durch die andere E, J, K Ebenen legt, und endlich durch den gemein: 
fchaftlihen Punct E diefer beiden Ebenen die dritte Ebene EFJ, wel: 
che auch durch H den Halbirungspunct der Kante BD gehen muß, da 
FH || AB || EJ. Alsdann find die beiden Pyramiden AEFG und CEIK, 
und die beiden Prismen DFHJEK und BHJEFG. 

Eucl. XI, 3. — L. 6. VI, 17. 

Bew. Erfter Theil, die beiden Pyramiden betreffend, aus 439, 

Zweiter Theil aus 454. Denn conftruirt man für HJKD und 
EFHJ als Grund: und Seitenflähe das Prpdum HJKDVUEF, und 
fchneidet es durch die Diagonalebene FHKU, fo ift: Prisma BHJEFG 
— Prpdum BHKJEUFG —= 4 Prpdum HIKDVUEF —= Prisma 
HDKJIEF. 

Dritter Theil. Denkt man fid auch durch HFK eine Ebene ges 
(egt, fo ift Pyramide DHFK offenbar < Prisma DHIKFE, alfo auch 
Pyramide CEIK —< Prisma DHJKFE (439) und Pyramide AGFE < 
Prisma BHFGE). 
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Anmerkung. Jedes unjerer Prismen ift feinem Inhalte nad J der Urpyramide — 
und jede der Fleinern ihr ähnlichen 4, was ſich aber erjt ſpäter beweiſen läßt. Siehe 
465, 3uf. 3, Anmerk. 

460. Lehrfasg. Wenn man jede von zwei dreifeitigen Pyrami: 
den, welche einerlei Höhe haben, auf die im vorigen Satze angegebene 
MWeife, in zwei ihr ähnliche Pyramiden und zwei Prismen zerlegt, die 
beiden erhaltenen Pyramiden nun eben fo zerlegt, wie die Urpyrami: 
den, die dadurch entftandenen Eleinern Pyramiden wiederum, und auf 
diefe Weiſe beliebig weit fortfährt, fo verhält fich die Summe aller 
durch diefes wiederholte Zerlegen in der einen Pyramide entftandenen 
Prismen zu eben diefer Summe in der andern, wie die Grundfläche 


der erftern zur Grundfläche der zweiten. 
Eucl. XII, 4. 


Beweis. Haben die beiden Pyramiden ABCD und LOSU (Fig. 
—— 220) für die Grundflaͤchen B0D und OSU gleiche Höhen, 
o iſt: | 

Prisma BGEFHJ : Prisma OMNQPR = A BJH : A OPR 
= A BCD : A OUS 
Pr. BGEFHJ + Pr. EFBJKD : Pr. OMNQPR + Pr. NOPRTU — 
A BCD : A OUS, 

Auf diefelbe Weife zeigt man man, daß fowohl die beiden Pris: 
men in AGEF und LMON, als auch in CEJK und SNRT fich verhal: 
ten = A BCD :: A OSU, indem jene das Verhältnij von A GEF 
: A MON, diefe das Verhältniß von A EJK: A TNR haben ꝛc. 

461. Lehrfas. Theilt man eine dreifeitige Pyramide auf die 
in den beiden vorigen Sägen angegebene Weife in Pyramiden und 
Prismen, fo ift der Inhalt der Urpyramide felbft die Graͤnze für den 
Inhalt der Summe aller erhaltenen Prismen; oder das Gränzverhält: 
niß der Pyramide und der Summe aller Prismen ift das Verhältnig 
der Sleichheit. | 

Beweis. Aus 459 — 307 und 308. 

462. Lehrfas. Zwei dreifeitige Pyramiden von gleicher Höhe 
verhalten fih, wie ihre Grundflächen. 

Eucl. XH, 5. 

Beweis. Folgt leicht aus den beiden vorhergehenden Sägen. 

463. Lehrfag. Zwei beliebige Pyramiden von gleicher Höhe 
verhalten fich wie ihre Srundflächen. 

Eucl. XI,6.— L. G. VI, 18, uf. 2. 

Vorbereitung. Man zerlege jede der Pyramiden in dreifeitige nach 
457, Zuf. 2. 

Beweis. Aus 469 — 153 — 157. 

Zuſ. Eine rechtwinfelige Pyramide ift inhaltsgleich mit einer 
fhiefwinfeligen, wenn die Grundflächen beider gleich, und die fenk: 
rechte Kante der erftern der Höhe der andern gleich ift. 

464. Lehrſatz. Jedes dreifeitige Prisma läßt fich in drei in: 
haltsgleiche dreifeitige Pyramiden zerlegen. 

End. XII, 7. — L. 6. VI, 22. 

Vorbereitung. Schneide das Prisma ABCDEF (Fig. 222) durch 
die Ebene BFD, fo ift BDEF die eine der genannten Pyramiden; dar: 

v. Swinden Geometrie. 24 
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auf fehneide den prismatifchen Stumpf ABCDF durch die Ebene ABD, 
fo hat man in ABFD und ABCD die zweite und dritte Pyramide. 


Beweis. Die erfte und letzte Pyramide find inhaltsgleih nad) 
462; die zweite und dritte als Hälften der vierfeitigen Pyramide 
BACDF. } 

Zuf. Eine dreifeitige Pyramide ift der dritte Theil eines dreifeis 
tigen Prisma, mit welchem fie auf derfelben Grundfläche ſteht und 
gleiche Höhe hat. 

465. Lehrſatz. Jede beliebige Pyramide ift der dritte Theil 
des Prisma, welches mit ihr gemeinfchaftliche Grundfläche und gleiche 
Höhe hat. 

Beweis. Aus 457, Zuf. Q und 464. 

Zuf. 1. Aus diefem und dem frühern Sage 454 fieht man, wie 
der inhalt der Pyramiden auf den von Prismen und fomit auch auf 
den von Prpden zurückgeführt werden kann. Eine Pyramide iſt näms 
lich der dritte Theil des fenkrecht = vechtwinfeligen Prpdums, das mit 
ihr gleiche Höhe hat, und deffen Grundfläche von gleicher Größe mit 
der Grundfläche der Pyramide. 

Zuf. 2. Hieraus und aus 450, Zuf. 4 fieht man nun ferner, in 
welchem Sinne die von vielen gebrauchte Ausdrucdsweife zu nehmen 
ift, daß man den Inhalt einer Pyramide erhalte, wenn man ihre 
Grundfläche mit dem dritten Theil der Höhe multiplicire. 

L. G. VI, 18. | 

Zuf. 3. Pyramiden von verfchiedenen Grundflächen und Höhen 
ftehen im zufammengefegten Verhältniffe diefer Grundflächen und Höhen. 

Anmerkung. Wir haben früher jhon (459, Anm.) bemerft, daß jedes der dort 
betrachteten beiden Prismen BHJEFG und DHFEJK 3 von der Pyramide ABCD ſei. 
Dieß läßt ſich jeht leicht beweifen. Denn für jede der beiden Fleinern Pyramiden AEFG und 
CEJK ift offenbar das Berhältniß der Grundfläche zur Grundfläche der Urpyramide — 1:4, 
das Verhältniß der Höhen aber = 1 : 2, alfo das Inhaltöverhältnif = 1: 8d. b. 
jede der Fleinern Pyramiden ift 4 der Urpyramide, mithin jedes der beiden Prismen 3. 

Zuf.d. Daher verhalten fich die Grundflächen inhaltsgleicher Py: 
gi ee wie ihre Höhen, und umgekehrt. 

ucl, XII, 9. 


Zuf. 5. Pyramiden von gleichen Grundflächen verhalten fich wie 
ihre Höhen. 

L. G. VI, 18, 3uf. 2. 

Zuſ. 6. Aehnliche Pyramiden ftehen im dreifach hohen Verhältniß 
gleichnamiger Kanten, 

Eucl. XII, 8 — L. G. VI, 26. 

Zuf. 7. Aus unferm erften Zufage folgt, daß eine regelmäßige 
Pyramide, welche man über der Grundfläche eines MWürfels conftruirt, 
und welche mit dem Würfel gieiche Höhe hat, alfo mit ihrer Spige in 
den Mittelpunct der Seitenfläche fällt, welche der Grundfläche gegen: 
über liegt, der dritte Theil diefes Würfels ift. Legt man außerdem in 
unferm Würfel noch die beiden Diagonalebenen, von denen jede durch 
zwei Seitenfanten der Pyramide geht, fo erhält man außer der ge: 
nannten noch vier vierfeitige Pyramiden, von denen jede eine Seiten: 
fläche des Würfels zur Grundfläche; aber nur die Hälfte feiner Höhe 
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hat, alſo auch nur halb ſo groß als die zuerſt conſtruirte Pyramide, 
d. h. der ſechſte Theil des Wuͤrfels iſt. 

Zuſ. 8. Um den Inhalt einer abgeſtumpften Pyramide zu fin— 
den, braucht man nur den Ueberſchuß der ganzen Pyramide, zu wel: 
cher der Stumpf gehört, über das abgefchnittene Stück, das gleichfalls 
eine Pyramide ift, zu nehmen. | 

Anmerfung 1. Der Inhalt der abgeftumpften Pyramide Fann daher au, went 
BACD (Fig. 220) eine in B redhtwinfelige Pyramide, melde gleihe Grundflädhe und 
Höhe mit derjenigen hat, zu melder der Stumpf gehört, und wenn man A BED mit 
A, A GFEmit A’, die Höhe AB der ganzen Pyramide mit h, die Höhe BG des 
Stumpfeö mit h’, die Höhe AG der Ergänzung mit h’ bezeichnet, ausgedrüdt werden 


durch: 
ıh.A—h".AN 
Aber nah S. 458 ift: , — 
A“ = () A A, 
h? — h’’3 
alfo ift auch die abgeftumpfte Pyramide = J. — 


Anmerkung 2. Weil ſtets: h? — h“s — (h? + h.h” 4-h“2) G-9) 
= (h? +h.h” + h“2) h“ 
ift, fo Fann man unferem fo eben gefundenen Ausdrud für die abgeftumpfte Pyramide 
folgende etwad veränderte Geftalt geben: 
h” h’2 » 
+h . 1. A 


2 
abgeft. P. — he 


h’ h‘ h’’\ ? h‘ h’ 
->.A+3:(7) ‚Atz:y:& 
3 3 * =. * 


-Yartartan 
wenn A’ fo genommen wird, daß: 
‘ A: A"= A': A“ 
= Hieraus ergibt fih unmittelbar folgender Sap, der fi bei Legendre VI, 21 
ndet: 

Zuſ. 9. Eine abgeftumpfte Pyramide ift gleich der Summe von 
drei Pyramiden, die alle gemeinfchaftlihe Höhe mit dem Stumpfe 
felöft haben, und deren Grundflächen beziehungsweife die Grundfläche - 
des Stumpfes, die ihr parallele Fläche des abftumpfenden Schnittes, 
und die mittlere Proportionalfläche zwiſchen diefen beiden find. 

466. Lehrſatz. Der Theil der Dberfläche einer regelmäßigen 
Pyramide, welcher von den Seitenflächen gebildet wird, ift gleich ei— 
nem Dreiecke, deffen Grundlinie gleich dem Umfange der Grundfläche 
ift, und das gleiche Höhe mit einer der Seitenflächen hat. 

Deweis. Aus 457, Zuff. 1 und 3. 

Zuf. Der Theil der Oberfläche einer abgeftumpften Pyramide, 
welchen die Seitenflächen bilden, iſt gleich einem Rechteck, deſſen Grund: 
inte das arithmetifche Mittel zwifchen den Umfängen der parallelen 
Gränzflähen und deffen Höhe die des Stumpfes feldft ift. 

Beweis. Es ftelle das rechtwinkelige Dreieck VAE (Fig. 231) die 
Seiten : Oberfläche der ganzen Pyramide, A VFG die des abgefchnit: 


24” FF | 
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tenen Stückes; alsdann wird Die des Stumpfes ausgedrückt durch das 
Paralleltrapezium FAEG, das nach 203, Zuf. 8, gleichflächig ift eis 


; FG 
nem Rechtecke, deſſen Grundlinie are und deſſen Höhe AF iſt ıc. 


467. Lehrſatz. Theilt man eine der Seitenfanten einer Pyramide 
in eine beliebige Anzahl gleicher Theile, legt durch jeden diefer Theit: 
puncte eine Ebene parallel mit der Grundfläche, und befchreibt zwifchen 
je zwei auf einander folgenden diefer Durchfchnitte ein Prisma, fo daß 
derjenige von ihnen die Grundfläche bildet, welcher der frühere ift — 
wenn ınan die Grundfläche felbft als den erften betrachtet und von ihr 
aus nach der Spige hin zählt — fo ift die Pyramide felbft die Ber: 
minderungs: Gränze für die Summe aller diefer Prismen, und das 
Gränz : Verhältniß diefer Prismen : Summen zur Pyramide ift das Ver: 
haͤltniß der Gleichheit. 

Beweis. Der Veberfchuß der Prismen über die Pyramide ift 
nichts anders als die Summe der Prismen CDimikl, gpisru ıc. (Fig. 
221). Diefelben haben offenbar alle einerlei Höhe und werden daher 
defto Heiner, jemehr diefe Höhe abnimmt d.h. inje mehr gleiche Theile 
man die Seitenkante theilt; da nun die Anzahl diefer gleichen Theile 
einer unbegränzten Vermehrung fähig ift, fo kann auch die Summe 
aller diefer Kleinen äußern Prismen über jede Gränze hinab abnehmen, 
die Pyramide ift mithin die Graͤnze für die Summe der zwifchen den 
parallelen Durchfchnitten conftruirten Prismen (305), und das Gränz: 
verhältniß diefer Prismen: Summe zur Pyramide das Verhältniß der 
Gleichheit (306). | 

Zuſ. 1. Hieraus fieht man, was heißen folle, wenn manche be: 
haupten, daß eine Pyramide aus einer unendlichen Menge gleicher 
und unendlich fehmaler Prismen, alfo aus einer unendlichen Menge 
von Ebenen, die der Grundfläche parallel find, gebildet werde (was 
andere auch aus 458, Zuf. herleiten zu können glauben), und wie der: 
gleichen Säße aller geometrifchen Schärfe und Strenge entbehren. 


Zuf. 2. Da die Grundflächen unferer Prismen fih zu einander 
verhalten, wie die Quadrate ihrer Entfernungen von der Spiße (458), 
oder wie die Quadrate der Zahlen, welche diefe Entfernungen von der 
Spitze meſſen, und mithin diefelben von der Spitze nad) der Grund: 
fläche hin wie die Quadrate der natürlichen Zahlen zunehmen, fo fieht 
man, in welchem Sinne man behaupten könne, daß die Gränze für 
die Summe diefer Quadrate, oder wie andere fich ausdrücken, die 
Summe aller diefer Quadrate ausgedrückt werden kann durch den Syn: 
halt einer Pyramide, deren Örundfläche das Quadrat der lebten oder 
höchiten diefer Zahlen und deren Höhe diefe Zahl ſelbſt iſt; daß alfo 
diefe Graͤnze oder diefe Summe gleich dem dritten Theile des Productes 
aus diefer Zahl und ihrem Quadrate (465, Zuf. 2) d. h. dem dritten 
Theile ihres Cubus gleich if. 

s’Gravesande in feinen elementis physices $. 480 wendet diefen unfern Sat 
mit vielem Nusen an. 
Anmerfung. Die Summe der Reihe: 
12, 22, 32,..... nꝰ 
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z 3 
kömmt alfo dem Werthe = defto näher, je weiter man fie fortfest, d. h. je größer 
n wird, und erreicht diefen Werth, wenn n unendlih groß wird '). 


468. Lehrſatz. Der Inhalt jedes beliebigen Polyeders laͤßt 
fich auf den Inhalt eines Parallelepipedums zurücführen. 

Beweis. Wie auch ein Polyeder befchaffen fein möge, immer 
läßt es fih durch Ebenen entweder in Parallelepipeda, oder Prismen, 
oder vollftändige Pyramiden, oder abgeftumpfte Pyramiden zerlegen, 
deren Inhalte man nad) den vorhergehenden Sägen einzeln finden kann, 
um in der Summe derfelben das Gefuchte zu haben. 

Deifpiel. Es fei dag Polyeder BADHEFGC (Fig. 223) das zu 
feiner Grundfläche das Trapezium ABCD hat; auf welcher die Seiten: 
flähen EB, DE, HC, GB fenfrecht ftehen mögen. Iſt ferner HD—= 
EA und CG = BF, und bezeichnet man die Flächenräume der Dreiecke 
ACD und ACB mit d? und e?, fo findet man durch Anwendung der 
Ausdrücke in 450, Zuf. 4 für den Inhalt unferes Polyeders den Werth: 


2e2.FB+2d2.EA+te2.EA-+ d?2. FB, 


3 
Denn nimmt man AK=NDJ=LC(G — BF, und legt durd F, G, 
J, K eine Ebene, fo ift diefe parallel der Grundfläcye, und der Sin: 
halt des Polyeders KIGFBADC ift = (d? + e?).. FB. 
Das obere Stuͤck EKIHGF unferes Polyeders befteht aus drei Py⸗ 
ramiden. ine derfelben ift EKFG, deren Grundfläche FGK— ABC, 
2 R "K 2 A * — * 
und Höhe EK; ihr Inhalt alſo , Eee — Das 
Uebrige des obern Stuͤcks bildet die vierſeitige Ppramide HIKEG, wels 
che ſich zerlegen läßt in die beiden gleichen dreiſeitigen GIIE und GRIE. 
Diefe leßtere hat für GKJ — ACD als Grundfläche zur Höhe EK, ihr 


2.(<EA — FB 
Inhalt ift alfo —— Fa). alfo der Inhalt beider, weil fie 


3 
d?. (kbA — FB 
gleic) find, u.a, Addirt man, fo erhält man unfern 


obigen Ausdruck. 

Mauduit Mem. presentes IV, p. 64. 

Anmerkung 1. In der Baufunft wird es oft nöthig, den Inhalt folder Polyeder, 
wie das bier betrachtete, zu beitimmen, 

Anmerkung 2, Man fünnte fih unfer Poineder auch in ein Parallelepipedum, zwei 
dreifeitige Prismen und eine vierfeitige Pyramide zerlegen. 

469. Lehrfag. Nimmt man innerhalb eines beliebigen Polye: 
ders einen beliebigen Punct, legt durch ihn und jede Kante des Polye: 
ders eine Ebene, fo wird das Polyeder dadurd in fo viele Pyramiden 
zerlegt, als es Gränzflächen hat; diefe Pyramiden alle zufammen find 


*) Der genaue Werih für die Summe der Quadrate von den m erfien Glledern ber 
natürlichen Zahlenreihe ift = ST + . + z. Anm. des Ueberſ. 





— 


374 Eilftes Bud. Dritter Abſchnitt. 


Dritter Abfchnitt. 
Bon den regelmäßigen Polyedern. 





470. Erklärung. Regelmäßig heißt ein Polyeder, wenn 
die fämmtlichen daffelbe gleihmäßig begrängenden Flächen regelmäßige 
und unter einander congruente Figuren find. 

Zuf. 1. In jedem regelmäßigen Polyeder find daher alle Kanten 
gleich, eben fo alle Kantenwintel und darum auch alle Raumecken. Mit: 
telpunct eines folhen Polyeders heißt der Punct, welcher von den 
fämmtlihen Scheiteln diefer Ecken gleiche Entfernung hat. 

Zuf. 2. Legt man durch den Mittelpunct und fämmtliche Kanten 
Ebenen, fo wird das Polyeder dadurch in lauter congruente Pyrami— 
den zerlegt, deren Zahl der Zahl der Sränzflächen gleich koͤmmt. 

Zuf. 3. Alle regelmäßigen Polyeder derfelben Art d.h. die gleich 
viel und Ähnliche Sränzflächen haben, find einander ähnlich. 


471. Erklärung. Tetraeder heißt dasjenige regelmäßige 
Polyeder, welches von vier Dreiecken begränzt wird. Fig. 225. 
Eucl. XI, Erkl. 26. 
Anmerfung. Das Tetraeder ift alfo nichts anders als cine vollfommen regelmäßige 
— Auch gebraucht Euclides im XIII Bude das Wort Pyramide für Tetrae— 
472. Erklärung. Dctaeder (Fig. 226) heißt dasjenige re: 
gelmäßige Polyeder, welches von acht Dreiecken begränzt wird. 
Eucl. X1, Erft. 27. 
473. Erklärung. Ikoſaeder (Fig.228) heißt dasjenige re 
gelmäßige Polyeder, welches von zwanzig Dreiecfen begränzt wird. 
Eucl. XI, Grit. 29, 
474. Erklärung. Hexaeder oder Würfel (Fig. 218) ift 
das von ſechs Quadraten begränzte regelmäßige Polyeder. 
Siehe oben 442. | 


475. Erflärung. Dodefaeder(Fig.230) ift das von zwölf 

Fuͤnfecken begränzte regelmäßige Polyeder. 
Eucl. X], Erkl. 28. 

“ Anmerkung. Es ift durdaus nöthig, zu bemweifen, daß diefe genannten fünf re= 
gelmäßigen Polyeder, außer ihnen aber Peine andern, möglid find. Euclides bat dieß 
nicht getyanz unfer unmittelbar folgender Lehrſatz nebft feinen Zufägen enthält das Nö— 
thige, was hieher gehört. 

476. Lehrfas. Gehören die Kantenwintel, welche eine Raums 
ecke bilden, fämmtlich vegelmäßigen und congruenten Figuren an, fo 
befteht diefe Raumecke entweder aus drei, oder aus vier, oder aus 

fünf Winkeln eines gleichfeitigen Dreiecks, oder aus drei Winkeln ei: 
nes Quadrates, oder aus drei Winkeln eines regelmäßigen Fünfecke. 
Keine Raumecke kann eine größere oder geringere Zahl von Winkeln 





*) In neuerer Zeit ift 08, wenigftens in Deutfchland und Frankreich, üblich gewor: 
den, den Ausdrud Terraeder für jede dreifeitige Pyramide au gebrauchen, und durch 
sgeimasiges Tetraeder dag zu bezeichnen, was früher fchlechihin Tetraeder 

ich, Anm. des Ueberſ. 
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der drei genannten Vielecke enthalten, oder aus Winkeln anderer Viel 
ecke gebildet werden. 

Dew. Aus 431, und 110, Zuf. 1. 

Zuſ. 1. Es find alfo nur fünf regelmäßige Polyeder möglich. Sie 
find die in den vorhergehenden Erklärungen genannten. 

Eucl, XIII, Anm. zum legten Sat — Legendre Anhang zum VIIB. S. 1u. 2. 

Zuf. 2. Befteht eine Raumecke V (Fig. 225) aus drei Winkeln, 
von denen jeder die Größe der Winkel im gleichfeitigen Dreieck hat, 
und man fchneidet auf den Kanten von der Spike aus beliebige aber 
gleiche Stücke ab, verbindet alsdann je zwei diefer Durchfchnittspuncte, 
fo bilden diefe Verbindenden die Seiten eines Dreiecks, welches wie 
die drei Übrigen gleichfeitig ift, und alle vier Dreiecke bilden die Gränz: 
flächen des regelmäßigen Tetraeders VABG. 

Hieraus folgt: | 

1. Das regelmäßige Tetraeder ift eine volllommen regelmäßige drei: 
feitige Pyramide, in welcher die Seitenflächen nicht nur unter 
einander, fondern auch der Grundfläche congruent find. 

2. Die Sentrechte, welche man aus einer der Ecken auf die Gegen: 
fläche fällt, trifft diefe in dem Mittelpuncte ihres äußern Kreifes 
d. h. in dem Puncte, welcher von jeder Spike des Dreierfs dop: 
pelt fo weit entfernt ift, als von jeder Seite. 

3. Befchreibt man auf den Papier ein gleichfeitiges Dreieck und 
über jeder der Seiten auswärts ein ihm congruentes, fo kann 
man durch geeignetes Zufammenfalten des Papiers ein Tetraeder 
erhalten, deffen Grundfläche das zuerft befchriebene Dreieck und 
deſſen Seitenflächen die übrigen find. | 
Zuf. 3. Befteht eine Raumecke aus vier Winkeln, von denen je- 

der die Größe des Winkels im gleichfeitigen Dreieck hat, und man fchnei- 
det auch jekt auf allen vier Kanten vom Scheitel aus beliebige aber 
gleiche Stücke ab, und verbindet die Durchfchnittspuncte von je zwei 
benachbarten Kanten, fo bilden diefe Verbindenden ein regelmäßiges 
Viereck, welches als Grundfläche zu einer regelmäßigen vierfeitigen Py— 
ramide gehört, deren Seitenflächen gleichfeitige Dreiecke find. Be: 
fchreibt man nun über derfelben Grundfläche, aber auf der andern Seite 
derfelben, eine diefer erftern volltommen gleiche Pyramide, fo bilden 
diefe beiden Pyramiden zufammen offenbar ein Polyeder, welches von 
acht gleichfeitigen Dreiecken begränzt wird; alfo ein Octaeder. 

Hieraus ergiebt fich leicht, daß die Geraden, welche je zwei Ge: 
genecken des Dctaeders verbinden, von gleicher Länge und Aren deilels 
ben find, welche fich in feinem Mittelpuncte fehneiden und in ihm ge: 
genfeitig halbiren. 

Ferner: Conſtruirt man acht gleichfeitige und congruente Dreiecke 
und zwar fo, daß fie in der in Fig. 227 angegebenen Verbindung fte: 
hen, fo fann man durch geeignetes Zufammenfalten des Papiers aus 
ihnen ein DOctaeder zufammenfeßen. Dabei bilden a, b, ec, d die eine 
vierfeitige Pyramide mit der Spiße i, und e, f, g, I die andere mit 
der Spike k. 

Zuf. 4. Enthält eine körperliche Ecke G (Fig. 228) fünf Kanten: 
winkel, von denen jeder die Größe des Winkels im gleichfeitigen Dreieck 
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hat, fo erhält man in den Grundlinien der fünf gleichſeitigen und cons 
gruenten Dreiecfe GDE, GEF, GFH, GHJ, GJD die Seiten eines re> 
gelmäßigen Fünfeefs. Weber diefen Grundlinien befchreibe man nach 
der andern Seite hin aufs neue gleichfeitige, den erftern congruente, 
Dreiecke wie JZD, BJH, AHF ıc., und zwifchen je zwei zunaͤchſt an 
einander gränzende diefer leßtern Dreiecke, wie ZID und BJH, BJH 
und AHF wieder ein eben folches Dreieck, wodurch in unferer Figur 
die Dreiecke BJZ, ABH ıc. entfiehen. Durch diefe Dretecfsreihe wer: 
den die Ecken J, H zu Eden von fünf gleichen Kantenwinkeln vervoll: 
ftändigt. Zugleich bilden die Srundlinien ZB, BA ıc. eben diefer 
Dreiecke die Seiten eines regelmäßigen Fuͤnfecks; befchreibt man über 
diefen Seiten noch einmal gleichfeitige Dreiecke, fo laffen ſich diefe 
mit dem genannten Fünferke zu einer regelmäßigen fünffeitigen, mit 
GDEFHJ congruenten Pyramide verbinden und ſchließen dadurch das 
Polyeder, welches demnad von zwanzig gleichfeitigen und congruenten 
Dreiecken begränzt wird, alfo ein Ikoſaeder ift. 


Auch in dem Skofaeder find die Geraden, welche je zwei Gegene— 
een verbinden, von gleicher Länge, und gehen als Aren durch den Mitz 
telpunct des Polyeders, wo fie fich gegenfeitig halbiren. 

Eonftruirt man zwanzig gleichfeitige und congruente Dreiecke, und 
zwar in einer gegenfeitigen Verbindung, wie die in Fig. 229 angege: 
bene, fo kann man aus ihnen durc) geeignetes Zufammenfalten des 
Papiers ein Skofaeder zufammenfegen. Dabei bilden nämlich die 
Dreieifeb, c, f, e, d die eine Raumecke, deren Scheitel x, eben fo 
pP, 9, r, t, u um den Scheitel y eine zweite; beide Ecken bilden den 
obern und untern Theil des Ikoſaeders, die übrigen zehn Dreiecke 
aber deffen Mitte. 

Zuſ. 5. Beſteht eine Eörperliche Ecke D Fig. 218 aus drei Kan: 
tenwinfeln, ADC, ADG, CDG, von denen jeder ein Nechter ift, fo 
erhält man, wenn man die Quadrate ADCB, ADGH und DGFC voll: 
endet, und Ebenen durch GF, GH, durch CB, CF, und durch) AB, 
AH legt, nod) drei andere Quadrate GEMH, CFMB und ABMH, das 
von diefen ſechs Quadraten umfchloffene Polyeder ift alfo ein Deraeder 
oder Mürfel. 
| Um aus Duadraten, die man auf dem Papiere gezeichnet hat, 
durch Zufammenfalten des Papieres einen Würfel bilden zu können, 
muͤſſen diefelben in eben die gegenfeitige Verbindung gebracht werden, 
wie fie in Fig. 211 für die Nechtecfe angegeben ift, welche die Graͤnz⸗ 
flächen eines Prpdums bilden. 

Zuſ. 6. Wenn eine Raum: Ede X Fig. 230 drei Kantenwinfel 
enthält, von denen jeder die Größe des Winkels im regelmäßigen Fünf: 
eck hat, und man vollendet die drei regelmäßigen und congruenten Fünf: 
ecfeXWKAB, XBYML und XLPaW, befchreibt dann eben folche Fünfs 
ecke über den Seiten aW, aP, PL, nämlih aWKSH, aPOJH und 
PEMNO. Diefe fechs Fünfeefe laffen fich in eine folche gegenfeitige 
Lage bringen, daß je drei eine Raumecke bilden, deren Scheitel X, 
W,a,P,L find, Man fieht auch deutlich, wie Über den fünf Sei: 
tenpaaren AB und BY, YM und MN, NO und OJ, JH und HS, SK 
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und KA fich fünf neue, den erflern congruente (in unferer Figur durch 
punctirte Linien angedeutete) Fuͤnfecke befchreiben laſſen, nämlich: 
ABYDVA, YMNEDY, NOJKEN, JHSGKJ und SKAVGS, deren 
Seiten DE, EK, KG, GV, VD wiederum unter fi ein Fünfer bil: 
den, welches den Übrigen congruent, und deflen Ebene mit der feines 
Gegenfünfeefs XWaPL parallel if. Man erhält alfo auf diefe Weife 
ein Polyeder, welches von zwölf regelmäßigen und congruenten Fünf: 
ecken begrängt ift, von denen je zwei, einander gegenüberfichende, pa: 
rallel find, das Polyeder ift mithin ein regelmäßiges Dodefaeder. Hier— 
aus folgt leicht, daß die Diagonalen oder Aren des Dodefaeders d. h. 
die Geraden, welche je zwei Gegenecken verbinden, einen gemeinfchaft: 
lichen Durchfchnittspunct haben, und fich in demfelben gegenfeitig hal— 
biren. Diefer Punct ift der Mittelpunct des Polyeders. 

tan fieht ferner, daß, wenn man auf dem Papiere zwei regel: 
mäßige und congruente Fuͤnfecke, und über den fünf Seiten eineg je: 
den fünf andere ihm congruente Fuͤnfecke befchreibt, man durch geeig: 
netes Zufammenfalten des Papiers aus dieſen beiden Fuͤnfecksverbin— 
dungen die beiden Hälften eines Dodekaeders, und durch Vereinigung 
beider das vollitändige Dodefaeder erhalten kann. Am beide Fünferfs: 
verbindungen als ein Ganzes erfcheinen zu laffen, kann man fie fo ne: 
ben einander fchieben, daß ein Außeres Fuͤnfeck in der einen Verbindung 
und ein folches in andern eine Seite gemeinfchaftlich Haben. 

Zuf. 7. Die Oberfläche eines vegelmäßigen Polyeders ift dag 
Sovielfache von dem Flächenraume einer feiner Graͤnzflaͤchen, als die 
Zahl Einheiten hat, welche die Menge feiner Gränzflächen bezeichnet. 

477. Lehrſatz. Die Zahl, welche die Menge der Kanten eineg 
regelmäßigen Polyeders bezeichnet, iſt ſo groß als das Product aus der 
Hälfte der Gränzflächenzahl und der Seitenzahl jeder Gränzfläche; und 
die Anzahl der Ecken fo groß, als der Quotient, welchen man erhält, 
wenn man das Product aus der Gränzflächenzahl und der Seitenzahl 
jeder Gränzfläche durch die Zahl dividirt, welche die Menge der ebenen 
Winkel jeder Ecke bezeichnet. 

Euel. XV, 6. 

Beweis, Erfter Theil. Die Anzahl aller Seiten von allen Gränz: 
flächen erhält man, wenn man die Seitenzahl einer Gränzfläche mit 
der Anzahl der Sränzflächen multiplicirtz nun bilden aber offenbar je 
zwei diefer Seiten nur eine Kante, alfo ıc. 

Zweiter Theil, Da jede Gränzfläche eben fo viel Winkel als Sei: 
ten hat, fo ift die Menge aller ebenen Winkel eines vegelmäßigen Pos 
Ineders fo groß, ald das Product aus der Seitenzahl jeder Gränzfläche 
“und der Gränzflächenzahl Einheiten hat; in jedem regelmäßigen Po: 
Iyeder gehören num zu jeder Raumecke gleich viel ebene Winkel, alfo ıc. 

Zuf. Daher hat: 

1. das Tetraeder fehs Kanten und vier Ecken; 
2. das Octaeder zwölf Kanten und fechs Ecken; 
3. das Sfofaeder dreißig Kanten und zwölf Ecken; 
4. der Würfel zwölf Kanten und acht Ecken; 
5. das Dodekaeder dreißig Kanten und zwölf Eden. 
Anmerkung. In allen diefen Polyedern ijt alfo die Zahl der Eden und Gränzfläs 


ru 
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hen zufammen um zwei größer als die Kantenzahl, eine Eigenſchaft, die allen Polye— 
dern gemeinfhaftlid *) ift. E 

478. Lehrſatz. Halbirt man eine der Kanten eines Polyeders 
und errichtet auf ihr in diefem Halbirungspuncte Senkrechte in den 
Ebenen der Gränzflächen, deren Durchfchnittslinie diefe Kante ift, fo 
ift der Winkel diefer beiden Geraden das Maaf für den von den ges 
nannten Öränzflächen gebildeten Flaͤchenwinkel. 

Bew. Aus 418. 

L. G. Anhang zum VII B. ©. 3. 

Anmerkung 1. Im regelmäßigen Tetracder, Detacder, Iſokaeder und Dodekaeder 
gehen die Senkrechten durdy die Spisen der Dreiede und Fünfede, in deren Ebenen fie 
liegen; beim Würfel ftehen fie auf zwei parallelen Kanten fenfredht. 

Anmerkung 2. Diefer Sa bildet den trften Theil vom Tten Sage im XV Bude 
des Euclides. Die dort angegebene Gonftruction Fömmt im Wefentlien mit der unfris 
gen überein. 

Die alten Geometer feinen nicht weiter gegangen zu fein, als die Gonftruction 
anzugeben, durch welche man einen Winfel findet, den man als Maaß für den Flächen- 
winfel eines regelmäßigen Polyeder anfehen Fann. Durch Hülfe der Trigonometrie 
können wir die Größe diefer Winfel auch durd Rechnung beftimmen, wie dieß in dem 
Folgenden näher nadhgewiefen werden fol. Gin für allemal möge hier bemerkt werden, 
daß wir für jedes der regelmäßigen Polyeder die Kantenlänge mit a bezeichnen. 


I. Das Tetraeder. Figg. 224 und 225. 
Sin jedem regelmäßigen Tetraeder, deſſen Kante a, ift: 
1. die Höhe VE=ayY 


3 
2. Die Entfernung VC einer Ede vom Mittelpunct — a v3 
a 3 
m=aNg 


3. Die Entfernung CO des Mittelpuncstes von den Seitenflächen — 
a 1 r) 


ES 
4. Der Sinus des Winkels VAD, als Maaß für die Winkel, welche 
die Kanten mit den Gränzflächen bilden — 5 (für den sin. tot 


— 1), d. h. diefer Winkel ift = 540 44 8” 
5. Der Sinus eines Flächenwintels — av, fein Coſinus — 
dieſer Winkel ift alfo = 700 31’ 44 
L. G. in den Anmerfungen Nro. 9. . 
Bew. Legt man durch die Kante AV ($ig.225) und den Halbi- 
vungspunct D ihrer Gegenfante BG eine Ebene VAD, fo fteht diefe auf 
ABG ſenkrecht, weil diefe leßtere Ebene durch GD geht, welche auf 


— — 


. 
3 


*) Beweiſe dafür ſollen in dem Anhange zu dieſem Buche mitgetheilt werden. 
Anm— des Ueberſ. 


»2) Unſer Bf. finder als Werth für CQ nicht iv fondern N VBZ, was aber of 


fenbar unrichtig it, und feinen Grund in einem Fehler hat, den_er fich bei Entwide: 
lung diefed Werihes has zu Schulden kommen lafien. Anm. des ueberf. 
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AVD fenfrecht ift, da GDV —= GDA = 90° if. Das Höhenperpen: 
difel VE im Dreieck VAD ift alfo auch Höhe des Tetrneders, trifft 
alfo die Grundfläche ABG in ihrem Mittelpuncte; es ift alfo AE — 


a 


— 
2ED. Nun it AD—=AG— CD—=YJAG, alſo AD — 5 


v3. 


mithin AE — 


2 a 
3° A) = 3 v3 demnad) 


1: — V (a: -5)=: v3 


Da bei der Negelmäfigkeit des Tetraeders VE durch deſſen Mittel: 
punct gebt, fo wird derjenige Punct auf VE, welcher gleichweit von V 
und A entfernt ift, diefer Mittelpunct felbft fein. Man errichte daher 
auf AV in A die Öenfrechte AZ (Fig. 224) und verlängere fie bis zum 
Durchſchnitt mitder Verlängerten VE inZ und befchreibe um das Dreieck 
AZV einen Kreis, fo ift deffen Mittelpunct C zugleich auch der Mittels 
punct des Tetraeders. Es ift nun aber VE: VA= VA: VE, alfo 
12 

VZ.= — — =ua v3, und mithin 

a v2 2 

Zu 

a, 3 3 


Die Entfernung des Mittelpunctes C des Tetraeders von den Seiten: 
flächen wird, wie aus dem Bisherigen leicht folgt, durch CE in Fig. 224 
daraeftellt, alfo ift: 


—— 


— 2 
CE= AC — AE, und daher 


\ .f3 ua? a? a 1 
2 2 
aYz 
VE 3 2 
. sl = — — — — VAD —= 54" 8 
4. sin VAD VA = Vz alfo 540 448 


Endlich ift VDA offenbar das Maaf für den Winkel, welchen die Flä: 
chen VGB und AGB mit einander bilden, alfo das Maaß für jeden 
Flaͤchenwinkel eines regelmäßigen Tetraeders, alfo, da 

2 


avz 





sin VDA = = ’=ın, 
5 v3 


5. Jeder Flächenwintel — 70% 31‘ 44 

| Anmerfung. Legendre bejtimmt die Größe des Flächenwinkels und des Kanten- 
Flächenwinkels durch Hülfe phärifher Dreiecke. Ich glaube, es fei beffer, Alles was 
diefe Polyeder betrifft, unmittelbar aus ihrer eignen Natur berzuleiten, wenn auch, wie 
fi nicht läugnen läßt, die Beweife dadurch umſtändlicher werden, Schon vor zwei 
Zahrhunderten beftimmte die Größe unferer Winfel Albert Girard ‚ und zwar durd) 
eine ihm eigene Methode, die fih am Ende feiner „Nouvelle invention en Algebre 
(1629)‘“ befindet. 
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11. Das Dctaeder, 


In jedem regelmäßigen Octaeder ift: 

1. der Winkel, welchen zwei (nicht zu derfelden Granzfläche gehörige) 
Kanten mit einander bilden — 90°; 

2. die Are des Detaeders ift Diagonale des Quadrates, deffen Ebene 
den Körper in zwei congruente Hälften theilt; 

3. die Entfernung des Mittelpunctes von den Ecken ift gleich der 


halben Are, daher a vr 
4. Die Entfernung des Mittelpunctes von den Gränzflächen — 5 
5. der Sinus des halben Graͤnzflaͤchenwinkels iſt = VY 5 fein Co: 


finus = V = der halbe Winkel felbft alfo — 540 44° 8, und der 


ganze Winkel 1099 28° 16. 
Bew. Die Richtigkeit deffen, was in Nro. 1—3 enthalten ift, 
leuchtet von feldft ein. 


Ferner ift (Fig. 226): Q— CE RR — —— 
alſo 


4.0 = 5 
Errichtet man auf einer Kante z. B. BV in ihrem Halbirungspuncte 
E zwei Senfrechte EA, EG in den Ebenen, deren Durchfchnittslinie 
jene Kante ift, fo ift der Winkel AEG das Maaf für den Sränzflächen: , 
winkel unferes Octaeders. Da Dreieck AEG gleichfchenfelig, und EC 


jenfrecht auf AG, fo it W. AEC — 5 AEG. 


— ———4 
Nun iſt: sin re v3 


cos AEC = v3 alfo 
5. W. AEC — 549 44° 8”, und 
AEG = 109° 28° 16”. 
Zuf. Die Graͤnzflaͤchenwinkel des Tetraeders und Octaeders er: 
gänzen fich alfo einander zu zwei Nechten. 


— v3, alfo 





UL Das Sfofaeder. 


Sin jedem vegelmäßigen Skofaeder, deffen Kante a, ift: 


1. Die Are = a ve 
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2. Die Entfernung des Mittelpunctes von den Ecken alfo 

—a 54V5 

=; V a“ 
3. Die Entfernung des Mittelpunctes von den Gränzflächen 

_a,,T+3V5 

=; v7 , alfo 
4. Die Höhe des Ikoſaeders — a vo. 





5. Der Sinus des Winkels, welchen eine Kante und Gränzfläche 


SEE, der Winkel felbft alfo, der 


immer ein flumpfer ift, — 110% 54° 18” 


mit einander bilden = V 


6. Der Sinus eines Gränzflächenwinfels ift — 3 alfo der Winkel, 
der gleichfalls immer ein ftumpfer ift, — 138% 11’ 24. 


Dew. Aus der Natur unferes Polyeders ergiebt fich leicht, daß 
eine Ebene, die man durch eine Kante BJ (Fig. 228) und die Höhe 
JE, der Sränzflähe GID legt, zugleich auch durch die Höhe EL der 
Sränzfläche GED, durch die Kante EF, und durch die Höhen FK, BK 
der Gränzflächen AFH und ABH gehen muß. Der Durchfchnitt des 
Ikoſaeders und einer folchen Ebene wird daher ein Sechseck geben, wie 
es in Fig. 234 dargeftellt ift. Zwei feiner Seiten BJ und EF find Kan: 
ten des Polyeders, die Übrigen find Höhen feiner Gränzflähen. Es 
iſt daher: 

L=E=K=-BK=;Vv3 
Ferner zieht man (Fig. 234) die Linien BE und JF, fo find diefe als 
Gerade, welche gegemüberftehende Eden des Skofaeders verbinden, 
Aren deffelben, und BC, CF, CE, CJ halbe Aren. BL ift in dem re 
gelmäßigen Fuͤnfeck BHGDZ, welches von den Grundlinien der fünf 
um die gemeinfchaftliche Spige J herum liegenden Dreiecfe BJH, HJG, 
GJD, DIZ, ZJIB gebildet wird, die Senkrechte aus einer Wintkelfpige 
auf die Gegenfeite. Da nun aber JE die Are des Sjkofaeders ift, wel: 
che fenkrecht auf der Ebene des genannten Fuͤnfecks fteht, fo begegnet 
fie der Geraden BL und zwar in dem Puncte N (Fig. 234), welcher 
gleiche Entfernung von allen Ecken des Fuͤnfecks hat; es ift alfo BN 
der Halbmeffer des Kreifes, der fich um das Fünfeek befchreiben läßt; 
und daher (291, Zuf. 1) 
I—VvV5 


BI = BN.YV — alſo 


lee 
ee 
Ferner ift: 
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— — — 
JN = bJ — BN 


alfo IN =a. Veon® 
Weil aber der Kreis, welchen man über FJ als Durchmeffer befchreibt, 
auch durch B und E gehen muß, fo ift W. FBJ — 90°, alfo 

IN: BJ = BJ: JF (209, Zuf. 2), mithin 


U TERN SE ER 
a a Samen 
_ ,v_ 1 6+v9 

= G-LyS)G-y5) 

— er 
- und daher 
a,,9-+V5 
al 


Es iſt ferner: 





3 2a2 ga I—V5 

gar — 10 

_5-10+2v5 
20 


alfo 


Sallt man aus dem Mittelpuncte C eine Senkrechte auf die Sränzfläche 
EGD und verlängert fie, bis fie der mit EGD parallelen Sränzfläche 
begegnet, fo fteht fie auch auf diefer fenkrecht, und trifft beide in ihren 
Mittelpuncten, fchneidet alfo die Höhenperpendifel BK und EL diefer- 


Sränzflächen fo, daf BO — z BK und EP => EL; es ift daher 
— EEE NE 
BO — zıavg == v3, alfo, ie 
CO — BC’ — 50 
u ae 3 
a? 
54 15-+3v5— 8) 
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.7+3v9 


co = 5 V mas alfo die Höhe des Ikoſaeders 
PO =a van 


Zur Beftimmung der Winkel fälle man in dem gleichichenkeligen Dreierk 
EIT,, die Senfrechte LM. Alsdann it: EMN=M—=LEIJ, aber 


— 2 — — 2 
D—-EB— 5 
a ENT ae 








== 2 ‚ alſo 
EN a . und mithin 
IN=N=35 ver 
Es iſt ferner: 
wWou_w-3e_e 346 
ML — L — N = Z — — 
a 3—- VBs 
ap: ML= ; V — und 
a,y3—V9 
sin EJL = En = 2 _: 
J a 
5 v3 
_ur3—V5 
= Vz 


daher W. EIL, = 20% 54‘ 18%, 

und W. LIB = 90° + EJL —= 110° 54’ 18” 
Endlich ift: 4 EL = MLJ = 90° — EL 

| — 699 542“, 


EL) = 138% 11° 4 S 


alfo 


F 


IV. Der Wuͤrfel. 


In jedem Wuͤrfel iſt: 

1. jeder Graͤnzflaͤchenwinkel = 900; 

2. die Höhe des Winkels gleich der Kante; 

3. die Entfernung des Mittelpunctes von den Seitenflächen gleich 
der Hälfte der Kante; 

4. die Are — a VZ, alfo 


5. die Entfernung des Mittelpunctes von den Eden =; V>. 
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Beweis. Die Nichtigkeit des Inhaltes von Nro. 1—3 ift für 
fich einleuchtend. Ferner ift (Fig. 218) 

— BM + NG = a2 + 2 02, alfo 
BG — a VZ, alfo 


1B6 3Vs 


V. Das Dodekaeder. 
Fuͤr das Dodekaeder gilt Folgendes: 


1. Die Are MCs (Fi. 235) ka vr IN? 20 v3 











2 v3—1 
Alfo 
2. Die Entfernung des Mittelpunctes von den Ecken 
_a,,9+3vV5 ___av3 
— 2... vw5—1 
3. Die Entfernung CQ des Mittelpunctes von jeder Gränzfläche 
_:2,,d9+11vV5_ a 2+vD5 
a eg v3 
4. Alfo die Höhe des Dodekaeders 
— — 
10 v5—1' v5 
5. Die Senfrechte YS zwifchen zwei Kanten = a v-t2 —* 


TEN 
. Der Winkel UYM, welhen eine Kante mit der angränzenden 
©eitenfläche bildet — 1210 43'2 
. Der Winkel YUS, welchen zwei Graͤnzflaͤchen mit einander bil: 


den, —=116° 33'545; fein Sinus ift — 


m 


—1 


1 
; fein Coſinus — —; 
fein Coſin 7 


feine Tangente — 2. 

Deweis. Aus der Natur unfers Polyeders ergiebt es ſich leicht, 
daß eine Ebene, welche man durch eine der Kanten YM (Fig. 230) 
und die Höhe MR einer der an diefe Kante angränzenden Seitenflaͤ— 
chen legt, zugleich auch durch die Höhe RH der darauf folgenden Graͤnz— 
fläche, durch die Kante HS, und endlich durd) die Höhen SU und UY 
der beiden Gränzflächen AKSGV und ABYDV geht. Diefer Durchfchnitt 
giebt alfo, das in Fig. 235 befonders dargeftellte, Sechseck YMRHSUY, 
in welchem YM und HS Kanten, und MR, RH, SU, UY Höhen der 
Sränzflächen find. Zieht man ferner in den drei um den PunctM lie: 
genden Fünferfen (Fig. 230) MLPON, MLXBY und MNEDY, die 
Diagonalen LN, LY und NY, fo ift Dreieck YLN gleichfeitig; und die 
Diagonale LM wird durch die Höhe MR halbirtz verbindet man dies 
fen Halbirungspunct i mit X, fo ift Yı als Höhe des gleichfeitigen 
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Dreiecks YLN — = v3. Für LN aber läßt ſich ein Werth auf fol 


gende Weife finden. Bezeichnet man mit po den Radius des Kreifes 
um das Sünfer MLPON, fo ift ei, Zuſ. 2). 


IN=5. 0? — MN, und nad) 291, Zuf. 1, 











2 MN 
mw (mM _ mo... 
— — 
VS -1 
— a23. —— alfo 
= .9-+3Vv5 
vi⸗ BRa ⸗ tor 


Weil aber die Are MS ſenkrecht auf der Ebene des gleichfeitigen Dreiecks 
YLN fteht, fo ift der Durchfchnittspunct Z (Fig. 235) gleichweit von 
den Spiken des Dreierfs entfernt d.h. er ift des Dreiecks Mittelpunct, 
fiegt alfo auf der Höhe Yi, und zwar fo, daß YZ = 3 Ni, es ift 
daher 
-a,,9 + 3V9 
Ta mau >. — 
z3V 2 
aD 
6 


v8 + v5) 3— v5) 
— — v3) 


—9 3@ — 5 
Es ift ferner (Fig. 235): 
MZ— YM — YV_ a2 — a?. 
— 3 — V 2 
6 
alfo ift die Höhe der Pyramide, welche Dr. YLN zur Grundfläche und 
M zur Spiße, 


3+v35 
6 





3—v5 2 


ZEV ays 
und, weil Dr, MYS (Fig. 2, rechtwinkelig, fo ift: 
NY a? 


.  ıVsF3V5 
v. Swinden Geomeikhe, 25 ra 
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M = a vor = 
9+3v5) v5 — 1): 
En een 
— 12 
VS -1 
— 243 
JVSCI 


Es iſt ferner: 
YS = vs MY’) 
12 
12 
tier! 
3+v5 
3—v5 


Eee. 


= a4aV 





— 


Die halbe Are oder die Entfernung des Mittelpunctes von den Ecken ift 
M=cY—-t, NR 


2'v5-1 
_,.43 
rt 


Die Senkrechte CQ, welche man aus dem Mittelpuncte auf eine der 
Graͤnzflaͤchen YBAVD fällt, und durch welche die Entfernung des Mit: 
telpunetes von den Öränzflächen gemeffen wird, trifft diefe Fläche 
in ihrem Mittelpuncte; ihr Fußpunct Q liegt alfo auf der Höhe YU, 
fo daß QY der Radius des Kreifes um diefe Sränzfläche ift. Demnach 
ift (291, Zuf. 1) 


2 

52 vun 72) 
Q=cY_— or 
a® 9+3v5_ 2 a? 
4° 2 9—YV5 

4+6v5_.a 74345 
'85—-»,5)”" 4'5-y5 
=,0 +3 I5+FYVI m 

4 .06—-v)656+V5’ 


— 
— 





= a? 
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a 25 + 11v5 

gen 10 
—4 „@+11v5) v5 — N? 
= v5—1' 0 
0a „Sst2vV5__._v2H4w5 
v5—1' 5 v53>—1' v5 ’ 

mithin 

06 Bö+1v5__2ı „2405 

a 7 Ar 


Da MR die Höhe des Fuͤnfecks MNOPL iſt, fo ift nad) 290, Anm. 3, 
und 291, Zuf. 1. 


_.5+495 2 
MR = a. —— 5 
F 2. 6459 15+5v5 
=aY 5 — v5) ""v16-9 
a, 5 +5v5)64+v5) 


— 


2 5+v56—v5) 
— 5 v6+2v5) 
Es laſſen ſich num leicht auch die Winkel beftimmen. Es ift: 


i — —— Vö— 
sın YSM = SM — v5F3V5 — 6 = cos YMS, 
alfo YSM — 20° 54° 18° 
und YMS — 69° 5° 49° 
Serner ift: i | 
: _-Q@ _,B-+11iv5 u 
in K-ey=Yzar3V5) s 
_yBö +11 v5 
— 15 345) 


_,&S+1v9@—vd 
= BEHFVIB-—-V5 
m „> t2v>3 

15 


Alſo QYC = 52° 37° WW”, und 
weil HYM = 69° 5° 42”, fo ift 
UYM — 121° 43° 9° 
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Endlich iſt: sin FUY = — — — 
* vn und daher 
— er alfo 


sn YUS = 2 sin 4 YUS . cos 3 YUS 


—_g9,@7+3v9 + v9) 
in TonFivs® 





— 36 + 16 v5 
—2 
— — 4 V5— 2 9+4v5) 45° - 20Vs 
Een 45+20y5 7 (45-+20v 5) (45° —2%0y 5) 
3. _2., 
RN ya) 
alfo YUS = 116% 33° 54% 
Der Kofinus diefes Winkels it — — . und feine Tangente 


= — 2. 
Anmerkung. Wir hätten den Winkel YUS viel kürzer finden können. Da nämlich 
UYM = 121° 43’ 2 
und SYM = 99° 
fo ft UYS = 319 43° 9” 
aljo YUS = 180° — 2. UYS 
= 116° 33° 56’ 
Allein wir wollten zeigen, welde einfache Ausdrüde man für Sinus, Gofinus und Tan— 
gente gg Winkels findet — Ausdrüde, zu denen Legendre auf ganz anderem Wege 
elan ut, 
j "479. Lehrſatz. Der cubiſche Inhalt eines regelmäßigen Polye: 
ders ift gleich dem eines Parallelepipedums, deffen Grundfläche gleich 
der Oberfläche des Polyeders, und deffen Höhe gleich dem dritten Theile 
der Geraden, welche die Entfernung des Mittelpunctes von einer der 
Sränzflächen mißt. | 
L. G. Anh. zum VII B., 3, uf. 2. 

Dew. Aus 469. 

480. Lehrſatz. Das regelmäßige Tetraeder ift inhaltsgleich mit 
dem fenkrechten Parallelepipedum, welches mit jenem gleiche Höhe hat, 
und deffen Grundfläche dreimal fo Klein als die des Tetraeders ift. 

Der eubifche Inhalt des regelmäßigen Octaeders ift gleich dem ei— 
nes ſenkrechten Parallelepipedums, deſſen Höhe gleich der Are des Octae⸗ 
ders, und deffen Grundfläche gleich dem dritten Theile des Quadrates 
feiner Kante. . I “ 
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Das regelmäßige Ikoſaeder ift von gleichem Inhalte mit dem fent: 
rechten Parallelepipedum, deſſen Höhe gleich dem dritten Theile der Ent: 
fernung zweier gegenüberftehender paralleler Gränzflächen des Ikoſae— 
ders, und deſſen Grundfläche das Zehnfache einer der Seitenflaͤchen ift. 

Das regelmäßige Dodefaeder ift von gleichem Inhalte mit dem fenk: 
rechten Parallelepipedum, das mit jenem gleiche Höhe, und deffen Grund: 
fläche das Doppelte von einer der Gränzflächen des Dodefaeders ift. 

Bew. Für das Tetraeder, als vegelmäßige dreifeitige Pyramide, 
und für das Dctaeder als doppelte regelmäßige vierfeitige Pyramide 
aus 465; für das Ikoſaeder und Dodefaeder aus 469, indem man 
das Ikoſaeder aus zwanzig dreifeitigen und das Dodefaeder aus zwölf 
fünffeitigen Pyramiden zufammengefeßt betrachtet, deren Höhe die 
Hälfte von der des Polyeders ift. 

Durch das Bisherige kann man nun leicht folche Ausdrücke ſowohl 
für die Oberfläche als den cubifchen Inhalt der fünf regelmäßigen Po: 
lyeder finden, im denen nur das einzige beftimmende Element des Do: 
(yederg — feine Kante — vorfönnmt. Es wird nämlich, wenn diefe 


Kante — a iſt, ausgedrückt 
Zuf. 1. Die Oberfläche des Wirfels durch 6 a? 


Sein Inhalt durch a? 
Zuf. 2. Die Dberfläche des Tetraeders durch a? W393 
: v2 a® 
Sein Inhalt durch a3 I = —— 
in Inh urch a? — — 


Bew. Die Dperfläche it offenbar das Dierfache der einen Graͤnz⸗ 
flähe; alſo = 4 A ABG 


— 2 BGAD 
— 
= — v3 
2a 0) V 
— a2 VZ 
Der Inhalt wird ausgedruͤckt durch ı VE. A ABG, 
Fe Re 
alfo eure 
a® a 
=7:.V2 


Zuf.3. Die Oberfläche des Detaederg wird ausgedrückt durch 2a? v3 
3 
Sein Inhalt durch) 3 v3 


12 
Dew. Da der Inhalt jeder Graͤnzflaͤche S v3, fo iſt der Ju: 


halt der Summe aller d. 5. die Oberfläche des Polyeders — 2a? V — 
Nach unſerm Hauptſatze wird der Inhalt dargeſtellt durch das 


2 
Product aus dem dritten Theil des Quadrates der Kante 7) und aus 


der Are (av 2), alfo durd) 3 V2. 
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Zuf. 4. Die Oberfläche des Ikoſaeders wird ausgedrückt duch 5 a2 3 


Sein Inhalt dur „a 28 + v5) 
Bew. Der Flächeninhalt jeder Gränzfläche ift — 7 v3, alſo 


die geſammte Oberflaͤche — 7 az yv3=5a?y 3. Die halde Höhe 
ft=; —— alſo der cubiſche Inhalt — 


73ö3 ,„7+3v3.3 
522 V3. 3 6 =% 6 
any 
6 2 
— [NV 
7 144+6v5 
5 a3 


= ’zva+v9% 


3 
= >= .8 + v5) 
Zuſ. 5. Die Oberfläche des Dodekaeders ift= 15 a? ——— 


Sein Inhalt a; ———— 


4 
Bew. Zunaͤchſt iſt der Flaͤchenraum der Graͤnzflaͤche des Dode: 
kaeders zu beſtimmen. Derſelbe wird ausgedruͤckt durch das Product 
aus der fuͤnffachen Kante, 5. YM — 5a, und der Hälfte der Sent: 
rechten aus dem Mittelpuncte auf die Kante. Diefe Sentrechte iſt nun 
nad) 478, V, Nro. 3 


ays+ 2Vv5 


2 5 
Der Ausdruck für die Graͤnzflaͤche ift demnach: 
Ja? > +2v5__5a2 2+v5 uRVZ Sur Bu ur wor a. 
— — — -V 
% 5 1’, — 
und fuͤr die geſammte Oberflaͤche: 
12 a2 —— —— ——— 
Vs (CVVS 45 - 32VS V) = 
DERGESTT 


Die halbe Höhe des Dodekaeders ift nad) 478, V, Nro. 4 
wet. Yyirya 
— va. v5 
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Nun hat man offenbar in dem Producte, das aus dem dritten Theil 
des Flächeninhaltes einer Gränzfläche und der fechsfachen Höhe des 
Dodekaeders gebildet wird, den Ausdruck für feinen Inhalt, alfo die: 


fer Inhalt = — —— 28 12 a v?t+ v3 





12 5 VsSCI v5 
5a v5 +2v3)@ +v5) 
v5—1° 5VSö 
5 a V— 
yv5—1' 5Vv5 


_ av dB AOHIVvH 
zvV5 v5 m. 
20 +9 v2. v3 
6— 2v95 
@+9v5) 6 +2v5):v5 





— as VV 





— ad V I —— 
(6 + 2v5) (6 — 2v59) 
_ yo +20 v5 
16 
_ 5 +7v5.2 Zu 
— a3 v7) 
— » 2. 


4 
Zuf.6. Haben die fünf regelmäßigen Polyeder alle eine und diefel: 
be Kantenlänge a, fo ftehen ihre Oberflächen in Ben Verhältniffe: 
a? V 


Dperfläche des Wuͤrfels Ga? — .v12 
— — Tetraeders — a2 v3 
— — Octaeders — a2. VZäz . 2 
— — Iſokaeders — a2 v3.9 
36542V5 
— — Dodekaeders = a2.v3.5V Ch EL) ur — 


Zuſ. 7. Die cubiſchen Inhalte unſerer fuͤnf Polyeder ſtehen, un⸗ 
ter derſelben Vorausſetzung wie im vorigen Zuͤſatze, in folgendem Ber: 


hältniffe: | 
Inhalt des Würfels a3 5 
— —  Tetraeders a3 > — a3 . 0,11785 
— — Dictaeders a3. „= — a3 . 0,47140 
— — Ztoloeders a BEINE — a. 2,18169 


s Brar — a3 . 7,66312 


— — Dodekaeders a 
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Es ift alfo das Octaeder viermal fo groß als das Tetraeder, und das 
n3 


Dodekaeder überfteigt das Dreifache des Skofaeders um * VDZ. 

Zuſ. 8. Haben unſere fünf regelmäßigen Polyeder dagegen gleis 
chen Inhalt und bezeichnen wir der Kürze halber die Kanten des Te: 
traeders, Würfels, Dctaeders, Ikoſaeders und Dodekaeders refpe: 
etive durch a,t, a,c, a,0, a,i und a,d, fo finden folgende Beziehungen 
Statt: 
ac:at:30:a1:3,d = 1 : 2,0396 : 1,2849 : 0,7710 : 0,5052 

1: 0,4903 : 0,6300 : 0,3780 : 0,2477 
1: 0,7786 : 1,5874 : 0,6014 : 0,3932 
ai: ac: a8: a0: ad 1: 1,2979 : 2,6452 : 1,6664 : 0,6554 
ad: ae: at:ao: ai 1: 1,9793 : 4,0370 : 2,5432 : 1,5262 

Dew. Nach Zuf. 7 ift, wenn wir die cubifchen Inhalte eines 

Wuͤrfels und eines Tetraeders refpective mit K und T bezeichnen, 


ee By — 


1.0: a0: atı a: ad 
= 


K: Tzeifa,e)® : a? 2. 
alſo, wenn K=[T, auch (a,e) = (a,t)? Ye 
oder (a,c)® : fat)? — < | 
3 
V2V.. 
daher | a0: al — (77) :1 
a, — up 2 
’ 3 V2 


— a, . 2,0396 
und auf ähnliche Weife für die übrigen Fälle. 

‚ Anmerkung 2. Auf manden älteren Proportionalzirfeln findet fih ein Paar Li: 
nien mit der Aufierift : „corporum regularium reductio.“ Sie dienen dazu, Die 
Kanten diefer regelmäßigen Polyeder für den Fall zu finden, daß fie inhaltsgleid find. 

481. Lehrſatz. Alle regelmäßigen Polyeder derfelben Gattung, 
die alfo denfelben Namen tragen, ftehen, wie alle ähnlichen Körper, 
im dreifach Hohen Verhaͤltniß ihrer Kanten. Die Oberflächen derfelben 
aber ftehen im zweifach hohen Verhältniß diefer Kanten. 

Bew. Aus 479 und 476, Zuf. 7 für den einen Theil; aus 222, 
oder 480, Zuff. 6 und 7 für den zweiten. 

Anmerkung. Auf diefem Sage beruht die Gonftruction der beiden Linien, die ſich 
auf den Proportionalzivkeln unter dem Namen „cubic“ oder „solides“ finden, Sie 
dienen dazu, die Kanten eines Polyeders zu finden, das einem gegebenen ähnlich und 
zu dieſem ein vorgefihriebenes Inhaltsverhältniß bat. Wäre z. B. ein Polyeder A ges 
geben, und eö follte ein zweites B jenem ähnliches gefunden werden, welches das mfache 
deö erjtern wäre, fo müßten offenbar zwei ſich entſprechende Kanten a und b diefer Po- 

. a 
Igeder ſich zu einander verhalten wie 1 : Ym. Die genannten Linien der Proportio- 
nalzirkel find nun vom Mittelpunct aus fo getheilt, daß je zwei diefer vom Mittelpun: 
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cte aus abgejchnittenen Stüde fih zu einander verhalten wie die Gubifwurzeln der Zah: 
len, die an ihren Endpuncten jtchen, fo daß alfo 3.3, die beiden Linien, an deren End: 
3 


a 
puncten die Zahlen 1 und 8 ftehen, fidh zu einander verhalten = YL:wWB bi. wie 
1:22. bh. es ift die letztere nicht achtmal, fondern nur doppelt fo groß als die erfte. 
Um alfo die der Kante a des gegebenen Polyeders A entſprechende b’ des geſuchten Po— 
Ineders B zu erhalten, braudt man nur durch Hülfe des gewöhnlichen Birfels vom Mit: 
telpunct des Proportionalzirkels aus auf der genannten Linie die Länge zu nehmen, an 
deren Endpunct die Zahl m fteht. 

Gin anderer Gebrauch, den man von eben diefem Linienpaar des Proportionalzir- 
Fels machen Fann, ift der, zwei mittlere Proportionalen zwiſchen zwei gegebenen Linien 
zu finden. Man fehe hierüber : Aufgg. III, 9 Xuflöfung 6. 

482. Lehrſatz. Wenn von zwei ähnlichen regelmäßigen Po: 
Iyedern das eine größer ift als das andere, fo ift in jenem das Verhält: 
niß der Oberfläche zum Inhalte kleiner als in diefem, und zwar fo 
vielmal, als die Kante des leßtern Kleiner ift als die des erftern. 


Dew, Aus 481. 


Vierter Abfchnitt. 


Von der Eonftruction der regelmäßigen Polyeder in 
einander. 


483. Erklärung. Eine körperliche Figur heißt in eine andere 
beijchrieben, wenn ihre Ecken entweder in den Eden, oder auf den 
Kanten, oder auf den Gränzflächen diefer zweiten liegen. 


484. Erklärung. Eine körperliche Figur heißt um eine andere 
befchrieben, wenn entweder die Ecken beider zufammenfallen, oder die 
Kanten oder die Gränzflächen der erftern durch die Ecken der andern 
gehen. 

485. Lehrfag. Kein Polyeder kann in ein anderes befchrieben 
werden, wenn nicht die Anzahl entweder der Gränzflächen, oder der 
Kanten, oder der Ecken in diefem zweiten Polyeder wenigftens eben fo 
groß ift als die Anzahl der Ecken in dem erften. 

Dew. Aus 483. 

Zuf. 1. Alſo kann weder ein Würfel, noch ein Ikoſaeder, noch 
ein Dodefaeder in ein Tetraeder befchrieben werden; und eben fo we: 
nig ein Dodefaeder in ein Dctaeder oder in einen Würfel. 

Zuf. 2. Die übrigen regelmäßigen Polyeder laſſen fich in einans 
der befchreiben, aber nicht immer volltommen d. h. fo daß jede Sei: 
tenfläche oder jede Kante des äußern Polyeders von einer Ecke des in: 
nern oder eingefchriebenen getroffen wird, oder auf jeder Seitenfläche 


des erftern eine Kante des letztern liegt. 

Anmerkung 1. In dem Löten Buche der Elemente des Guclides, welches aber, wic 
das 14te höchſtwahrſcheinlich, um nicht zu jagen gewiß, nicht den Euclides felbjt, ſon— 
dern den Hypſicles aus Alerandrien zum Berfaffer hat, wird nur von diefer vollfomm- 
neren Art des Einſchreibens gehandelt. in Herausgeber des Euclides, Foix de Cau- 
dalle, hat am Schluſſe des 15ten Buches und zwar vom ſechſten Sage an (indem er 
den 6ten und Tten Sat des Driginals weglief) noch mehrere Säge beigefügt, andere 
weniger vollfommene Arten des Einſchreibens eines Polyeders in ein anderes betreffend. 
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Glavius hat fpäter diefelben in feine Ausgabe des Euclides aufgenommen ; allein wir laf- 
fen fie bei Seite liegen. 

Zuf. 3. Ein Tetraeder kann einem Würfel fo eingefchrieben wer: 
den, daß feine ſechs Kanten in die ſechs Sränzflächen des leßtern fal: 
fen und namentlich die Didgonalen derfelben bilden. Die Ecken eines 
folchen Tetraeders fallen alfo mit vier Ecken des Würfels zufammen. 

Eucl. XV, 1. 

Zuf. 4. Ein DOctaeder läßt fid fowohl in ein Tetraeder, als in 
einen Würfel befchreiben. 

Das Erftere gefchieht dadurch, daß man die Halbirungspuncte der 
ſechs Kanten des Tetraeders zu Ecken des Octaeders macht. 

Eucl. XV, 2. 

Das Andere erreicht man, indem man die Mittelpuncte der ſechs 

Sränzflächen zu Ecken des Octaeders nimmt. 
Eucl. XV, 3. 

Zuf. 5. Ein Würfel läßt fich fowohl in ein Dctaeder als in ein 
Dodekaeder bejchreiben; in dem erftern Falle nimmt man die Mittel: 
puncte der acht Gränzflächen zu Ecken des Würfels. 

Eucl. XV, 4. 

In ein Dodekaeder läßt füh ein Würfel dadurch befchreiben, daß 
man die zwölf Kanten des leßtern Diagonalen in den zwölf Gränzflä: 
chen des erftern fein läßt; wo alfo die acht Ecken des Würfels mit acht 
Eden des Dodefaeders zufammenfallen. Die vier Aren des einen Po: 
Iyeders find auch zugleich Aren des andern. In Fig. 230 würde man 
durch die Diagonalen MP, PW, WB und BM die eine Gränzfläche 
des Würfels erhalten und auf ähnliche Weife die übrigen. 

Anmerfung 2. Die Are eines ee deffen Kante a, ift a y 3; von unferm 


in das Dodekaeder bejhriebenen Würfel, deflen Kante MP, ift alfo die Axe MP 3. 
Aber nad 478, Nro, 1 iſt 


m=-ım.yY5t1.1ınyW5StDw5-Nn_ _21LM, 
v5s-1 ‚v5 -D° v5 -1 
alfo die Are unferes in Nede ftchenden Würfel LM . re Dich ift genau der: 


felbe Werth, welden wir oben 478, V, für die Are des Dodefacders gefunden haben, 
Zuſ. 6. Ein Dodekaeder läßt ſich in ein Ikoſaeder befchreiben, 
indem man die Mittelpuncte der Graͤnzflaͤchen des lektern zu Ecken des 


erftern nimmt. 

Eucl. XV, 5. 

Zuf.7. Daß man in jedes regelmäßige Polyeder ein anderes ihm 
ähnliches befchreiben kann, ift von felbft einleuchtend. 

Anmerfung 3. Die Betrachtung der regelmäßigen Polyeder kann zu mancherlei 
Zragen und Aufgaben führen. Bemerfenswerth ift diejenige, welche zuerft Prinz Rus 
pert oder Robert, aus dem Haufe der Rheiniſchen Pfalzgrafen aufftellte und practiſch 
löfte, die fpäter Wallis (f. Opp. H, p. 470) einer wiſſenſchaftlichen Unterſuchung un= 
terwarf, und zulegt Nieuwland erweiterte und vollendete. 

Die Xufgabe, in ihrer urfprünglichen Geftalt, war folgende: Aus einem Würfel 
ein Stüd fo auözufhneiden, daß man durch das fo entftandene Loch einen andern, eben 
fo ‚großen Würfel, als der gegebene ift, hindurch ſchieben kann. Nachdem man ſich 
fpäter überzeugt hatte, daß der Schnitt fo geführt werden Fännte, um fogar einen grö— 
Pern Würfel, als den gegebenen, durch die entftandene Deffnung hindurdzufdieben, fuchte 
man den möglidy größten unter allen zu beftimmen, Folgende Erläuterung der erwähn- 
ten Aufgabe mag bier genügen. 

Betrachtet man die obere Gränzflähe ABCD (Fig. 235%) des Würfel BCDH 
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(Bis. 235°), So fällt c5 in die Augen, daß, meil die Diagonale AC größer als die 
eite AB, und zwar AC—= AB. Y?2, man immer auf AC und fogar noch in eini— 
ger Entfernung von ihr auf einer mit ihr felbft parallelen Linie ein Stüd kb glei) der 
Seite AB abſchneiden Fann. 

Bieht man nun kı und bm ſenkrecht und dächte ſich einen Schnitt nady der Richtung 
diefer drei Linien geführt, fo würde ſich durch die fo entitandene Deffnung ein Körper 
fhieben laffen, der mit dem Würfel felbjt gleihe Breite hätte, Auf ähnliche Weife 
verfahre man mit der untern Gränzfläche GFEH (Fig. 235b) unferes Würfels; nur 
ziehe man np nicht auf derfelben Seite der Diagonale wie kb, fo daß beide nicht ſenk— 
recht, fondern ſchief unter einander liegen, 

MWird nun ein Schnitt geführt längs der Linien, wie fie die drei Figuren 2358, b, e, 
näher angeben , fo würde das herausgefchnittene Stüd AHGSsbmDruikA (Fig. 235€) 
fein. Bon der obern Gränzflähe bleibt übrig das Stüd ikBCm, und ein ähnliches von 
der untern, beide mit einander verbunden durd die fäulenähnlihen Stüde HnikA und 
bCmpg, welde eine Art von offnem Thor niBbmpn bilden, durch weldes ein Körper 
hindurchgeſchoben werden Fann, 

Sind nun kb und np (Fig. 2354) von gleiher Größe mit der Kante AD oder 
HE des gegebenen Würfels, fo ift legterer feiner Breite nad durchſchiebbar; aber fie 
ner Höhe nady würde er ed offenbar nicht fein, wenn np ſenkrecht unter kb läge. Doch 
dieß ſoll, wie früher ausdrüdlicd erinnert worden, nicht der Fall feinz es foll vielmehr 
kb ſchief unter np liegen, fo daß die durch beide gehende Ebene kbnk die Grundfläche 
des Würfel unter fihiefen Winkeln fhneidet. Daher ift es wohl möglich, daf eine 
Gerade, weldye in der genannten Ebene fo gezogen wird, daß fie ſenkrecht auf pn und 
bk ſteht, gleich der Höhe des Würfels ift. 

Iſt nun der ganze Schnitt zugleich jo geführt, daß die Ebene npr nicht parallel 
der Grundflähe, fondern fenfredht auf der Ebene bkop, und ift es eben fo mit der 
Ebene Skb, fo ſieht man deutlih, wie durd die fo erhaltene Deffnung ein Würfel ges 
ſchoben werden könne, der mit dem urfprüngliden von gleiher Größe. 

So wie man aber in den Quadraten ABCD und EFGH (Fig. 235%, b) die Linien 
bk und pn aud jo nehmen Fann, daß fie größer als die Quadratfeite, fo Fann auch 
die eine fhief unter der andern liegen, daß die auf beiden ſenkrecht ftehende größer als 
die Höhe des Würfels if. Es ift eben fo einleuchtend, daß in diefem Falle ein Würfel 
durd die Deffnung geſchoben werden Fann, der noch größer al& der gegebene, 

Es entiteht ſonach die Frage, weldes ift der größte unter allen Würfeln, die auf 
die im Borigen angegebene Weife durdy einen gegebenen Würfel hindurchgeſchoben wer: 
den können. Diefe Frage wurde zuerft von Nieuwland beantwortet. 

Wir wollen in einem befondern Anhange am Schluffe die desfallfige Furze Abhands 
lung diefes wadern Mathematifers mittheilen. 


Zwölftes Bud. 
Von den durch Frumme Oberflächen begränzten Körpern. 


— 


487. Die Koͤrper unterſcheiden ſich, wie wir im Eingange des 
vorigen Buches bemerkt haben, unter andern auch dadurch, daß viele 
von geraden, andere von krummen Flaͤchen begraͤnzt werden. Von den 
erſtern, den Polyedern, iſt im vorigen Buche gehandelt worden. Un— 
ter der großen Anzahl der Koͤrper zweiter Claſſe ſind nur drei, die in 
das Gebiet der Elementargeometrie gehoͤren: der Cylinder, der 
Kegel und die Kugel. Denn ſie ſind die einzigen, deren krumme 
Oberflaͤchen entweder nur durch Kreiſe, oder durch eine Verbindung von 
Geraden und Kreiſen erzeugt werden. — Wir werden uns daher in 
dem Folgenden auf dieſe drei Koͤrper beſchraͤnken. 


Erſter Abſchnitt. 
Vom Eylinder 





488. Erklaͤrung. Beſchreibt man in zwei verſchiedenen aber 
parallelen Ebenen zwei gleiche Kreiſe, verbindet deren Mittelpuncte und 
läßt eine zweite Gerade fi) längs der beiden Umkreiſe fo bewegen, daß 
fie ſtets ſich ſelbſt und der die Mittelpuncte verbindenden parallel bleibt, 
ſo umſchließt die ſo entſtandene krumme Flaͤche nebſt den beiden paral— 
lelen Kreiſen einen Koͤrper, welcher Cylinder oder Wa (ze genannt 
wird. — Die beiden Kreife heißen die Grundflächen des Eylinders; 
die Gerade, welche die Mittelpuncte verbindet, deſſen Are. Steht 
diefe leßtere ſenkrecht auf den Srundflächen, fo heißt der Eylinder ein 
gerader; im entgegenfesten Falle ein fchiefer. 

Eucl. XT, Erfl. 21, 22,233. — L. G. VII, Grit. 1. 

Anmerkung 1. Den geraden Eylinder kann man fid) durch Umdrehung eines Recht— 
ecks um eine ſeiner Seiten als Are entſtanden denken. Ihre Gegenſeite beſchreibt als: 
dann die krumme Oberfläche oder den Mantel des Eylinders, die beiden andern Seiten 
feine Grundflächen. Diefe Erklärung giebt Euclides; ihm folgt hierin Legendre; 
ſchiefe Cylinder find dadurd) ausgefhloffen. 

Anmerkung 2. Andere betrachten den Gylinder fo entjtanden, daß ein Kreis längs 
einer geraden Linie ſich parallel mit ſich felbft bewegt z. B. der Kreis CHD (Fig. 237) 
längs der Geraden CA oder Ca mit fidy felbft parallel, fo dag alfo auch Kreis AGB 
oder agb parallel mit CHD, 
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Zuf. 1. Schneider man einen Eylinder durch eine Ebene LMNO 
(Fig. 237), welche parallel den Srundflächen, fo ift der Schnitt eüı 
Kreis. 

Jeder durch die Are gehende Schnitt und eben fo auch jeder ihm 
parallele ift ein Parallelogramm, und zwar ein Rechteck, wenn der 
Eylinder ein gerader ift. 

Alte diefe Parallelogramme haben gleiche Höhe mit dem Eylinder, 
verhalten fich alfo wie ihre Grundlinien, 

Anmerkung 3. Alle Schnitte, die nicht in eine der beiden genannten Glaffen ge— 
hören d. h. die weder den Grundflächen nod der Are parallel find, gebören auch nicht 
in das Gebiet der Elementargeometrie, wenigftins dann nicht, wenn man die Gränzen 
diefes Gebietes fo beftimmt, wie dich die Alten zu thun pflegten. Die jchneidende Ebene 
bildet in diefem Falle mit der Frummen Dberflädhe eine Frumme Linie, welde Ellipfe 
beißt und zu den Kegelſchnitten gehört. 

Zuf. 2. Schneidet man _einen Eylinder parallel mit der Grund: 
fläche und zieht an den fo erhaltenen Kreis eine Tangente, fo berührt 
diefelbe auch die krumme Oberfläche des Cylinders in eben diefem Pun— 
cte. Jede Gerade dagegen, welche man durch einen Punct diefer Ober: 
fläche parallel mit der Are zieht, liegt ganz in diefer Oberfläche. 

Zuſ. 3. Wenn eine Ebene der frummen Oberfläche eines Cylin— 
ders begegnet und zwar fo, daß die beiden gemeinfchaftlichen Puncte 
auf einer Geraden liegen, welche parallel der Are des Eylinders ift, 
alfo ganz in deffen Oberfläche liegt, und alle Senfrechten, die man auf 
diefer Geraden errichtet, Tangenten für Kreife find, welche durch 
Schnitte, die parallel den Grundflächen, entftanden, fo haben Ebene 
und Eylinder auch feinen einzigen Punct außer diefer Geraden mit ein: 
ander gemein. 

488. Erklärung Aehnliche Eylinder find diejenigen, 
deren Aren fich wie die Durchmeffer ihrer Grundflächen verhalten und 
gleiche Neigungswinfel mit den Grundflächen bilden. 

Eucl. XI, Erkl. 24. — L 6. VIII, Erkl. 4. 

Anmerkung. Dieſe Erklärung iſt eine unmittelbare Folgerung aus der frühern 
Erklärung des vorigen Buches in 438. Um dieß einleuchtend zu machen, braucht man 
nur zu erwägen, daß man unſere Erklärung auch fo ausdrücken könnte: Eylinder find 
ähnlich, wenn ſowohl ihre Gränzfläden als die Frummen Oberflächen ähnlich find. Die 
Grundflächen find nun als Kreife ftets ähnlich und ihre Peripherien den Burchmeffern 
proportionirt, von den Frummen Oberflächen aber foll fpäter (494) gezeigt werden, daß 
fie ih zu einander verhalten, wie die Rechtecke aus den Peripherien der Grundfläden 
und aus den Axen. Die Gylinder werden demnach ähnlich fein, wenn die genannten 


Rechtecke es find d. h. wenn die Aren fi wie die Durchmeffer der Grundfläcden vers 
halten. 


Sind ähnlihe Cylinder gerade, fo find aud die Rechtecke ähnlich, aus denen fie 
als entftanden betrachtet werden Fönnen, 


489. Erklärung. Ein Prisma heißt in einen Eylinder befchrie: 
ben oder der Eylinder dem Prisma umfchrieben, wenn die beiden Grund: 
flächen des Prisma Vielecke find, welche den Grundflächen des Eylin: 
ders eingefchrieben find. 

L. G. VIII, Erkl. 6. 

Zuf. 1. Die Seitenfanten des Prisma find parallel der Are des 
Eylinders, liegen alfo in deffen Oberfläche. 

Zuf. 2. Sind die den Grundflächen des Eylinders eingefchriebes 
nen Vielecke vechtwinfelige Parallelogramme, fo tft dag eingefchriebene 
Prisma ein Parallelepipedum, 


398 Zwoͤlftes Bud, Erſter Abſchnitt. 


490. Erklaͤrung. Ein Prisma heißt einem Cylinder umſchrie— 
ben, oder dieſer in jenes eingeſchrieben, wenn die beiden Grundflaͤchen 
des Prisma Vielecke bilden, welche den Grundflaͤchen des Cylinders um— 
ſchrieben ſind. 

L. G. VIII, Erkl. 5. 

Zuf. 1. Die Seitenflähen des Prisma berühren den Mantel des 
Cplinders d. h. jede hat mit dem Mantel nur eine einzige Gerade ge: 
meinfchaftlich und liegt übrigens ganz außerhalb des Eylinders. 

Zuf. 2. Soll das einem Eylinder umfchriebene Prisma ein Pa: 
ralfelepipedum fein, fo müffen feine Srundflächen den Srundflächen 
des Eylinders umfchriebene Parallelogramme d. h. Rhomben fein. 

491. Lehrfas. Ein Eylinder ift die Wachsthumsgränge für 
alle ihm eingeschriebenen Prismen, und die Verminderungsgränge für 
alle umfchriebenen. 

Tacquet Selecta ex Archimede pr. 8, 10. 

Bew. Aus 489 und 490, in Verbindung mit 319. 

Zuf. Aus unferem Sage fieht man, welcher Sinn zu verbinden 
fei mit der von vielen aufgeftellten, aber ungenauen, Behauptung, daf 
ein Eylinder ein Prisma von unendlich vielen Seitenflächen fei. 

492. Lehrfas. Verfchiedene Cylinder ftehen im zufammenge: 
feßten Verhältniß ihrer Grundflächen und Höhen. 

Bew. Aus 491, 311, 313 und 454. 

Zuf. 1. Das Verhältniß, in welhem die cubifchen Inhalte 
zweier Eylinder flehen, ift daher zufammengefeßt aus dem einfachen 
Verhältnis ihrer Höhen, und dem zweifach hohen Verhältniß der Durch: 
meſſer ihrer Grundflächen. 

Zuf.2. Cylinder find alfo inhaltsgleich, wenn fowohlihre Grund: 
flächen als Höhen gleich find. Bei gleichen Höhen verhalten fie ſich 
wie ihre Grundflächen. 

Eucl. XII, 11. Ä 

Zuf. 3. Eplinder von gleichen Grundflächen verhalten fich wie 
ihre Höhen. Schneidet man alfo einen durch mehrere mit den rund: 
flächen parallele Ebenen, fo verhalten fich die zwifchen denfelben liegen: 
den Eylinderftäcfe, wie die zwifchen eben diefen-Ebenen enthaltenen 
Stuͤcke der Are des Eylinders. 

Eucl. XII, 13. u 

Zuſ. 4. Sind zwei Eylinder inhaltsgleich, fo verhalten ſich ihre 
Grundflähen umgekehrt wie ihre Höhen, und findet diefes Verhältnif 
Statt, fo find die Eylinder inhaltsgleich. 

Euel. XII, 15. 

Zuf. 5. Aus dem vorigen Zufaße und aus 450, Zuf. A ergiebt 
fih nun auch, in wie fern man fagen könne, der inhalt eines Cylin: 
ders fei gleich dem Producte aus feiner Grundfläche und Höhe, fo daß 
alfo, wenn man den inhalt mit C, den Halbmeffer der Grundfläche 
mit R, und die Höhe mit h bezeichnet, 

C=-R?rh 
fei; wo den bekannten Werth hat, nach welchem m: 1 — Umkreis: 
Durchmeffer ift. 
L. G. VIII, 1. 
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Zuf. 6. Iſt die Höhe des Eylinders dem Halbmeſſer der Örund: 
fläche gleich, fo ift der Ausdruck für feinen Inhalt: Rd. 

493. Lehrfas. Ein Eylinder verhält fich zu dem ihm umfchrie: 
benen Parallelepipedum , deflen Endflächen Quadrate find, wie feine 
Grundfläche zum Quadrat ihres Durchmeflers, oder wie der vierte Theil 
des Umfreifes zum Durchmeffer. 

Bew. Aus 491, 454, und 320, Zuf. 2. 

Zuf. Alfo nach Archimedes (333) iſt diefes Verhaͤltniß — 11:14. 

494. Lehrfag. Der Mantel eines geraden Eylinders ift gleich: 
flächig einem Rechtecke, deſſen Höhe gleich der Are und deffen Grund: 
linie gleich dem Umkreiſe der Grundfläche ift; oder, was auf daffelbe 
hinauskommt, diefer Mantel ift gleihfläcyhig dem Kreife, deffen Radius 
die mittlere Proportionale zwifchen der Are und dem Durchmefler der 
Grundfläche ift. 

Tacquet Selecta ex Archimede pr. 10, Cor. 1 et 5 und pr. 11 nebft pr. {1 


Cor. 1. 
L. G. VIII, 4. 


Dew. Aus 491, 456, und 320, Zuf. 2. 

Anmerkung 1. Auf diefem Sage beruht, wie wir früher Thon bemerft haben, die 
Erflärung ähnlicher Eylinder. 

Anmerkung 2. Die Mäntel zweier Cylinder find daher auch in allen den Fällen 
gleih, in welchen Rechtecke es find (202, Buff. 4 und 5). 

Tacquet pr. 10, Cor. 2 und pr. 11, Cor. 2, 3 etc. 

Zuf. 1. Der Mantel eines geraden Cylinders verhält ſich zur 
Grundfläche, wie die Are zur Hälfte des Radius der Grundfläche. 

Tacquet pr. 10, Cor. 3, und pr. 12. 

Zuf. 2. Iſt die Are eines geraden Eylinders gleich dem Durch: 
mefler der Grundfläche, fo ift der Mantel viermal fo groß als die 
Grundfläche. 

 Tacquet pr. 12, Cor. 

Zuf. 3. Die gefammte Oberfläche eines folchen Eylinders ift alfo 
fechsmal fo groß als jede Srundfläche. 

495. Lehrfag. Aehnliche Eylinder ſtehen im dreifach hohen 
Verhaͤltniß der Durchmeffer ihrer Grundfläcen. 

Eucl, XII, 12. 
Dew. Aus 491 und 450. 


496. Lehrfas. Sind die Mäntel zweier gerüden Eylinder gleich: 
flähig, fo verhalten ſich die Eylinder felbft wie die Durchmeſſer ihrer 
Srundflähen, oder umgekehrt wie ihre Höhen. Sind dagegen zwei 
Eylinder inhaltsgleich, fo ftehen ihre Mäntel im einfachen umgekehrten 
Verhältniß der Durchmeffer ihrer Grundflächen, oder im zweifach nie: 
dern Verhältniß ihrer Höhen. 

Tacqnet pr. 10, Schol. 2. 

Bew. Erfter Theil. Es bezeichnen C, c die cubiſchen Inhalte 
zweier Cylinder, H, h ihre. Höhen, und D, d die Durchmeffer der Grund: 
flaͤchen; M, m die Flächenräume ihrer Mäntel. Alsdann ift: 


M: m = DHr : dhr, alfo, wenn M=m, 


D:d=h:H 
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Aber es ift: Cie D?2.1H:d?.h (492, Zuf. 1), alfo auch: 


ee a) ) me Bear: LER | 
—=D:d 
= h:H 
Zweiter Theil. Weil nach Vorausfegung C = c, fo ift auch 
D?.H = d?.JIı, alfo Ä 
D:d=vıh: vH 
Nun ft add: M:m—=ND.H:d.h 
—D.d?:d. D2 
= d:D 
— vl: yıı 


Zuf. 1. Iſt daher ein Rechteck gegeben und wird die Konftruction 
eines cplindrifchen Gefäßes verlangt, für welches das Rechteck den 
Arendurchfchnitt bildet, fo macht es für den Inhalt des Gefäßes ei: 
nen Unterfchied, ob man die kleinere oder die größere Seite des Recht: 
ecks zur Höhe nimmt; diefer Inhalt ift im erftern Falle größer als im 
legtern — ein Umſtand, der in der Praxis nicht unwichtig ift. 

Zuf. 2. Aus unferm Sage ergiebt ſich auch, wie die Oberfläche 
eines Drahtes zunimmt, wenn man denfelben immer dünner und dün: 
ner zieht; wie alfo, wenn ein folher Draht vergoldet ift, die Vergol: 
dung mit der Zunahme der Länge des Drahtes, immer dünner und 
fchwächer werden muß. 


Zweiter Abfchnitt. 
Boom Kegel. 


497. Erklärung Nimmt man außerhalb der Ebene eines 
Kreifes ADB (Fig. 233) einen beliebigen Punct V, und läßt um diefen 
als feften Mittelpunet eine Gerade VA fich längs der Peripherie des 
Kreifes bewegen, fo heißt die frumme Fläche, welche von der Geraden 
durch diefe Bewegung erzeugt wird, Kegelfläche; der von ihr 
und dem gegebenen Kreife, als Grundfläche, begranzte Körper aber 
Kegel. Der fefte Punct, um welchen fich die Gerade bewegt, iſt 
die Spitze des Kegels; die Are deifelben ift die Gerade, welche die 
Spike mit dem Mittelpuncte der Grundfläche verbindet; die die Ke— 
gelfläche erzeugende Gerade felbft Heißt Kegelfeite. Ein Kegel heißt 
ein gerader, wenn feine Are fenkrecht auf der Grundfläche ſteht; im 
entgegengefeßten Falle ein fihiefer,; wie BDAv Fig. 233. 

Eucl. X1, Gift. 18, 19, 0. — L. G. VIII, Gt. 2. 


Anmerkung 1. Andere wie Euclides und nad ibm Legendre und mehrere betrady: 
ten den Kegel durd Umdrehung eines redtwinfeligen Dreieds VCA um eine feiner Ga— 
theten als Are entftanden. Die Hnpotenufe beſchreibt alödann die Kegelfläche und die 
on Gathete die Grundflähe, Diefe Erklärung paßt aber freilich nit auf ſchiefe 

egel. 
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Zuſ. 1. In jedem geraden Kegel ſind alle Kegelſeiten von gleicher 
Laͤnge, in ſchiefen dagegen nicht. 

Anmerkung 2. Die groͤßte und kleinſte Kegelſeite beim ſchiefen Kegel liegen in 
derſelben durch die Axe gehenden Ebene. 

uſ. 2. Schneidet man einen Kegel durch eine Ebene, welche 
durch die Spitze und den Mittelpunct der Grundflaͤche, alſo durch die 
Axe deſſelben geht, ſo iſt der Schnitt immer ein Dreieck, welches, bei 
einem geraden Kegel, gleichſchenkelig iſt und ſenkrecht auf der Grund— 
flaͤche ſeeht. Se nachdem num der Winkel (AVB) an der Spitze eines 
folchen gleichfchenkeligen Dreiecks ein rechter, oder ein ftumpfer, oder 
ein fpißer, heißt der gerade Kegel felbft rechtwinfelig, oder fiumpfwin: 
felig, oder ſpitzwinkelig. 

Zuſ. 3. Alle mit der Grundfläche parallelen Schnitte find Kreife *), 
deren Peripherien fowohl als Durchmefler im einfachen Verhaͤltniß ih— 
rer Entfernungen von der Spitze, deren Flaͤchenraͤume aber im zweifach 
hohen Verhaͤltniß der genannten Entfernungen ſtehen. 

Anmerkung 3. Diejenigen Schnitte, welche man noch außer den beiden genannten, 
aus einer Kegelfläche mittelſt einer Ebene erhalten kann, gehören nicht in das Gebiet der 
ee wenn man die Gränzen diefes Gebietes fo beitimmt, wie die Alten 
es tb 

Anmerkung 4. Diefe nicht zu den Elementen der Geometrie gehörenden und daher 
bier nicht näher zu betraddtenden Schnitte Find noch wichtiger als die parallelen und Axen— 
Schnitte; daher fie auch gewöhnlich vorzugsweile den Namen Kegelſchnitte führen. 
Ihre Zahl beläuft ſich auf dreiz fie führen die Namen: Parabel, Ellipfe, Hy— 
perbel. Die Ellipfe kann, wie jhon früher bemerft worden ift, "au aus dem Gy» 
linder geſchnitten werden. 

498. Erklärung. Eine Pyramide heißt in einen Kegel befchrie: 
ben, oder der Kegel der Pyramide umfchrieben, wenn ihre Grundfläche 
ein der Grundfläche des Kegels eingefchriebenes Vieleck ift, und ihre 
Seitenfanten Kegelfeiten find. 

499. Erklärung. Eine Pyramide heißt um einen Kegel be: 
fchrieben, oder der Kegel in die Pyramide, wenn die Grundfläche der 
leßtern um die Grundfläche des erftern befchrieben ift und beide Körper 
eine gemeinfchaftliche Spige haben. 

Zuf. Die Seitenflächen der Pyramide berühren die Kegelfläche. 

500. Erflärung. Ein Kegel heißt in einen Eylinder befchrie: 
ben, oder diefer um jenen, wenn beide gemeinfchaftliche Grundflächen 
haben, und die Spiße des Kegels in der obern Endfläche des Eylin: 
ders liegt. 

Zuf. 1. Der Kegel wird natürlich alsdann vom Cylinder ganz 
umfchloffen. 

Zuſ. 2. Sind Kegel und Eylinder gerade, fo fallen auch ihre 
Aren zufammen. 

501. Erklärung. Kegel find ähnlich, wenn die Aren und die 
Durchmefler der Grundflächen einerlei Verhaͤltniß zu einander haben. 

L. G. VIII, Erkl. 4. 

Anmerkung. F dieſer Erllärung gilt das, was wir bei einer frühern erin— 
nert haben; f. 488, 
| 502. —— Abgeſtumpfter Kegel oder Kegel— 


*) Beim ſchiefen Kegel gilt daſſelbe auch von allen antiparallelen Saniken. 
Anm um 8 Ueberf. 


v. Swinden Geometrie. 
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ftumpf heißt dasjenige Stück eines Kegels, welches übrig bleibt, wenn 
man durch eine mit der Grundfläche parallele Ebene ein beliebiges Stück 
von der Spike aus abfchneidet. Ein folher Stumpf wird alfo von 
zwei ungleichen aber parallelen Kreifen und von einem Theil der Kegel: 
fläche begrängt. EFGBDAE (Fig. 233) ift ein Körper diefer Art. 

L. G. VUI, Erkl. 3. 

503. Lehrfas. Der Kegelift die Wahsthumsgränge für alle ihm 
eingefchriebenen, und die Verminderungsgränge für alle ihm umfchrie: 
benen Pyramiden. 

Tacquet Selecta ex Arch. pr. 9, 10. 

Dew. 498, 499 und 319. 

Zuf. Man fieht Hieraus, welchen Sinn man mit, dem ungenauen 
und nicht zu billigenden Ausdruck zu verbinden habe, deffen ſich manche 
bedienen, wenn fie fagen, ein Kegel fei eine Pyramide von unendlich 
vielen Seiten. 

504. £ gi ab. Seder Kegel ift der dritte Theil eines um ihn 
beichriebenen Eylinders. | 

Euel. XII, 10. — L. G. VII, 5, 3uf. 

Bew. Aus 503, 491, 311 und 469. 

Zuf. 1. Hieraus fieht man, wie man den von vielen gebrauchten 
Ausdruck zu verftehen habe, daß der Inhalt eines Kegels gleich fei dem 
Producte aus der Srundfläche in den dritten Theil der Höhe. 

L. 6. VIII, 8. 

Zuf. 2. Bezeichnet R den Halbmeſſer der Grundfläche eines Kes 
gels, h ee Höhe, fo kann der Inhalt des Kegels dargeftellt werden 
durch : j 

Zuf. 3. Der Inhalt eines Kegels verhält fich zu dem inhalt des 
ihm umfchriebenen rechtwinteligen Parallelepipedums, wie der dritte 
Theil der Grundfläche zu dem ihr umfchriebenen Quadrate, oder wie 
der zmwölfte Theil des Umkreiſes zum Durchmeffer (493). 

505. Lehrſatz. Verſchiedene Kegel ſtehen im zufammengefeßten 
Verhältniß ihrer Grundflächen und Höhen. 

Bew. Aus 504, Zuf. 2. 

Zuf. 1. Kegel von gleicher Höhe ſtehen im einfachen Verhältniffe 
der Srundflächen oder im zweifach hohen ihrer Durchmefler. Kegel, 
von gleichen Grundflächen, verhalten fich wie ihre Höhen; und Kegel, 
die bei gleichen Grundflächen zwifchen denfelben parallelen Ebenen fie: 
gen, find inhaltsgleich. 

Eucl. XII, 11, 14. — L. G. VII, 5, uf. 

Dew. Aus 492, 504 und 497. 

Zuſ. 2. Die Grundflächen inhaltsgleicher Kegel verhalten fih um: 
gekehrt wie ihre Höhen. 

Eucl. XII, 15. | 

Zuf. 3. Aehnliche Kegel ftehen im dreifach hohen Verhältniß der 
Durchmeffer ihrer Grundflächen. { 

Eucl. XII, 12. — L. G. VIII, 5, 3uf. 3. 

06. Lehrſatz. Die frumme Oberfläche oder der Mantel jedes 
geraden Kegels ift gleichflächig einem Dreiecke, deffen Grundlinie gleich 
der Peripherie der Grundfläche des Kegels und deſſen Höhe gleich der 
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Kegelfeite, oder gleihflähig dem Kreife, deffen Radius die miitlere 
Proportionate zwifchen dem Radius der Grhndfläche und der Kegelfeite. 

Tacquet Sel. ex Arch. pr. 10 et 13. — L. G. VII, 7. 

Bew. Aus 503, 466 und 320, Zuf. 1. 

Anmerkung 1. Alle die Bedingungen, die wir früher (202, 3uf.3, Zuſ. 4 ıc.) als 
ſolche Fennen gelernt haben, aus welden man entiweder Gleichheit oder ein beitimmtes 
Verhältniß der Flächenräume zweier Dreiecke folgert, finden alfo ihre Anwendung auch 
bei Kegelfläden. 

Tacquet pr. 10, Cor. 7. — pr. 13, Cor. 2, 3 etc. 

A Zuf. 1. Auf diefem unferm Sage beruht die Erklärung ähnlicher 
egel. 

Zuſ. 2. Bezeichnet R den Radius der Grundfläche und k die Ke: 
gelfeite, u kann der Flächenraum des Mantels dargeftellt werdet durch 
R.r.k. 

Zuf. 3. Beim geraden Kegel verhält fich der Mantel zur Grund: 
fläche, wie die Kegelfeite zum Radius der Grundfläche. 

Tacquet pr. 10, Cor. 8 et pr. 14. 

Zuſ. 4. Iſt alfo dieKegelfeite gleich dem Durchmeffer der Grund: 
flähe d. h. ift jedes Axendreieck nicht bloß gleichfchenkelig, fondern 
gleichfeitig, fo ift der Mantel doppelt fo groß als die Grundfläche, alfo 
die gefammte Oberfläche das Dreifache der Grundfläche. 

Tacquet pr. 10, Cor. 9 

Zuſ. 5. Der Mantel eines geraden Kegels iſt auch gleichflächig 
einem Kreisausfchnitt, deſſen Halbmeſſer die Kegelfeite und deflen zu: 
gehöriger Bogen von gleicher Länge ift mit der Peripherie der Grunds 
flähe. Den wievielten Theil diefer Bogen von feinem ganzen Umkreis 
ausmacht, oder die Größe des Winkels, welchen die beiden den genanns 
ten Sector begrängenden Radien bilden, findet man durch die Propors 
tion: Die Kegelfeite verhält fih zum Halbmeffer der Grundfläche, wie 
360° zum gefuchten Bogen. 

Anmerfung 2. Hiernach iſt es, wie man ſieht, leiht, einen Kreisausſchnitt zu 
befhreiben , aus weldem man durch gecignetes Zufammenfügen des Papiers, in deſſen 
Ebene er ſich befindet, den Mantel eines geraden Kegels von gegebener Höhe und Grund⸗ 

fläche erhält. 

507. Lehrſatz. Der Mantel eines geraden abgeſtumpften Ke— 
gels ift gleihflähig einem Paralleltrapez, in welchem die beiden paral: 
lelen Seiten einzeln den Peripherien der beiden Kreife, die den Kegel: 
ftumpf begrängen, gleich, und um die Länge der Seite des Stumpfes 
von einander entfernt find; oder gleichflächig einem Rechteck, deffen 
Höhe gleich der Seite des Stumpfes und deflen Grundlinie gleich dem 
arithmetifchen Mittel zwifchen den Peripherien der beiden begrängen: 
den Kreife ift, oder endlich gleihflächig einem Kreife, deilen Radius 
die mittlere geometrifche Proportionale zwifchen der genannten Kegels 
feite und der Summe der Radien der genannten Öränzfreife ift. 

Tacquet Selecta ex Arch. pr. 15. — L. G. VII, 8. 

Bew. Aus 506 und 203, Zuf. 8. 

Anmerkung. Bezeihnet R den Halbmeffer des untern, r den des obern Gränz- 
kreiſes, und man nimmt Zig. 232 CA — R, CF = r, fo ift, wenn DE von gleider 
Länge mit der Peripherie des größern diefer Kreife, GH gleidy der Peripherie des klei⸗ 
nern, alfo GHED gleidy dem Mantel des Kegelftumpfes, aus welchem man durch geeig- 
netes Zuſammenrollen ded Papiers, in deffen Ebene ſich die Zeichnung befindet, den Kes 


gelftumpf felbft leicht erhalten kann. j 
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Zuf. Der zweite von den drei Ausdrücken, welche der Hauptfak 
für den Mantel eines abgeftumpften Kegels angiebt, kann auch fo ab- 
geändert werden: diefer Mantel ift gleichflächig dem Rechteck, deſſen 
Hoͤhe gleich der Seite des Stumpfes, und deffen Grundlinie gleich der 
Peripherie des Kreifes ift, den man erhält, wenn man den Kegel mit: 
ten zwifchen feinen Gränzkreifen und parallel mit denfelben fchneidet. 

Ä L. G. VII, 8, 3uf. 
Beweis. Wenn AJ — JF (Fig. 231), fo ift auch 
FG + AE 


IL 3 


508. Lehrſatz. Ein abgeſtumpfter (gerader) Kegel AEGB 
(Fig. 233) ift dreimal fo Klein als die drei Cylinder zufammen genom— 
men, die alle mit dem abgeftumpften Kegel gemeinfchaftliche Höhe ha: 
ben, und von denen der eine zur Grundfläche den untern Gränzfreis, 
der andere den obern, und der dritte denjenigen Kreis hat, deffen Ra: 
dius die mittlere Proportionale zwifchen den Radien der beiden erftern 
Kreife ift. 

L. G. VII, 6. 

Bew. Der abgeft. Kegel ift —= Kegel AVB — Kegel EVG, alfo 
wenn R der Radius des untern, ı der des obern Öränzkreifes und H 
die Höhe des Stumpfes ift: 


abgeft. Kegel = R?r . > — ı?r. — 
= 5 (R®.VC—ı2. vF) 
alfo, weil VE: VF=R:r, oder r.VC=R.VF 

















und FC:VC=R—r:R, alfo VE = I, 
abgeft. Kegel — > [7 — ve] 

_r= RBR®.FC—R.ı?.VF-+r3.VF 
=7. ar Fr? . VF 
2 R?3-. FC — 13. VC + .ır3.VF 
3 OT R-—r 
— 7 RB? .FC — 13 . FC 
Fa: nn ee pn 

= (R® — 3). H 
3 — 
H 
— — 
4 
— (RP +2 + o)r. 3 


wo po die mittlere Proportionale zwifchen R und x bezeichnet. 
Anmerkung. Diefen Sag theilt ſchon Clavius mit in feiner : geometria practica 


+ 
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509. Erklärung. Wenn ein Halbkreis fih um feinen Durch: _ 
mejler als Are dreht, fo befchreibt die Kreistinie eine krumme Oberfla: 
he, welche Sphäre oder Kugelfläche genannt wird; der von ihr um: 
fchloffene Körper heißt Kugel; der Durchmeffer des Halbkreiſes ift die 
Are der Kugel, feine beiden Endpuncte heißen Pole. Der Mittelpunet 
des Halbkreifes ift zugleich auch Mittelpunct der Kugel. 

Eucl. XI, Erft, 14, 15, 16, 17. 

Zuſ. Alle Geraden, welche den Mittelpunct der Kugel mit belie: 
bigen Puncten der Sphäre verbinden, find von gleicher Länge. 

Anmerkung. Daher erflärt man nicht felten auch die Kugel als den Körper, wel: 
der von einer Frummen Dberflähe dergeftalt begränzt wird, daß alle Puncte derfelben 
gleiche Entfernung von einem innerhalb der Kugel gelegenen Puncte haben, 

Taequet zu Eucl. XII, Erf, 5, — L.G. VII, Erkl. 4. 

910. Jeder Kugelfchnitt d. h. jeder Schnitt einer Kugel durch eine 
Ebene ift ein Kreis. 

L. G. VII, 1. 

Anleitung zum Beweife. Fälle aus dem Mittelpuncte der Kugel 
auf die fchneidende Ebene eine Senfrechte und zeige, daß deren Fuß: 
punct gleiche Entfernung von allen Puncten hat, die der Oberfläche der 
Kugel und der fchneidenden Ebene gemeinfchaftlich find. 


Zuf. 1. Wird eine Kugel von einer andern, oder von einem Ey: 
linder, oder Kegel beliebig gefchnitten, fo ift immer die Durchfchnitts: 
linie ihrer beiderfeitigen Oberflächen eine Kreislinie. 


Zußſ. 2. Durch zwei beliebige Puncte auf der Sphäre und den 
Mittelpunct kann man immer eine Ebene legen, deren Durchfchnitt mit 
der Sphäre eine Kreislinie fein muß; zwifchen je zwei beliebigen Pun— 
eten auf der Sphäre läßt fich alfo immer ein Kreisbogen ziehen, deſſen 
Mittelpunct mit dem der Kugel zufammenfällt. 

L. G. VII, 1, Zuſ. 6. 

511. Erklärung. Die Kugelfchnitte, deren Ebenen durch den 
Mittelpunet der Kugel gehen, heißen größte Kreife, oder Nov 
malfreife oder Hauptkreife der Kugel; ihre Durchmefler find Kugel: 
durchmeſſer; Are eines Normalkreifes ift der auf feiner Ebene fenkrechte 
Kugeldurchmeſſer; die Scheitel diefes leßtern find die Pole des erftern. 

L. G. VII, Grit. 3. 

Anmerkung. Durd zwei Puncte auf der Sphäre läßt ſich in der Negel nur ein 
einziger Normalfreis legen; nur in dem befondern Falle, wo dieje beiden Puncte die 
Scheitel eines Kugeldurchmeſſers find, bejtimmen fie die Lage eines Rormalkreiſes nicht, 
fondern es laffen ſich Durch fie unzählig viele ſolcher Kreiſe legen. 

L. G. VII, 1, 3uf. 3. 

Zuſ. Alle Normalkreife derfelben Kugel find gleich, und halbiren 
ſowohl die Kugel, als deren Oberfläche. 

L. G. VII, 1, Zuſ. 3. 

512. Erklärung. Alle Kugelfchnitte, die nicht durch den Mit: 
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telpunct der Kugel gehen, heißen kleine oder Nichtnormal : Kreife oder 
Nebenkreiſe der Kugel. 

L. G. VII, Erfi, 3. 

Anmerkung. Man fiecht leicht, daß die Erklärung von Nebenkreifen nit eher 
gegeben werden kann, alö bis erwiefen ift, daß jeder Kugelſchnitt ein Kreis iſt. 

Zuf. Die Mittelpuncte jedes Nichtnormalkreifes und der Kugel lie: 
gen auf einer geraden Linie), welche fenkrecht auf der Ebene des erftern. 

L. 6. VII, 1, Zuſ. 4. 

513. Lehrſatz. Nebenkreiſe einer Kugel find defto kleiner, je 
weiter fie vom Mittelpuncte der Kugel, oder, was auf daffelbe hin 
ausfömmt, von ihren Aequatoren d. h. von den ihnen parallelen Nor: 
malfreifen entfernt find. Ihre Durchmeffer und Deripherien verhalten 
fich zu den entfprechenden Stücken ihres Aequators wie der Lofinus des 
Bogens, der ihre Entfernung von leßterem mißt, zum Kugelhalbmefler. 

L. 6. VII, 1, Zuſ. 5. 

Bew. Es fei EKFGE Fig. 149 ein beliebiger Hauptfreis, zu 
feinem Durchmefler EF als Are gehöre GCK als Aequator, JND und 
MRB aber als zwei feiner Parallelkreife; die Bogen KD und KB meffen 
alsdann die Entfernungen der Parallelkreife von ihrem Aequator; CS 
oder DN, und CP oder BR ftellen offenbar die Kofinuffe der genannten 
Bogen dar, woraus die Nichtigkeit unferes Satzes ſich ergiebt. 

Anmerkung. ine genauere Kenntniß diefer Nebenfreife, und namentlich des ge= 
genfeitigen Berhältniffes ihrer Peripherien nad Maafgabe ihrer Entfernung vom Mit- 
telpuncte der Kugel ift in der Geographie und Schiffahrtsfunde von der größten Wid- 
tigkeit. Wenn unter dem Xequator ein Grad in 15 geographiſche oder Deutſche Mei« 
len und in 60 Engliſche Seemeilen getheilt wird, fo enthält in jedem Parallelfreife des 
Aequators eih Grad nicht 15 Deutſche oder 60 Englifhe Meilen, fondern weniger, und 
zwar defto weniger, je weiter fi der Parallelfreis nad dem einen oder andern Pole 
zu von dem Xequator entfernt, oder je größer die geographifhe Breite ift, unter wel- 
her ſich diefer Parallelfreis befindet. So kommen 3. B, unter einer Breite von 60° 
auf jeden Grad des Parallelfreifes nur 74 Deutſche oder 30 Englifche Meilen, oder mit 
andern Worten, der Umfang diefes Parallelfreifes ift nur die Hälfte vom Umfange des 
Arquators, weil cos 60° — sin 30° — der Hälfte des Radius ift. 

914. Lehrfaß. Legt man durch zwei Puncte (E, J Fig. 241) 
auf der Kugeloberfläche, die nicht mit dem Mittelpuncte in gerader Linie 
liegen, einen Normalkreisbogen (und zwar den kleinern von den beiden, 
welche durch die beiden Puncte beftimmt werden) und auch einen belie: 
bigen Nichtnormalkreisbogen, fo ift leßterer immer größer als erfterer. 

‚Bew. Da beide Bogen eine gemeinfchaftliche Sehne haben, aber 
Kreifen von ungleichen Kalbmeffern angehören, fo ift diefe Sehne in 
dem größern Kreife weiter vom Mittelpuncte entfernt, als in dem klei: 
nern, fehneidet alfo in jenem einen Heinern Theil der Peripherie ab, 
als in diefem; der Normalkreisbogen macht daher einen kleinern Theil 
feiner Peripherie als der Nichtnormalkreisbogen von der feinigen aus *). 


NEs faut fat von felbft in die Augen, daß diefer Beweis unfered Verfafferd durch: 
aus der nöthigen geometzifhen Strenge ermangelt. Denn daraus, daß von zwei 
Kreisbogen der eine einen Ele nern Theil feiner Peripherie ausmacht d.h. weniger Gras 

e, Minuten und Secunden zahlt ald der andere, folgt Eeineswegs immer und north: 
wendig, daß er auch abfolut kleiner oder kürzer fein müffe d.h. von irgend einer Lan⸗ 
geneinheit nicht dag Ebenfovielfache fein Eönne ald diefer zweite. Da die Peripherien 
verichiedener Kreife genau dafelbe Größenverhäliniß zu einander haben, in welchem 
ihre Zalbmeſſer ſehen, fo wird, wenn der Radius eined von zwei Kreilen das nfache 
vom Radius des andern fit, Die Peripherie jenes erftern nmatl fo lang ais die Des leg: 
gern, mithin auch jeder 360te Theil von jener nınat fo fang als jeder ebenfovielte Theit 
von Diele, oder mit andern Worten, ein Bogen von einem Grade in dem größern 
Kreife wird eben fo lang als ein Bogen von n Graden, mithin alfo größer als ein 
Bogen von n — I Graden, n — 2 Graden :c. diefeg Fleinern Kreiſes fein. Sierdurch 
faut aber das Unbegründete und Unzulängliche des dem Beweife unſeres Verfafferö 
zum Grunde liegenden Schluffes deutlich genug in die Augen. 
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515. Erklärung Kugelabfhnitt oder Rugelfegment 


Die meiften Verfaffer von Lehrbüchern vermeiden die Kippe, an der unſer van 
Swinden hier fcheiterte , einfach dadurch, daß fie die Richtigkeit unferes Sa 5 ſtill⸗ 
ſchweigend voräusſetzen; einige wie 3. 8. 3.9. A. Ide und Johann Schutz in ihren 
Anfangegründen der reinen Mathematik brechen dieß Stillſchweigen durch bie Erktäs 
rung, daß die Entfernung zweier Puncte auf der NugeloberRäche der Eleinere von den 
beiden Häuptkrelsbogen fei, die durch diefe Puncte beftimmt werden. 

Da man inzwifchen, wie eg die Natur der Sache mit fich bringt, bei der Entfers 
nung zweier Puncte ftetd an den möglich fürzeften Weg denkt, auf welchem man uns 
ter den jedermaligen Umftänden von einem zum andern gelangen kann, fo itt_Diefe 
Erklärung nur richtig und zuläffig, wenn mindeftens vorher beiwiefen worden, daß von 
mehrern zwifchen denfelben Buncten auf der Sphäre enthaltenen Bogen der (Eleinere) 
Hauptkreisbogen der Fürzefte ift. Solcher Beweiſe find dem Ueberfeger außer dem obigen 
noch vier befannt. Der eine, welchen Legendre in feiner Geometrie, VIL, 3 mitıheitt, 
wird, und wohl nicht mit Unrecht, angefochten von dem Deutfchen Ueberfeger A. £. Crelle, 
weicher in einer Anmerkung, die er der betreffenden Stelle feiner Ueberjegung beifügt, 
wei andere Beweife mirtheilt. Auein der eine hat, wie der Verfaſſer ſelbſt bemerkt, 
das gegen fich, daß er nicht rein geometrifch iftz und ob_der andere alten Lefern genü: 
gen werde, ift billig zu besweifeln. Der, vierte diefer Beweife it von C. F. Schul 
und findet fich im eriten Theile feines treffichen Lehrbuches der_elementaren Sphäri 
(Leipzig 1833 in 8) Pag. 6, Auch dieſer Beweis leiftet nicht alten — 6 Genüge, 
indem er fich auf eine Annahme fiügt, die zwar nicht unrichtig, aber volliq umerwies 
fen IR. Das Folgende ift ein Verfuch zur Vervollſtändigung Lefes Schulz’fchen Be: 
woelfes. nr 

Lehnſatz 1, Sind B und B, zwei the Bogen eined Kreifes, daß Eeiner die Größe 
der halben Peripherie überfchreitet, und B> B, iltz find jeener die zugehörigen Seh: 
j 


nen diefer Bogen refpective S und Sı, fo ift immer > 
Sı 


Beweis. Gedenfatts laffen fich die beiden Bogen in eine folche gegenfeitige Lage 


bringen, daß fie, wie DME und AMB in Fig. 157 (zu den Andangen) rich aum Theil 


decken und ihre Sehnen parallel find. _Alsdann ift, wenn AF und BG fentrecht auf 
DE gezogen werden, Bogen AND = Bogen BOE, und DF=EG; fisen wir daher 


ö 
ANDSdwmbDF ud, RB=B, +38 md 88, +3 d; ale > = +33 
ı-u.37 


B, 

B_B_B425 5 30-9.5 
und mithin auch ss 7 ST+2d 8,7 Ss, +2d —, Alm die Richtigkeit 
unferer Behauptung darzuthun, ift alfo zu zeigen, daß diefer Iinterfchied ſiets pofitiv 
oder dad > d. 5, it. — Es iſt nım aber S, = 2 sin 7 (für sin. tot = 1), alfo 





ei = — .. „und aus den Sätzen, die ſchon Archimedes beiwiefen hat, folgt unmit: 
sin — 
telbar , daß fo lange ein Bogen x die Größe des Auadranten nicht überfteigt, lang x 


2 % 4 x 
> x, alſo auch sinx > x cosx, mithin — < — oder — und 


sin x co8 x sin x * * x 
ı B 1 
darım — RB; < n iſi. Es if ferner 8 Sehne AD, aber AD = Ts ADF = 


sin — 08 —— 
2 2 











d d 
EEE —— — — — — 4 N 
cos 1 (Bı + 5) ,.alfo ö> — 4 (Bı + d)’ alfo auch, weil cos 2(B, +8) <cos2 Bj, 


1 
con 4 und mithin um fo mehr d > d.XS;. 


Lchnfag 2. Wenn zıpei au verfchiedenen Kreifen gehörige Bogen AMB und ARB 
(Big. 156), von denen jeder Eleiner als ein Halbkreis ii, eine gemeinfchaftlihe Schne 
(AB) haben, fo ift derjenige (AMB) der Eürzere, welcher zu dem gupdern Kreife gehört. 

‚Bew. Zieht man im Eleinern Kreife die Radien KA und KB und mit ihnen im 
größern Kreife Awoei parattele CD und CE, fo it Bogen DME ähntich dem Bogen ARB, 


alſo DE IR mithin DE > AB, und darum auch Bogen DME > Bogen AMB; 


DME AMB AMB j 
alfo, nach'vorigem Lehnfat DE” AB” und deshalb auch Er > 7 mithin 


ARB > AMB. 

auptfab. Wenn man zwei beliebige Puncte auf einer Sphäre, welche nicht Ge: 
— ap, Durch eine beliebige Menge von Kugeltreistot en verbindet, von de: 
nen Eeiner größer alg ein halber Umkreis, fo, ift derjenige der kürzeſte, deflen zugeho: 
vige_Kreigebene dem Kugelmittcipuncte am nächiten ift. BE 

ew. Weit diefer dem Kugelmittelpuncte nächte Kreis der größte ift, fo ergiebt 
fh die Nichtigkeit unfered Satzes unmittelbar aus dem vorhergehenden zweiten Lehn— 
abe. 


uf. Der abfolut Eleinfte aller diefer Kreisbogen ift daher derienige, weicher dem 
— die beiden in Rede ſtehenden Puncte Hefimmmten Sanpsreite angeht: * 
nın. des Ueberſ. 


ö> 
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(segment spherique) heißt jedes von einer Kugel mittelft einer Ebene 
abgefchnittene Stäcd; wie j. B. BPDOBRD Fig. 241. 
L. G. VIT, 13. | | 

Zuf. Seder Kugelabfchnitt wird daher auf der einen Seite von 
einem Theile der Kugeloberfläche, auf der andern von einem Kreife 
begränzt. . 

> — 1. Die Höhe eines Kugelabſchnitts iſt die Senkrechte, die auf der 
Gbene des begränzenden Kreifes im Mittelpuncte erridytet und bis zum Durdfchnitt mit 
der Kugelfläche verlängert wird, alfo offenbar cin Theil der Are des Gränzfreifes, 
Anmerkung 2. Dieſe Höhe PS Fig. 241 iſt der Querfinus des Bogens PD, der 
Hälfte des Normalkreisbogens BPD, welder die Scheitel eines Durchmeſſers vom Gränz- 
freife verbindet. 

516. Erklärung. Abgeftumpfter Kugelabfchnitt heißt 
jeder Theil BDFE (Fig. 241) der Kugel, der zwifchen zwei parallelen 
SKreifen BRDO und EQFT enthalten ift. Diefe beiden Kreife, welche 
man als die Grundflächen des abgejtumpften Kugelfegmentes betrachten 
kann, werden durch einen Theil der Kugelfläche mit einander verbun: 
den, welchen man Kugelftreifen oder Kugelzone zu nennen 
pflegt. 

Zuſ. Die Höhe eines abgeflumpften Kugelfegments ift die Ge: 
rade, welche die Mittelpuncte der beiden Grundflächen verbindet, alfo 
einen Theil ihrer gemeinfchaftlichen Are bilder. | 

Anmerfung. Das abgeftumpfte Kugelfegment BDFE gebt in den einfachen Kugel: 
abſchnitt EPFTEOF, wenn feine Höhe von KS bis KP zunimmt. 

517. Erklärung SKugelausfchnitt oder Kugelfector 
heißt der Theil BCDPB (Fig. 241) einer Kugel, welcher erzeugt wird 
durch einen Ausfchnitt BEP des halben Normalkreifes, wenn man leß: 
— Erzeugung der Kugel ſich um feinen Durchmeſſer Pp dre— 

en läßt. 

Zuſ. 1. Die Grundfläche eines folchen Kugelfectors bilder ein 
Theil der Kugelfläche. 

Zuf. 2. So lange der erzeugende Kreisausfchnitt kleiner ift als 
ein Duadrant, fo bildet der Kugelfector einen Kegel mit fphärifcher 
Grundfläche, und befteht aus dem gewöhnlichen Kegel und dem Kugel: 
fegment BPDSBR. 

Zuf. 3. Erreicht der erzeugende Kreisfector die Größe eines Qua: 
dranten, fo wird der Kugelausfchnitt der Halbkugel gleich. 

Zuſ. 4. Waͤchſt der erzeugende Kreisfector noch über die Größe 
des Duadranten hinaus, fo wird auch der Kugelfector größer als die 
Halbkugel, und ift gleich dem Ueberſchuß der ganzen Kugel über den 
Kugelausfchnitt, zu welchem als erzeugender Kreisausfchnitt derjenige 
gehört, welcher den in Rede ftehenden zum Halbkreiſe ergänzt. 

518. Erklärung. Hat eine Ebene UVWX Fig.241 eine ſolche 
Lage gegen eine Kugel, daß fie nur einen einzigen Punct p mit derfel: 
ben gemein hat, fo fagt man, daß Ebene und Kugel fich berühren ; 
der beiden gemeinfchaftlihe Punct Heißt der Berührungspunet, 

Zuf. 1. Der durch den Berährungspunct gehende Kugeldurchmeſ— 
fer fteht fenkrecht auf allen Geraden, welche man in der DBerührungs: 
ebene durch feinen Scheitel zieht. Alle diefe Geraden find auch Be: 
rührende und zwar fowohl für die Kugel als auch jede für einen der 


Bon der Kugel. 409 


Kreife, die man auf der Sphäre fo befchreibt, daß fie durch den Punct 
p geben. 

519. Erklärung. Ein Würfel heißt in eine Kugel befchrieben, 
wenn feine acht Ecken in deren Oberfläche liegen. Ein Eylinder heißt 
in eine Kugel befchrieben,, wenn die Peripherien feiner beiden Gränz: 
flächen auf der Sphäre liegen. 

Zuſ. 1. Kein Cylinder läßt fich in eine Kugel befchreiben, wenn 
er nicht gerade ift. Seine Are muß durch den Mittelpunct der Kugel 
gehen, und feine beiden Sränzflächen muͤſſen gleich weit von diefem 
Mittelpuncte entfernt fein. 

Zuſ. 2. Die beiden Gränzflächen eines folchen in eine Kugel eins 
gefchriebenen Eylinders haben gleichen Inhalt mit zwei Nichtnormal: 
freifen der Kugel, die eben fo weit als jene vom Mittelpuncte ent: 
fernt find. | 

520. Erklärung. Ein Mürfel, und eben fo ein Eylinder hei: 
Ben um eine Kugel befchrieben, wenn leßtere jede einzelne Öränzfläche 
der erjtern berührt, beim Mürfel alfo alle fechs ihn begränzenden Qua: 
drate, beim Eylinder fowohl die frumme Oberfläche, als auch die bei: 
den parallelen Grundflächen. 

Zuſ. Daber ift: 

1) Die Seite des Würfels, und der Durchmeffer der Grundfläche 
des Eplinders gleich dem Durchmeffer der Kugel, um welche jene 
beiden erftern Körper befchrieben find. 

2) Die Are des Eylinders fallt mit einem Kugeldurchmeffer zuſam— 
men. 

3) Die Puncte, in denen die frumme Oberfläche des Cylinders die 
Kugel berührt, liegen in der Peripherie des Normalfreifes der 
Kugel, zu dem der Kugeldurchmeffer als Are gehört, welcher mit 
der Are des Eylinders zufammenfällt. Bei dem Würfel wird jede 
Sränzfläche in ihrem Mittelpuncte von der Kugel berührt. 

521. Erklärung. Ein Kegel heißt in eine Kugel befchrieben, 
wenn ſowohl die Peripherie ſeiner Grundflaͤche als auch ſeine Spitze 
in der Kugelflaͤche liegen. 

Zuſ. 1. Iſt der Kegel ein gerader, ſo geht ſeine pe durch den 
Mittelpunet der Kugel. 

Zuf. 2. Die Grundfläche des Kegels ift gleich dem Nebenkreis 
der Kugel, der mit ihr gleiche Entfernung vom Mittelpuncte hat. 

522. Erklärung. Ein Segel heißt um eine Kugel befchrieben, 
wenn fowohl feine Grundfläche, als fein Mantel die Kugel berührt. 

Zuf. Iſt der Kegel gerade, fo liegen die Puncte, in denen fein 
Mantel die Kugel berührt, im Umfange eines Nichtnormalfreifes der 
letztern, der defto weiter fi) vom Mittelpuncte entfernt, je mehr der 
Kegel ſtumpfwinkelig if. Es ift (is. 236) Co : CP = sin CPo : 1 
= sin POJ: 1 = sin 3 GOF: 

523. Erklärung. Ein se heigt in eine Kugel 
befchrieben, wenn feine fämmtlichen Ecken in der Kugelfläche liegen. 


524. Erklärung. Ein beliebiges Polyeder heist um eine 
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Kugel befchrieben, wenn jede feiner Gränzflächen deren Oberfläche 
berührt. 

05. Lehrſatz. Die Kugel bilder die Wahsthumsgränge für 
alle ihr einbefchriebenen Polyeder und die Werminderungsgränzge für 
alle um fie befchriebenen Polyeder. 

Dew. Aus 469 und 319. 

Zuf. Hieraus ift zu erfehen, welchen Sinn man zu verbinden 
habe mit der von vielen gebrauchten ungenauen Ausdrucdsweife, daß 
die Kugel ein Polyeder von unendlich vielen Gränzflächen fei. 

5%. Lehrſatz. Die Oberfläche einer Kugel ift gleichflächig eis 
nem Kreife, deflen Radius. gleich dem Durchmefler der Kugel, oder 
ift gleich dem Vierfachen eines Normalkreifes der Kugel, oder gleich dem 
Rechteck aus dem Durchmefler und Umfang eines Normalfreifes. 

Tacquet Selecta ex Archim. pr. 18 — 24. 

L. G. VII, 10, 3uf. 1. | 

Vorbereitung. Man denfe fih in einen Normalkreis der Kugel 
ein Vieleck von 4 n Seiten befchrieben. ABCDEFGH (Fig. 144) fei 
ein folches; EA ein Kugeldurchmeſſer; man ziehe die Linien, wie fie 
die Figur angiebt, und erwäge, daß die Kugel durch Bewegung des 
Halbkreifes ABCDE um feine Are AE entftanden betrachtet werden Fann. 
Dei diefer Bewegung befchreibt der Umfang unferes halben 4necks of: 
fenbar zwei gleiche Kegel, und mehrere abgeftumpfte Kegel, von denen 
je zwei folche, die gleichweit von dem einen und andern Ende abftehen, 
gleich find. 

Dew. Nimmt man nach Anleitung der Säße in 506 und 507 
die Ausdruͤcke für die Oberflächen der Kegel und Kegelftümpfe, fo läßt 
fi deren Summe durch Hülfe des frühern Satzes Wa, auf den einfas 
chen Ausdruck m. AE. BE bringen. Die Kugelfläche ift nun offenbar 
die Wachsthumsgränge, für die Summe der vorhergenannten Flächen‘; 
um alfo von diefer Flächenfunme zur Kugelfläche zu gelangen, muß man 
für BE ihre Wachthumsgränge d. i. den Durchmeffer AB feßen, wo: 
durch man durch Hilfe von 320 unfern Gag gewinnt. 

Anmerfung 1. Bon doppelt gerader Edenzahl nimmt man das Vieleck, damit 
die halbe Anzahl feiner Seiten noch gerade fei und cben darum Feine der Seiten Diefes 
halben Umfangs ABCDE dem Durdmeffer AE parallel fei. Denn fonft würde man bei 


der Umdrehung des Halbfreifes um feine Are neben den Kegeln und Kegelftümpfen aud) 
einen Gylinder erhalten, 


Anmerfung 2. Die dritte Art, wie wir oben unfern Sa auögedrüdt haben, macht 
es begreiflih, wie Legendre eben diefen Satz fo ausſprechen Fonnte: „Die Dberfläde 
einer Kugel ift gleih dem Producte aus ihrem Durchmeffer und der Peripherie eincs 
Kormalfreijes. 


527. Lehrſatz. Die krumme Oberfläche eines Kugelfegmentes 
ABCDFGHA (Fig. 144) ift gleichflächig einem Kreife, deflen Radius 
die mittlere Proportionale zwifchen dem Kreisdurchmeffer und der Höhe 
(AO) des Segments; alfo gleich einer Geraden (DA) ift, welche man 
von einem beliebigen Puncte (D) in der Peripherie der Grundfläche des 
Abfchnitts nad) dem zugehörigen Pole A zieht. 

Tacquet Selecta ex Arch. pr. 25. 

Bew. Aus 526 und 285 folgt leicht, daß die Oberfläche des Kör: 
pers FGHABCHF (mit Ausfchluß der kreisförmigen Grundfläde) dar: 
geftellt wird durch m. BE. AO, alfo die fphärifche Oberfläche unferes 
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Kugelfegmentes, welche offenbar die Wachsthumsgränge von der eben 
genannten Oberfläche bildet, durch m. AO. Graͤnze von BE d. i.AE, 


alfo duch mr. AO.AE= m. AD ı. 

Zuf. 1. Die krummen Oberflächen verfchiedener Abfchnitte der: 
felben Kugel verhalten fich zu einander wie die Quadrate der Geraden, 
welche man von den Polen ihrer Srundflächen nach beliebigen Puncten 
im Umfange der leßtern zieht, oder wie ihre Höhen. 

Dew. Aus dem Hauptfage und aus 254. 

Zuf. 2. Die frumme Oberfläche eines Kugelfegments verhält ſich 
zur Kugelfläche wie die Höhe des Abfchnitts zum Kugeldurchmeiler. 


528. Lehrfaß. Die Oberflächen verfchiedener Kugeln verhalten 
fih zu einander wie die Quadrate ihrer Durchmeffer. 

Beweis leicht. 

Anmerfung. Aus diefem Zufase in Verbindung mit dem, was in 439, und in 
Anmerk. 2 zu 316 gefagt worden, ergiebt fi, daß alle Kugeln ähnliche Körper find. 

929. Lehrſatz. Eine Kugel ift inhaltsgleich mit einem Kegel, 
wenn die Höhe des leßtern dem Kugelhalbmefler und feine Grundfläche 
der Kugeloberfläche gleid) ift. 

Tacquet pr. 28. 

Bew. Aus 468 und 525. 

Zuf. 1. Der Inhalt einer Kugel ift das Vierfache vom Inhalte 
eines Kegels, deffen Grundfläche gleich dem Normalkreiſe der Kugel 
und deffen Höhe dem Radius derfelben gleich ift. 

Anmerfung 1. Bezeichnet man daher den Anhalt einer Kugel mit J, ihre Ober— 
fläche mit O, ihren Radius mit R und den Inhalt eines Normalkreifes mit K, fo ift: 
J=4K.-=0. n und man gelangt fo zu dem Ausdrucke unferes Satzes, wie 


er fi bei Legendre VIII, 11, 3uf. findet. 
Anmerkung 2, Es ergiebt ſich ferner hieraus: 
4D’rx Ds 


3 
= — — — —* — wo D den Kugeldurchmeſſer bezeichnet. 


24 
Zuſ. 2. Eine Kugel iſt doppelt ſo groß als ein Kegel, deſſen 
Grundflaͤche gleich dem Normalkreiſe der Kugel und deſſen Höhe gleich 
- dem Durchmeffer derfelben ift. 
Zuf. 3. Jede Halbkugel ift alfo das Doppelte eines Kegels, def: 
fen Grundfläche gleich dem Normaltreife und deffen Höhe gleich dem 
Radius der Kugel ift. 


530. Lehrfas. Jede Kugel verhält fih zu dem um fie befchrie: 
benen Würfel, wie der fechfte Theil vom Umfange eines Normalkreifes 
zu deflen Durchmeffer. 

Dew. Aus 520 und 529, Anm. 2. 

Zuf. Eine Kugel verhält fid) zum Cubus ihres Durchmellers 

nad Archimedes — 11 : 21 . 
nah Eucided = 157 : 300 = 11 : 21,02 
Bew. Aus 325. wer 
Anmerkung. Hierauf beruht auf der Linie, die fi auf alten Proportionalzirfeln 
unter der Bezeichnung „corporum regularium reductio* befindet, und deren wir ſchon 
oben (480, Anm. 2) erwähnt haben, die Entfernung, in welcher man dad Zeichen eis 
ner Kugel vom Mittelpuncte erblidt. Iſt D der Durdmeffer einer Kugel und die Kante 
des ihr umſchriebenen Würfelö, fo verhält ſich jene zu dieſem wie 11 : 21,02, alfo wenn 
D’ den Durdmeffer einer mit dem Würfel inhaltögleihen Kugel bezeichnet, fo üft: 


J 
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D’:D' = {1 : 21,02, mithin 


D:D’ = vii v2, daher 


3 21,02 
D=-D.y-T=D. 1,2401 

und dieje, Entfernung 1,2401 ift ed, in welcher das Kugelzeichen vom Mittelpunct ftebt, 

wenn man dabei die Entfernung des Würfelzeihens vom Mittelpuncte, oder die Länge 

der Kante des der Kugel inhaltsgleihen Würfels als Einheit betradptet. 


531. Lehrſatz. Verfchiedene Kugeln fiehen im dreifach hoben 


Verhaͤltniſſe ihrer Durchmeiler zu einander. 
Eucl. XII, 18. — L. G. VII, 15, uf. 


Dew. Aus 529, Anm. 2. 

Anmerfung 1. Die Gubif= oder Körper = Linie auf Proportionalzirfein dient auch 
dazu, Kugeln von gegebenem Berhältniffe zu conftruiren d. h. den Radius einer Kugel 
zu finden, weldye zu einer gegebenen ein vorgefchriebenes Inhaltsverhältniß batz da die 
Halbmeffer zweier Kugeln, wie entjpredgende Kanten ähnlicher Körper, im dreifach nie: 
dern Berhältniß der zugehörigen Körper ſelbſt ftehen, 

Anmerkung 2. Auf einigen Proportionalzirfeln findet fi aud eine Linie, welche 
mit dem Namen „Metaux‘ oder „Metals‘* bezeichnet ift, und dazu dient, die Durch 
meffer von Kugeln zu finden, die aus verſchiedenen Metallen gefertigt, gleiches Gewicht 
haben. Gs kömmt bei ver Beltimmung diefer Durchmeſſer auf die ſpeciſiſchen Gewichte 
der Metalle an, aus denen die Kugeln bereitet werden, Die abfoluten Gewidte folder 
Kugeln ftchen nämlich im zufammengefesten Verhältniſſe ihrer cubiſchen Inhalte (oder 
der Guben ihrer Durdmeffer) und der ſpecifiſchen Gewichte, Es ſei z. B. das fpecififche 
Gewicht von God G, von Silber g, der Durchmeſſer jener Kugel D, diefer d, fo 
muß, wenn beide Kugeln gleides Gewicht haben follen, 

G.D! —=g.d’ fein, dp: G:g = d’: D>, 


3 
und daher Ded= ya: YC=1: v2. Auf diefer Proportion beruht die 
Eintheilung der in Nede ftehenden Linie älterer Dro ortionalzirkel, 

532. Lehrſatz. Kleine Kugeln haben im Verhältniffe zu ihrem 
Inhalte größere Oberflächen als große, und zwar ift das Verhältnij 
der Oberfläche zum Inhalte bei der einen Kugel fo viel mal größer als 
bei der andern fo viel mal der Halbmeſſer der erftern Eleiner als der der 
letztern iſt. 

Bew. Bezeichnen vr und R die Halbmeſſer, o und O die Ober: 
flächen, ı und J die Inhalte zweier Kugeln, fo ift: 

oO 4k2 __3 


ITaRSm TR 


o _ A nm _3 
— GE Su 
16) 
ee an 


ee 
533. Lehrſatz. Die Oberfläche einer Kugel ift gleich dem Man: 


tel des um die Kugel befchriebenen Eylinders. 
Tacquet Selecta ex Archim., pr. 26. 


Dew. Aus 494, Zuf. 2, und 526. 

534. Lehrfas. Iſt ein gerader Cylinder um eine Kugel befchrie: 
ben, und man fchneidet beide mit einer beliebigen, auf der Are des Ey: 
linders fenkrechten, Ebene, fo ift der Mantel des abgefchnittenen Ey: 
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linderftücs ACMJ (Fig. 240) gleich der frummen Oberfläche des zuge: 
hörigen Kugelfegments SBQ. 

Tacquet Selecta ex Arch. pr. 26, 27. 

Vorbereitung. Es fei das Quadrat AE ein Arendurchfchnitt des 
Eylinders, und mithin FBDL ein Normalkreis der Kugel. 

Bew. Aus 494, 527, Zuf. 1, und 533. 

Anmerfung. Sind zwei folder Ebenen, fo iſt die zwiſchen ihnen enthaltene Ku— 
gelzone gleichflachig mit dem zwiſchen eben dieſen Ebenen enthaltenen Stück des Eylinder— 
mantelö, wie fi aus zweimaliger Anwendung unferes Sage: fofort ergicbt. 

Da nun die Grundflädden diefer Cylinderſtücke gleihb dem Normalfreife der Kugel, 
ihre Höhen aber gleibh den Höhen der Kugelabſchnitte oder der Kugelftreifen, fo ergiebt 
fi daraus der Sag: 

Zuf. 1. Die frumme Oberfläche eines Abfchnitts oder eines Strei: 
fens einer Kugel wird ausgedrückt durch das Product aus feiner Höhe 
und dem Umfange eines Normalkreifes. 

L. G. VII, 11. 

Zuſ. 2. Berfchiedene Kugelmügen d. i. frumme Oberflächen von 
Kugelfegmenten, oder Kugelzonen auf derfelben oder auf gleichen Kus 
geln verhalten fich wie ihre Höhen. 

L. G. VII, 11, 3uf. 

935. Lehrſatz. Jeder Eylinder ift anderthalb mal fo groß als 
die Kugel, um welche er befchrieben ift; daſſelbe Verhältniß finder zwi: 
use der gefammten Oberfläche des Cylinders und der Kugeloberfläce 

tatt. 

Tacquet Selecta ex Arch. pr. 3. — L. G. VIII, 16. 

Bew. Erfter Theil aus 526, Anm. 2, und 492, Zuf. 6. 

Zweiter Theil aus 533 und 494, Zuf. 3. 

Anmerkung. Ardimedes, der größte Geometer de Alterthums, entdeckte diefen 
Satz und legte ſo großen Werth auf diefe Entdeckung, daß er wünfchte, daß man nad 
feinem Tode einen Cylinder mit einer in denfelben befehriebenen Kugel auf fein Grab 
fegen möchte. 

Zuf. Aus diefem unferm Sage erfieht man auch, in welchem 
Sinne manche Schriftfteller fagen, der Inhalt einer Kugel fei gleich 
dem Producte aus einem ihrer Normalfreife und % ihres Durchmeſſers. 

L. G. VIII, 15. 

536. Lehrfas. Wenn die Grundfläcdhen eines Kegels und Cy— 
linders dem Normalkreife einer Kugel gleich find, ihre Höhen aber von 
gleicher Länge mit dem Durchmeſſer der leßtern, fo verhalten fich die 
eubifchen a von Kegel, Kugel und Eylinder zu einander, wie die 
Zahlen 1, 2, 

Tacquet l, c. Ze 32, Cor. 1. 

Bew. Aus 492, Zuf. 6, 504, und 529, Zuf. 2. 

537. Lehrfaß. Die Oberfläche einer Kugel verhält fih zur ger 
fammten Oberfläche des in fie befchriebenen gleichfeitigen (mo jede Ke: 
gelfeite dem Durchmeſſer der Grundfläche gleich ift) Kegels wie 16 zu 9. 

Tacquet Selecta etc. pr. 39. 

Bew. Die Oberfläche der Kugel ift das Vierfache eines Normal: 
kreifes, die desKegels das Dreifache feiner Grundfläche (506, Zuf. 4). 
Nun ‚verhält fie fi aber r jener Normaltreis zu dieſer rn 236) 


"wie ON: GE’ —— GO: 0 (209, a — 0G : 2 06— 4:3, 
alfo Kugelfläche : Regelflähe — = 16: 


* 


414 Zwoͤlftes Bud, Dritter Abſchnitt. 


538. Lehrſatz. Die Oberfläche einer Kugel verhält ſich jur Se 
fammtoberfläche des um fie befchriebenen gleichfeitigen Kegels wie 4 


u 9. 
j Tacquet 1. c. pr. 40. 

Bew. Aus 537 und 528 in Verbindung damit, daß KI—=1 ON 
(Fig. 236). 


Zuf. Die Gefammtoberfläche des umfchriebenen Kegels ift daher 
das Vierfache der Gefammtoberfläche des eingefchriebenen. 

Tacquet ]. c. pr. 41. 

539. Lehrſatz. Die Kugel verhält fih zu dem in fie befchrie 
benen gleichfeitigen Kegel wie 32 zu 9. 

Tacquet 1. c. pr. 42. 


Bew. KugelKMDBP: Kegel BDK—=4 U. #: ID. rm. * 
— 4 GW: LD. KL 
— 16 0): BD. KL 
=: 16 CJ:3.C1”. KL (987) 


— 160):3C)”. 3 CI (286) 
= 32:9 
540. Lehrſatz. Jede Kugel verhält fih zu dem um fie befchrie: 
benen gleichfeitigen Kegel wie 4 zu 9. 
Tacpuet I. c. pr. 44. 


Bew. Kugel KMDIBP . Kegel GOF—=4KJ. C): GEF. OJ 
(529, Anm. 2 und 504, Zuf. 2) = 16 0: GE. 03 
— 16 01:3 CN. cn 
— 31 0:9 CN 
— 32 01:9.80 
=4:9 
Anmerkung. Daffelbe Berhättnif findet auch für die Oberflächen uuferer beiden 
Körper Statt, wie man aus 538 erfieht. 
Zuf. Der um eine Kugel befchriebene gleichfeitige Kegel ift alfo 
das Achtfache von dem in die Kugel befchriebenen. . 
Tacquet 1. c. pr. 45. 
541. Lehrſatz. Ein gleichfeitiger Kegel und ein gerader Eylin: 
der, die beide um diefelbe Kugel befchrieben find, verhalten fich ſowohl 


in Abficht auf ihre cubifchen Inhalte als ihre Sefammtoberflähhen zu 


einander wie der Cylinder zur Kugel oder wie 3 : 2. 
Taequet |, c. pr. 45. 


Bew. Aus 540, und 535. 

542. Lehrſatz. Wenn ein gleichfeitiger Kegel und ein gerader 
Eylinder beide um diefelde Kugel befchrieben find, fo verhalten ſich fo: 
wohl ihre krummen Oberflächen, als ihre Srundflächen, als auch ihre 


" Höhen zu einander wie 3: 2. 
Tacquet 1. c. pr. 46 
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Bew. Bezeichnet man die frummen Oberflächen von Kegel und 
Eylinder reſpective mit O und O’, ihre Höhen mit H und H’, ihre 
Grundflächen mit K und K’, fo iſt: (Fig. 236) 


0:0 =} GE: KI (49, 506, 320 und 322) 
= 5 CN: CN" 


Ferner: 
HH: HK = 01: Kl=3:2 
Endlich: 
—2 —2 — 2 — 2 
K:2K=6GF:2 PS =3CN:2CcN=3:2 

543. Lehrfas. Ein Kugelfector ift inhaltsgleich einem Kegel, 
deffen Höhe gleich dem Kugelhalbmeffer und deffen Grundfläche gleich 
der fphärifchen nn sn zen ift, 

Tacquet |]. c. . VIIT, 15. 

Zuf. Be Be — RK den Radius der Kugel und H die Höhe 
des zu dem in Rede ſtehenden Sector gehörigen Abfchnitts, fo fann der 
Inhalt des Sector ausgedrückt werden durch: 

2 
2R.H.m.; = 07:00 

544. Lehrfag. Der Inhalt eines Kugelabſchnitts ift fo groß 
als die Hälfte eines Eylinders und eine Kugel zufammen, von denen 
der erftere gleiche Grundfläche und Höhe mit dem Abfchnitte und die 
feßtere einen diefer Höhe gleichen Durchmeffer hat. Fig. 241. 

L. G. VIII, 18. 

Bew. Bezeichnet R den Kugelhalbmeſſer und H die Hoͤhe PS, 

fo ift: Sector CBRIC = Segm. BPD + Kegel BDC 








— Segm. BPD + Kreis BRDO . ns 

— ©egm. BPD -} Kreis BRDO . a 
alfo: z 
Segm. BPD —= Sector CBRDC — Kreis BRDO . 2 3 (1) 


Nun iſt; Kreis BRDO : Kreis ATANM = BS AC (2) 

und BS— PS. ps =H (2 R— H), alfe: 

Kreis BRDO : r RP = (U R— H)H: R? (3) 

und darum: Kreis BRDO —= (R — H) Hr = 2RHr— H?r (4) 

Daher auh: RHr = Kreis BRDO 4 H?. 5 (5) 

Aus (1) und (4) erhält man: * 

Segm. Bpp -2EIr —— ware 
__ 2 R2Hr 2 R2Hr H3r 
— ' 3 3 

2 

= (Hr — 7) H (0) 
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Alfo, wenn man den Werth für RHr aus (5) in (6) fubftituirt: 


2 
Segm. BPD — [3 Kreis BRDO + H?. 5 — nr] Hu 


— [3% Kteis BRDO + —] .H 





H3 
— 4 Kreis BRDO.H + —* 


womit die Richtigkeit unſeres Satzes dargethan iſt. 

Anmerkung 1. Unſer ſo eben gefundener Ausdruck macht die Größe des Kugelſeg— 
ments vom Kreiſe BRDO, alfo von deſſen Radius und von H abhängig. Man kann 
denfelben leiht fo umformen, daß dicfe Größe nur von jenem Halbmeſſer — er heiße 

—? 
r — oder von der Höhe H abhängig ift. Denn es it BB =PS.pSd. i. nad un: 
ſerer Bezeichung = H (2? R—H) =2RH — H?; fegt man in dem obigen 
Ausdrud für Kreis BRDO, feinen Werth r?rn, und fubftituirt an die Stelle von r? 
den ihm gleichen Ausdrud 2? RH — H?, fo verwandelt ſich jener in: 
3 
RH®x — 3 H’r + 1 D’r = RH®?rn — = d. h. 


Zuſ. 1. Jedes Kugelſegment iſt gleich dem Unterſchied zwiſchen 
dem Cylinder, deſſen Hoͤhe gleich dem Kugelhalbmeſſer, und der Ra— 
dius der Grundflaͤche gleich der Hoͤhe des Abſchnitts iſt, und zwiſchen 
dem doppelten Inhalt der Kugel, die zu ihrem Durchmeſſer eben dieſe 
Hoͤhe hat. 

Anmerkung 2. Die andere Form unſeres Ausdrucks, wo der Inhalt des Kugel— 
ſegments nächſt dem Kugelhalbmeſſer bloß vom Radius der Grundfläche des Abſchnitts 
abhängig eriheint, Fann man auf folgende Weife erhalten : 

Es ift, wie wir aus Anm, 1 wiffen: 

x — 2RH — H?2, alfo auch 
H®? — 2 RH + R?2 = R? — r?, mithin 
H—-R=-+vVR?_- 
vr D=R+YR?— r2 
alſo H — (R + VR? — r2)” 
=2R® — ? +2 RVR® — 1? | 
Subftituirt man diefe fo eben gefundenen Werthe für H und H? in dem Ausdrude des 
Kugelfegments , wie er fi in der vorigen Anm, findet, nämlid in: 
Be EI re in 3) 
fo erhält man: 
R _ 


Kugelſegm. BPD=(2R?— 1? +2R VRR? — 1?)n.[R— zZ +z Vk®? — 1? 





* 


1 
3 
=: Rr+@arRr+)vi®—r] 

d. ° 
Zuf. 2. Ein Kugelabfchnitt ift, je nachdem er größer oder Flei: 
ner als die Halbkugel, gleich der Summe oder dem Unterfchiede aus 
eben diefer Halbkugel und dem Kegel, deffen Höhe gleich der Entfer- 
nung der Grundfläche des Segments vom Mittelpuncte der Kugel, und 
deffen Grundfläche fo groß als zwei Normalkreife und die Grundfläche 
des Abfchnitts zufammengenommen. 

545. Lehrfag. Der Inhalt eines Kugelftreifens d.h. eines zwi: 
ſchen zwei Parallelkreifen enthaltenen Kugelſtuͤcks BDFE Fig. 241 ift 
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fo groß als ein Cylinder, der gleiche Höhe mit dem Streifen hat und 
deffen Grundfläche das arithmetifche Mittel zwifchen den beiden paral- 
lelen Endflächen des Streifens, zufammengenommen mit einer Kugel, 
‚deren Durchmeifer gleich der Höhe des Streifens. 

L. G. VII, 18. 

Bew. Der Kugelftreifen BDFE ift gleich dem Unterfchiede der 
beiden Rugelfegmente EBPDF und BPD; bezeichnen wir ihre Höhen re: 
fpective mit H und H‘, die Radien ihrer Grundflähen mit r und r‘, 
fo ift nach 544, Anm. 1, Kugelftreifen BDFE 


— Rr (I2 — H2) — 3 (H3 — Hs) 

=Rr (H® — H®) —2.(H>— H°) +2 (H> — HS) 

=; (H—HY[2RH+ MH) — > — HH —H@] +2 (He) 
— 5 CH-H’) [(QR-H) H-+ (2R-HYHN) + n (Hs-Ho-3UBH-(H -HN] 


= r (H—H) — +5 H—H9: 


womit die Nichtigkeit unferes Satzes dargethan ift. 


Anmerfung. Legendre und nad) ihm einige andere leiten aus diefem unferem 
Sag als Hauptjag unfern vorhergehenden, den Inhalt der Kugelfegmente betreffend, 
als Zuſatz ber, indem fie ſowohl r’ als H’ glei Null fegen. Denn offenbar geht ein 
Kugelftreifen in ein Kugelfegment über, wenn der Halbmeffer einer feiner parallelen End: 
flächen und ſomit auch die Höhe des zu ihr als Grundfläche gehörigen Kugelabſchnitts 
bis auf Null abnimmt. Der Beweis für den Hauptfag muß natürlich dann ganz ver— 
ſchieden von dem unfrigen geführt werben, 
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546. Um jedes regelmäßige Polyeder läßt fich eine Kugel be: 
fchreiben. 

Anmerfung 1. In den drei legten Büchern des Euclides finden ſich viele diefes Ein- 
und Umbefchreiben betreffende Säge. Alle ftimmen darin überein, daß die Are des in die 
Kugel beſchriebenen Körpers ſtets aud die Are der Kugel d. h. einer ihrer Durchmeſſer 
ift, und daß durd die Größe diefer Are auch die Länge der Kanten des Körpers bes 
ftimmt ift. Soll daher in eine Kugel von beftimmter gegebener Größe ein regelmäßi« 
ger Körper befhrieben werden, fo muß man aus der befannten Arenlänge der Kugel 
die Kantenlänge des einzubefhreibenden Polyeders und dann die Puncte bejtimmen, in 
denen die Eden des Polyeders der Kugeloberfläde begegnen. Die beiden folgenden Echr- 
fäge enthalten das Nähere hierüber. 

Anmerkung 2. Zur Beftimmung der Kantenlänge aus der Länge der Are kann 
mit Nusen dad angewandt werben, was früher in 478 über die regelmäßigen Polyeder 
beigebracht worden ift. Der Kürze halber fol Fünftig die Are der Kugel und mithin 

v. Swinden Geometrie. 27 
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auch die des ihr eingeſchriebenen Körpers durch A, die Kante des letztern durch a bezeich— 
net werden. Iſt die Are der Kugel als Linie (nicht durch eine als Maaf für fie gel: 
tende Zahl) gegeben, fo laffen fi aud die Kanten aller ihr eingefehriebenen regelmäßis 
gen Polyeder gleichfalls als Linien finden. . 

547. Die Größe der Kanten für die fünf regulären Polyeder zu 
finden, wenn die Are der Kugel gegeben ift, in die fie befchrieben wer: 
den follen, und zwar diefe Größe durch Linien ausgedrädt zu erhalten. 

Auflöfung. Es fei (Fig. 242) AB die Are der Kugel, AEB ein 
halber Normalkreis, alfo die Hälfte des Durchfchnitts der Kugel längs 
der Are. 


I. Für das Tetraeder, 


A=av3 (478,1) 
a=A.v?2=A. 0,8165 
a2= 8%. A? oder a2: A2?— 2:3 
Diefer Sa findet fich bei Euclides XIII, 13. 
Nimmt man nun AD fo, daß: AD :DB: AB — 92:1 :3, em 
richtet die Senfrechte DZ, und zieht AZ, fo ift diefe Gerade von glei: 
cher Länge mit der gefuchten Kante des Tetraeders; denn: 


ZD=AD.DB=3.48.% 
__ 2 AB 
— 9 
2AB\?2, Q AB 
alfo az = (——) —— 
228 
Ei: 
AZ=ABy2 


Eucl, XIII, 13 und 18. 


U. Zür das Octaeder 


ftA =ay2 (478, I) 
alfo A? —= 2 a2, 

A 

T5 fta:A=1:Y2 
pa =A. 0,071 


unda = 


a 
Eucl. XIII, 14. 


Errichtet man auf AB im Mittelpuncte C die Senkrechte CE und 
zieht AE, fo ift leßtere von gleicher Länge mit der gefuchten Octaeder— 


— 2 — 
kante; da AE — AC + E= = =, alfo 


AE=AByı 
Eucl. XIII, 14 und 18. 2 
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II. Fuͤr den Würfel 

ft: A =av3 (478, IV), alfo 
A \ 
— A . 0,5774 
und A? —= 3 a?, oder a? : A? —=1 : 3 (Euel. XIII, 15) 
Zieht man in unferer Q42ten Figur ZB, fo ift diefe von gleicher Länge 
mit der gefuchten Kante des Würfels; denn 
BZ=m.B=F.AB 


u W 


a 


alfo BZ — AB vl 
Eucl, XII, 18. 


IV. Sür das Sfofaeder 
ff Aa ve? (478, ID), 


- 2 
l —=A.V_ 7. — R 
alſo a — A. 0,5255 
2 42 
und a? — 5f£v5 


Nimmt man in unferer 242ten Figur AH, welche fenkrecht auf der Are 
AB, gleich diefer Are, zieht CTH, und dann AT, fo ift diefe die Kante 
des Ikoſaeders für die zugehörige Are AB. 


—⸗ on 
Denn CK = KT, da CcA=} AH, alfoAB=4 CT = 
4 (CK-HKT) =Q0CK, mithin CK = 4 ABv}}. Es iſt ferner: 


Er AB AB 
AT—=AK.AB= (AC— CK) AB= —— VW) AB —= 
AB u v5—1_A2.v5+ 1) w5—1) 
Puder gar Son 
— 24 

—5+v5° 


-Euel. XIII, 16 und 18. 


V. Fuͤr das Dodefacder 








2v3 
ift A a. v5 _—1 (478, V, 1.), 
VS -1 .‚3—V5 z 
7 — — N⸗ ——— — 4 * 0, — ’ 
alfo a A v3 A.V 3363 
und a® — A®?. 3 — 
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B ; ’ 
Nimmt man daher (Fig. 242) BD — > , errichtet die Senkrechte 
DZ, verbindet B mit Z und theilt die Gerade BZ nach dem äußern und 


mittlern Verhältnifle 5. B. in N, fo ift das größere NZ der beiden fo 
erhaltenen Stücke die gefuchte Länge der Kante. Denn es ift: 


NZ — 7 v5 — 1) (213, Anm. 2), 
aber BZ = AB vl, alfo | 
— —ò5 — 3—V)I __ 
Nz=A.n 035 A. Vo ma 


Euel. XII ,:17 und 18. 


Anmerkung 1. So find alfo durch Gonjtruction die Kanten der fünf regelmäßigen, 
in diefelbe Kugel: beſchriebenen Polyeder beftimmt, 

Anmerfung 2. Es bleibt nun nod übrig, die Gonftructionen der regelmäßigen Po: 
Ineder in die Kugel ſelbſt nachzuweiſen. 


‚948. Die fünf regelmäßigen Polyeder in eine Kugel zu befchreiben. 


1 Auflöfung für das Tetraeder. 


Da AZ (Fig. 242), wie wir gefehen haben, die Tetraederfante 
ift, fo wird eine feiner Graͤnzflaͤchen dasjenige gleichfeitige Dreieck fein, 
welches dem Kreife einbefchrieben ift, deflen Radius ZD; nun ift aber: 


2 AB 


ZU: AB — — : AB—=2:9, 
alfo ZD:AB= yv2:3 
ve: yev2:3—=2yV2:3 


Man kennt alfo den Halbmeſſer des Kreifes, in welchen man ein gleich: 
feitiges Dreieck befchreibt und deffen Ecken mit A verbindet, um das 


verlangte regelmäßige Tetraeder zu haben. 
"  Euel. XIII, 13. 


U. Auflöfung für das Octaeder. 


Für das Dctaeder ift AE, wie wir oben gefehen haben, die Kante; 
alfo EC der Radius des Kreifes, in welchen das Quadrat füch befchreis 
ben läßt, das die gemeinfchaftliche Grundfläche der beiden vierfeitigen 
Pyramiden bildet, aus denen man dag Dctaeder zufammengefeßt den: 
ken kann. Man befchreibe alfo einen Normalkreis, der fenkrecht auf 
der Are fteht, in denfelben ein Quadrat und verbinde deffen Ecken mit 
den beiden Endpuncten der Axe, fo hat man das verlangte Dctaeder. 


Eucl. XIII, 14. 
II. Auflöfung für das Ikoſaeder. 


AT iſt, wie wir willen, die Kante des Ikoſaeders; man befchreibe 
zunächft einen Nichtnormalkreis auf der Kugel, der fenkrecht auf der 
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Are und deffen Radius = KT =? Kc=2ABvJ, =AB.v} 
(was ganz auf daflelbe mit der Conftruction von Euclides hinauskoͤmmt, 
welcher verlangt, man folle die Are der Kugel AD (Fig. 124) in F fo 
theilen, daß AF: FD —=1: 4, und BA ziehen; diefe leßtere fei der 
Halbmeffer des gefuchten Kreifes, weil 


— AD 
AB=AF.AD= 5 AD, alfo AB= AD vY}) 


In diefen Kreis befchreibe man ein regelmäßiges Fünfet BHGDZ (ig. 
228), und verbinde deffen Ecken mit dem nähern Pol der Are Chier 
1); man erhäft dadurch fünf gleichfeitige Dreiecke BIH, HJG ıc. 
Von dem andern Pole aus befchreibe man einen zweiten Kreis 
von derfelben Größe, lege durch die beiden Pole und die Ecken des 
Fuͤnfecks BHGDZ fünf Normalkreife; diefe werden die ‘Peripherie des 
zweiten Nichtnormalkreifes in fünf gleiche Theile theilen; jeden diefer 
Bogen halbire man, und verbinde dieſe Halbirungspuncte unter einans 
"der zu einem zweiten regelmäßigen Fuͤnfeck, und jede feiner Eden fo: 
wohl mit dem zweiten Pol als mit den beiden ihr zunächftliegenden 
zn — an und man erhält das verlangte Ikoſaeder. 
such, il, 16. 


IV. Auflöfung für den Würfel, 


Da BZ die Kantenlänge des Würfels, fo befchreibe man mit DZ 
als Radius einen Kreis, der fentrecht auf der Are BA; in denfelben 
ein gleichfeitiges Dreieck, und verbinde deffen Ecken mit dem Pole B, 
fo bilden diefe drei von derfelben Ecke auslaufende Kanten des Würfels; 
diefe Conftruction wiederhole man für den zweiten Pol A, d. h. in ei: 
ner Entfernung von ihm gleich BD befchreibe man einen zweiten auf 
der Are fenkvechten Kreis, in ihn ein gleichfeitiges Dreieck, und zwar 
fo, daß jede feiner Ecken in einerlei Ebene mit einer Ecke des entſpre— 
chenden Dreiecks und mit den beiden Polen liegt; verbindet man auch 
dieſe Ecken mit dem zugehörigen Pole A, fo hat man abermals drei 
Kanten des Würfels, und kann num leicht die noch fehlenden ziehen. 

Eucl. XI, 15. 


V. Auflöfung für das Dodefaeder. 


Die Conftruction des Dodekaeders kann von der des Wuͤrfels ab— 
hängig gemacht werden, indem im jede Kugel beide regelmäßige Körper 
fich fo befchreiben laſſen, daß acht von den Ecken des Dodetaedersmit 
den acht Ecken des Würfels zufammenfallen. Iſt nun in eine gegebene 
Kugel der Würfel auf die vorher angegebene Weife befchrieben, fo kann 
man das Dodekaeder auf folgende Weife erhalten: Man theile die 
Hälfte der Würfelkante nach dem aͤußern und mittlern Verhältniffe; 
und trage das größere der fo erhaltenen Stücke vom Mittelpuncte einer 
der Seitenflächen des Würfels aus nach beiden Seiten hin auf der ge: 
vaden Linie auf, welche die Halbirungspuncte zweier Gegenfeiten ver: 
bindet; in diefen Durchfchnittspuncten errichte man auf eben diefer 
Seitenfläche zwei Perpendikel und verlängere fie bis zum Durchfchnitt 
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mit der Kugeloberfläche; die diefe beiden Durchfchnittspuncte Verbin: 
dende ift eine Kante des Dodefaeders; man erhält zugleich noch vier 
andere, wenn man jeden ihrer Endpuncte mit den beiden ihr zunächft 
liegenden Ecken des Würfels verbindet. Werfährt man mit den übri: 
gen Seitenflächen des Würfels auf gleiche Weife, fo erhält man die 
fämmtlichen Kanten des Dodefaeders. 

Eucl. XIII, 17. 

Anmerkung. Will man alfo die fünf regelmäßigen Polyeder in diefelbe Kugel be: 
fhreiben, fo müffen ale den Kugeldurchmeſſer zur Are haben; es ift dann nur nöthig, 
die Kanten zu finden. Durch Hülfe deffen, was in dem Vorhergehenden erörtert wor: 
den ift, wird man in den Stand gefest, folgende Aufgabe zu Löfen. ; 

549. Die Oberfläche und den cubifchen Inhalt der fünf regelmaͤ— 
ßigen in diefelbe Kugel befchriebenen Polyeder zu beftimmen. Der Ru: 
geldurchmeffer fei, wie in dem PVorigen, S A, die jedegmalige Kanten: 
länge = a; die Oberfläche bezeichnen wir mit O; den Inhalt mit J. 


I. Für das Tetraeder, 


Deus —r (480, Zuf. 2) 
3 A3 


I. Zür das Dctaeder. 
A 
am v2 (547, II 
O 2 a2 v3 (480, Zu. 3) = 42. v3 
A3 


I= — 


6 


II. Für das Sfofacder. 


_ 3-5 
ara) AG) m 


0=5.a2 y3 (480, Zuf. 4) 


EU De ER a IA, 
I—-v5 2 


I =3a. ot (480, Zuf. 4) 


—— 
— 


= 4:3, 1. —-v9r6+2vV5) 
2v5—v5).v,[25—v5)] 

> — 2 __ 42 5+v5 
rer 


I 


A: 
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IV. Fuͤr den Würfel, 











a A ar = 2 (547, V) 
0= 15 a2 ver (480, Zuf.5)—5 A? vG=) 
— 542 eo 2) 
J=a.y(ö& 2 Tr) 
| 5. [28 are v5) 30 u v5 
=. ver) 


Zuf.1. Die —— * a und —— ver⸗ 
halten ſich zu einander, wie die Kanten des Wuͤrfels und des Ikoſaeders. 





Eucl. XIV, 4. 3 3— 
— v5 
Dew. O.a) - On —5 A? v6) 542 ) 
3—V5 
VUN No 


Zuf. 2. Die cubifchen Inhalte des Dodekaeders und Ikoſaeders 
verhalten fich zu einander, wie die Kanten des Würfels und des Iko— 


faeders. 
Euel. XIV, 


— * — 5 (224 — — 15.10 31 (655) 
= 4) — 
= —— 
—23 — — 
— — er 








— — 
F ——— 
* 5—y5 


—1 
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Zuf. 3. Bei dem Dodekaeder und Ikoſaeder, welche in diefelbe 
Kugel befchrieben find, verhalten ſich daher die Oberflächen eben fo zu 
einander, wie die cubifchen Inhalte. 

Zuf. 4. Die Kanten des Würfels und Ikoſaeders verhalten ſich 
zu einander wie die zwei Geraden, von denen das Quadrat der einen 
jo groß ift als das Quadrat einer beliebigen Geraden und das Quadrat 
des größern Stüds von ihr zufammen, welches man erhält, wenn 
man fie nad) dem Außern und mittleren Verhältniß fchneidet, das Qua: 
drat der andern aber fo groß als das Quadrat der genannten Geraden 
und das Quadrat des Eleinern bei der genannten Theilung erhaltenen 
Stuͤcks zuſammen. 

Bew. ft 1 eine beliebige Gerade, g und k das groͤßere und klei— 
nere Stuͤck, die man bei der Theilung nach dem aͤußern und mittlern 
Verhältniffe erhält, fo ift (213, Anm. 1 und 9) 


s=,;,w5-0 
1 
alfo 
ve+9:v@+W=er[P+705-12]: 
v[?+76-vr] 


—=vt10 —2V5]:v[18—6V5)] 





3(3— v5) 
zei deze 
— —v5 


Zuf. 5. Beſchreibt man in diefelbe Kugel ein Ikoſaeder und ein 

—— > einen Kreis um ein Dreieck des erftern fo wie um 
nfeck des letzter i | 
bl stern, fo find diefe beiden Kreife gleich. 

Dew. Der Salbmeffer R, des um ein gleichfeitiges Dreieck, def: 
fen Seite a, befchriebenen Kreifes ift—avı; gehört nun diefes gleichz 
feitige Dreieck einem Ikoſaeder an, für welches der Durchmeſſer der 
umfchriebenen Kugel A iſt, fo ift, wie wir oben faben: 


a=A.v(5 2), alfı 


R=A.v[2—Y® 
Iſt dagegen a‘ die Seite F a. Fuͤnfecks, und R‘ der Halb: 
mefler des ihm infchriebenen Kreifes, fo ift: j 
alfo, — — 291, Zuſ. 2), 
“ 


a 
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— wat 

— 72; 

— ER Ki u — 

r=A.vl 305 —al=rle-vs] 
alſo R=R. 


Anmerfung. Auf manden Proportionalzirfeln befindet fi eine Linie mit der Auf— 
ſchrift: „„corporum regularium inscriptio,‘‘ auf welder die fünf regelmäßigen Polyes 
der und die Kugel abgebildet find. Die Entfernung vom Mitkelpuncte des Zirfels bis 
" zum Zeichen der Kugel, ift der Kugeldurchmeſſer, und die Abftände von eben jenem Mit: 
telpuncte bis zu den Zeichen des Tetraeders, Octaeders, Würfels, Ikoſaeders und Do: 
defacders bezeichnen die refpectiven Längen der Kanten dieſer Körper, wenn fie jener 
Kugel eingefprieben werden. Dieſe Abftände müffen demnach in demfelben gegenfeitigen 
Berbältniffe jtehen wie die Linien AZ, AE, ZB, AT, NZ in Fig. 242, 


Fünfter Abfchnitt. 


Von den Normal - oder Haupt- Kreifen, die fi) auf der 
Oberfläche einer Kugel ziehen laffen, und von der Be— 
ftimmung des Inhaltes der durch fie gebildeten ſphaͤri— 
fhen Dreiefe und Vielecke. 





550. Lehrfas. Wenn man im Mittelpuncte C (Fig. 241) einer 
Kugel in den Ebenen PApP und PMpP zweier ſich fchneidender Normal: 
oder Hauptkreife auf ihrer gemeinfchaftlihen Durchfchnittslinie oder Are 
Pp die beiden Senkrechten CA, CM errichtet, fo ift der von denfelben 
gebildete Winkel ACM der Neigungsmwinfel der beiden Kreisebenen und 
fein Maaß der Bogen AM des durch die Endpuncte der beiden ſenkrech— 
ten Radien gelegten Dauptkreifes. 

Bew. Aus 418. 

Zuf. Errichtet man in einem vom Mittelpuncte verfchiedenen Pun⸗ 
ete K die Senfrechten KE, KJ und legt durch die Puncte E, J einen 
Kreis EJIF, welcher dem Hauptkreis AMa parallel ift, fo fann auch der 
Winfel EKJ als der Neigungswintel unferer beiden Kreisebenen und 
Bogen EJ als deffen Maaß betrachtet werden. Als diefer Neigungs: 
winkel kann endlich auch der Winkel ZPY betrachtet werden, welcher 
von den beiden Tangenten gebildet wird, die man an die beiden Kreife 
in ihrem Durchfchnittspunete P zieht. 

551. Erklärung. Sphärifher Winkel heißt derjenige 
Winfel EPJ oder APM, welchen die Bogen zweier fich fchneidender 
Hauptkreiſe mit einander bilden. 

Zuf. Ein fohärifcher Winkel iſt alfo nichts anders, als der Nei— 
gungswinfel der Ebenen der beiden Hauptkreife, zu denen die Schens 
fel des Winkels als Bogen gehören. Das Maaf für einen fphärifchen 
Winkel bildet alfo einer der ebenen Winkel, welche im vorhergehenden 
Lehrſat und Ka Zufaß angegeben find. 
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552. Lehrfag, Ein Scheitel P oder p eines Kugeldurchmeffers 
hat gleiche Entfernung von allen Puncten im Umfange desjenigen Haupt: 
freifes, auf deffen Ebene der Durchmeffer ſenkrecht ſteht; daffelbe gilt 
von allen folchen Nebenkreifen, welche mit dem genannten Hauptkreiſe 
parallel find. 

L. G. VII, 6. 

Bew. Die Bogen PA, PM, PN ı«. find alle als Quadranten 
gleich, und darum auch gleich die Bogen PE, PJ, PL ıc., da AE, 
MJ, NL :c., als zwifchen parallelen Kreifen enthalten, gleich find. 


553. Erklärung. Pol eines Kugelkreifes heißt derjenige Punct 
der Kugeloberfläche, welcher von allen Puncten im Umfange diefes 
Kreiſes gleiche Entfernung hat. | 

L. G. VII, fl, 5. 

Zuf. 1. Jeder Kugelkreis hat zwei Pole; fie find die beiden 
Scheitel des auf der Ebene diefes Kreifes fenkrechten Kugeldurchmeſſers, 
alfo um die Hälfte vom Umfange eines Hauptkreiſes von einander 
entfernt. 

Zuf. 2. Bei einem Hauptkreis fteht jeder Pol von jedem Puncte 
im Umefreife 909 entfernt. 

Zuf. 3. Der Normalkreisbogen, welcher das Maaf für einen 
fphärifchen Winkel bildet (550, Zuf.) hat den Scheitel diefes Winkels 
zu einem feiner Pole. | 

554. Lehrſatz. Wenn die Ebenen zweier Hauptfreife PMp und 
AMa ($ig. 241) ſenkrecht auf einarider ftehen, fo ift jeder der vier fphä- 
rifchen Winkel, welche an jedem ihrer Durchfchnittspuncte entftehen, 
gleich einem Rechten, und jeder Kreis geht durch die Pole des andern. 

Zuf. Stehen die Ebenen zweier Hauptkreife nicht fenkrecht auf 
einander, fo find die vier am jedem ihrer Durchfchnittspuncte gebil: 
deten fphärifchen Winkel fchiefz zwei diefer Winkel, welche die Lage, 
von Scheitelwinkeln und gleiche Größe haben, find fpiß, die beiden 
andern, von denen in Abficht auf ihre gegenfeitige Lage und Größe dafs 
felbe gilt, find ftumpf; alle vier zufammen find ftets gleich vier Nechten. 

Anmerfung. In diefen Eigenſchaften ftimmen alſo ſphäriſche Winfel mit ebenen 
völlig überein, | 

555. Lehrfag. Der fphärifche Winkel EPL (Fig. 244), den 
zwei von einem Puncte P der Kugeloberfläche auslaufende Normalfreis: 
bogen mit einander bilden, ift immer größer als der ebene Winfel EPL, 
welchen die jenen Kreisbogen zugehörigen Sehnen EP und LP an eben 
jenem Puncte bilden. 

Vorder. zum Bew. Aus E fälle in der Ebene PaA auf die Are 
Pp die Senfrechte ET, errichte in T auf Pp in der Ebene PLp die 
Senfrehte TU; und ziehe von ihrem Durchfchnittspuncte mit der Sehne 
PL eine Gerade nad) E. 

Dew. Da PE>ET, und PU >TU, die beiden Dreiccfe PEU 
und TEU aber eine gemeinfchaftliche Grundlinie haben, fo folgt leicht 
aus 44, daf Winkel ETU Winkel EPU, alfo, weil ETU das Maaf 
des fphärifchen Winkels EPL ift (551, Zuf.), unfer Sag erwiefen. 

Anmerkung. Diefer Say findet ſich ſchon bei Stevin und zwar in dem Beweife 
für den 14ten Lehrſ. im dritten Bude feiner Cobmographie. 
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556. Wenn zwei Hauptkreife auf der Sphäre fich fchneiden, fo 

1) gefchieht dieß immer in zwei Puncten, welche mit dem Mittel: 
puncte der Kugel in gerader Linie liegen, oder die Scheitel eines 
Kugeldurchmeffers find. 

2) Beide Kreislinien halbiren fich gegenfeitig. 

3) Die Kugeloberfläche theilen fie in vier Stücke, von denen je zwei 
einander gegenüberliegende wie PApMP und pEPLp, fo wiepMPEp 
und PApLP einander gleich find. 

Beweis. Aus der Natur der Kugel und des Hauptkreifes. 

557. Erklärung. Sphärifches Zweieck heißt jeder Theil 
der Kugeloberfläche, der, wie PApMP, oder PMpNP von zwei fid) 
fchneidenden Normalkreislinien begränzt wird. Die beiden Ecken oder 
Spitzen P, p bilden die beiden Scheitel des Durchmeffers, welcher 
die gemeinfchaftliche Durchfchnittslinie der beiden begrängenden Nor: 
mal£reife ift. 

L. G. VII, Erkl. 9, 

Anmerfung. In den Fabrifen, wo die Fünftlihen Erd- und Himmels = Globen 
verfertigt werden, führen folde Streifen, welche wir fphärifhe Zweiecke genannt habın, 
den Namen „Kugelſchiffchen.“ Bekanntlich werden die Land» oder Stern» Charten, 
mit denen man die Globen überzicht,, aus folden Streifen oder Schiffen zufammenges 
fest, und legtere einzeln auf die Kugel aufgetragen. 

558. Erklärung. SKugelfector heißt derjenige Theil einer 
Kugel, welcher von den Ebenen zweier ſich fchneidender Hauptfreife 
und dem durch diefe leßtere gebildeten fphärifchen Zweieck begrängt wird. 

L. G. VII, Erkl. 10. 

559. Lehrſatz. Der Flähenraum eines fphärifchen Zweiecks 
verhält fich zu der Oberfläche der ganzen Kugel, wie fich der fphärifche 
Winkel an einer der Spisen des Zweiecks verhält zu vier Rechten. 
— dieſes Verhaͤltniß hat auch jeder Kugelſector zum Inhalt der gan— 
zen Kugel. | | 

Bew. Wird auf ganz Ähnliche Art bewiefen, wie die frühern 
Saͤtze 335 und 336. | 

Anmerkung 1. Bezeihnet man mit Z den Flächenraum eines ſphäriſchen Zweiccks, 
mit B den Bogen, der das Maaß für den ſphäriſchen Winkel ift, welcher das einzige 
beftimmende Stüd eines ſolchen Zweieds bildet, und die Kugeloberflädde mit 8, fo iſt 
alfo, unferm Lehrjage zufolge, 


Z = 28 


360° 
BR’r 
= en (320, 3uf. 1 und 526) 


B.R?,x 
a 
und man erhält alfo, fobald der Bogen B bekannt ift, den Flähenraum des Zweiecks 
als befannten und bejtimmten Theil von der Oberfläche der zugehörigen Kugel, Wäre 
z. B. B = 30”, fo hätte man: 


z 0. RR’. rn _ Rz _4.R?.nr _S8 








90°. 3 12 1? 
d. h. der Flächenraum desienigen fpbärifchen Zweiecks, deffen beftimmender Winfel 30° 
ift, beträgt den zwölften Theil der gefammten Kugeloberflädhe 5 alſo denfelben Theil, 
welden 30° von 360° ausmachen. 

Delambre Abreg€ d’Astronomie Legon IV, $. 74. 
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Anmerfung 2. Es ift auch: 

z_ BR’. _ B.R?.3,14159265 
90° 324000” 

 =B.R?®, sin 7” (355, Zuſ. 2) 

560. Erklärung Sphärifhes Dreied oder Kugel 
Dreieck heißt jeder von drei Normalkreisbogen begränzte Theil der 
Kugeloberfläche. Die begrängenden Bogen heißen die Seiten des 
Dreiecks. 

L. G. VII, 6. 

Anmerkung. Auf ganz ähnliche Weiſe, wie die ebenen Dreiede, theilt man die 
ſphäriſchen in gleidhfeitige, gleichſchenkelige, ungleichſeitige. 

Zuf. 1. Die Seiten jedes ſphaͤriſchen Dreiecks find alſo Bogen 
gleicher Kreife. 

Zuf. 2. Jedes beftimmte gegebene Kugeldreieck gehört zu einer 
beftimmten Kugel, deren Halbmeſſer gegeben ift, und von deren Obers 
fläche das Dreieck einen Theil ausmacht. 

Zuf. 3. Welchen Theil von der Kugeloberfläche der Inhalt eines 
auf ihr befindlichen fphärifchen Dreiecks ausmacht, hängt ab ſowohl 
von der Laͤnge der die Seiten des Dreiecks bildenden Normalkreisbogen 
als auch von der Größe der fphärifchen von diefen Bogen gebildeten 
Winkel; fo daß auf derfelben Sphäre fich nicht zwei fphärifche Dreiecke 
conftruiren laffen, welche ſowohl in ihren Seiten als Winkeln, Stüd 
für Stück übereinffimmten, und verfchiedene Theile der Kugeloberfläche 
bildeten d. h. an Slächeninhalt verfchieden wären. | 

561. Erflärung. Dreifeitige Kugelpyramide heißt 
derjenige Theil PELC einer Kugel, welcher von einem fphärifchen Dreied 
PEL als Grundfläche und den drei Ebenen PCE, ECL, PCL begränzt 
wird, welche einzelnen durch die Seiten des Dreiecks und den Mittel: 
punct der Kugel gelegt werden. 

Anmerkung. Solche Kugelpyramiden unterfheiden ſich alfo von den gewöhnlichen 
dreifeitigen Pyramiden , wie wir fie im eilften Buche betrachtet haben, nur dadurch, 
daß die Grundfläde nicht eben, jondern ſphäriſch ift, und einen’ Theil der Kugelober— 
flädhe bildet, fo wie die Pyramide felbft einen Theil der Kugel ausmacht. 

Zuf. Seder der drei ebenen Winkel, welche die körperliche Ecke 
der Kugelpyramide bilden, deren Spige mit dem Mittelpunct der Rus 
gel zufammenfällt, Hat zu feinem Maaß die Seite des fphärifchen 
Dreiecks, welche die Ebene des Winkels auf der Sphäre begränzt. 

562. Lehrſatz. Sind in einem Kugeldreieck die drei Seiten 
beftimmt, fo ift dadurch auch die Groͤße jedes Winkels beftimmt; eben 
fo fann, wenn zwei Seiten und der eingefchloffene Winfel beftimmte 
Größe haben, der dritten Seite nicht mehr eine beliebige Länge zuer: 
theilt werden, fondern ihre Größe iſt durch die gegebenen Stücke völ- 
lig beftimmt. | 

Bew. Fällt man (Fig. 243) aus L in der Ebene LCP auf CP die 
Senfrechte, errichtet in B auf CP in der Ebene PCE die Senkrechte 
PD und verbindet D mit L, fo ift, weil Bogen PL und fomit aud) 
Winkel PCL gegeben, auch fowohl deffen Sinus LB, als Kofinus CB 
gegeben ; in dem rechtwinkeligen Dreieck CBD find alfo drei Stücke ges 
geben, der rechte Winkel CBD, der Winkel BED, weil Bogen PE be: 
kannt ift, und die Cathete CB; mithin find auch alle übrigen Stücke 


(325, Anm. 4) 
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gegeben, alfo auch BD und CD; es find alfo nun in dem Dreiecf CDL 
zwei Seiten, CD, CL, und der von ihnen eingefchloffene Winkel ge: 
geben, alfo das ganze Dreieck volltommen beftimmt, alfo auch DL ges 
geben; demnach find alle Seiten des ebenen Dreiecks BDL gegeben, 
alfo auch feine Winkel, alfo auch DBL; alfo auc) der fphärifche Win: 
tel EPL, für welchen DBL das Maaß iſt. Daſſelbe laͤßt fich für die 
beiden andern Winkel des fphärifchen Dreiecks nachweifen. — Sind 
zwei Seiten PL, PE des fphärifchen Dreiecks und der von ihnen ein: 
gefchloffene Winkel gegeben, fo find in dem ebenen Dreieck DBL be: 
ftimmt LB, DB und ®. DBL, alfo auch DL; mithin in dem Dreiect CLD 
alle Seiten, alfo auch die Winkel und auch Seite EL, welche das Maaß 
für einen derfelben ift. 

Zuf. 1. Werden alfo auf derfelben Sphäre zwei Dreiecke befchrie: 
ben, fo daß die Seiten des einen einzeln den Seiten des andern gleich 
find, fo find auch je zwei gleich gelegene Winkel gleich und beide Dreiecke 
ſtimmen in allen ihren Stücken volltommen überein. 

L. G. VII, 14 

Zuf. 2. Daffelbe gilt von zwei Dreiecfen, die auf derfelben 
Sphäre fo befchrieben werden, daß zwei Seiten und der eingefchloffene 
Winkel in ihnen einzeln gleich find. 

Zuf. 3. Aus den beiden vorhergehenden Zufägen läßt fich leicht 
folgern, daß, wenn man in einem gleichfchenfeligen fphärifchen Dreiecke 
die Spiße mit dem Halbirungspunct der Grundlinie durch einen Nor: 
malfreisbogen verbindet, 

1) derfelbe fenkrecht auf der Grundlinie fteht; 

2) den Winkel an der Spitze halbirt; 

3) die Winkel über der Grundlinie von gleicher Größe find; 

4) umgekehrt die Seiten gleich fein müffen, wenn ihre Gegenwinkel 


gleich find. 
L. G. VII, 15. 


563. Lehrfas. In jedem Kugeldreiec 
1) find zwei Seiten zufammen größer als die dritte; 
2) kann weder eine Seite noch ein Winkel — 180° fein; 
3) find alle drei Seiten zufammen Kleiner als 3609 oder der Umfang 
eines Normalfreifes. | 
L. G. VII, 2 um 4. 

Beweis, Erfter Theil. Aus 561, Zuf., und 430. 

Zweiter Theil. Wäre einer der Winkel eines fphärifchen Drei: 
ecks 1800, fo verwandelte ſich daffelbe offenbar in ein Zweieck, hörte 
alfo aufein Dreieck zu fein, eben fo wäre es, wenn eine der Seiten — 
180°. wäre. 

Dritter Theil. Weil (Fig. 244) pE+pL>LE, fo iffpE + pL 
+PE-+-PL>LE-+PE-+BPL, d.i. 3600>LE-+PE + PL. 

Anmerkung. Sphärifhe Dreiede, in denen eine Seite größer als der halbe Nor: 
malumfreis, und der Gegenwinfel daher größer ald zwei Rechte ift, laſſen ſich allerdings 
conftruiren, aber man Fann die Betrachtung derfelben, wenigitens dem Anfänger, erſpa— 
ren, in fo fern durch jedes Dreieck folder Art zugleid ein anderes beftimme wird, in 
welchem fowohl jede Seite als jeder Winkel Fleiner als 180° ift, und weldes das erjtere 
zur halben Kugeloberflähe ergänzt. Die Unterfudhung darf fi auf dieſes Ergänzungd- 


Fl 
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dreieck befhränfen, indem man aus jeder Eigenſchaft deſſelben leicht die entfprechende 
Eigenſchaft des andern Dreiecks berleitet, 
L. G. VII, 19, Anm, 


564. Lehrfas. Sn jedem fphärifchen Dreieck ift die größte 
Seite diejenige, welche den größten Gegenwinfel hat, und umgekehrt. 

Bew. Es fei im Dreief BAC (Fig. 245), Winkel BAC> ABC; 
und mache W. BAL = ABC; alsdann ift BL = AL, alfo auch BL 
+ LC=AL-+ LC Ac, oder BC > AC; eben fo zeigt man, daf 
BC AB. 

Sft BC > AB, fo muß W. BAC > W. ACB fein, weil das Ge: 
gentheil unmöglich ift; denn, wenn W. BAC— W. ACB, fo wäre 
BC —= BA, und wäre W. BAC < W. ACB, fo müfte BC < BA 
fein, aber das eine fo wie das andere widerftreitet der Vorausſetzung. 
Aus eben dem Grunde ift auch BC >> AC. 


565. Lehrfag. Die Summe der drei Winkel eines Kugeldrei- 

ecks ift Kleiner als fechs Nechte, aber größer als zwei Rechte, 
L. G. VII, 19. 

Bew. Erfter Theil. Aus 563. 

Zweiter Theil. Nach Lehrfas 555 ift jeder Winkel eines fphäris 
fchen Dreiecks größer als der ebene Winkel, den die zu feinen Schen: 
fein zugehörigen Sehnen bilden; alfo ift auch die Summe aller drei 
fphärifchen Winkel größer als die Summe der Winkel des Sehnendrei: 
ecks, alfo größer als 2 R. 

Zuſ. 1. Den Winfel oder Bogen, um welchen die Summe der 
Mintel eines fphärifchen Dreiecks größer ift, als zwei Nechte, nennt 
man fphärifchen Ueberſchuß. | 

Zuſ. 2. Sphärifche Dreiecke unterfcheiden fich alfo mwefentlich 
dadurch von ebenen, daß die Summe ihrer Winkel nicht eine conftante 
und für alle diefelbe Größe ift, alfo auch nicht durch zwei Winkel der 
dritte beſtimmt wird. 

Zuf. 3. Sn einem Kugeldreieck fönnen zwei, ja alle drei Winkel 
fowohl rechte als ftumpfe fein. 

Zuſ. 4. Sind zwei Winkel eines Kugeldreiecks zuſammen — 90°, 
fo ift der dritte ein ſtumpfer. 

566. Erklärung. Ein fphärifches Dreieck heißt recht win— 
felig, tumpfwinfelig, oder fpißwinfelig, je nachdem we: 
nigftens einer feiner Winkel ein Rechter, oder ein Stumpfer, oder alle 
drei Winkel fpiße find. 

567. Lehrfaß. DVerlängert man zwei Seiten (PA, PM Fig. 244) 
eines Kugeldreiecks (PAM) über die dritte Seite (AM) hinaus, fo ſchnei— 
den fich diefelben nicht eher wieder, als bis jede die Länge eines halben 
Normalumkreiſes erreicht hat, und zwar in einem Puncte Cp), welcher 
mit dem andern Durchfchnittspunct die Scheitel eines Kugeldurchmef: 
fers bildet. Diefe fo verlängerten Seiten bilden ein fphärifches Zwei: 
ef, welches durch AM in zwei Dreiecke getheilt wird, die eine gemein: 
fchaftlihe Grundlinie haben, deren Spisen mit dem Mittelpunct der 
Kugel in gerader Linie liegen, und wo die übrigen Seiten und Winkel 
fo befchaffen find, daß je zwei an einander angränzgende fich zu 180° 
ergänzen. 
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Anmerkung. Iſt von den beiden verlängerten Seiten jede 90°, jo werden die 
beiden entjtandenen Dreiecke vollfommen mit einander übereinftimmen, die Winkel alfo, 
weldye die gemeinfhaftlidye Grundlinie mit den andern Seiten büdet, alle vier Rechte 
fein 5 dieß giebt folgenden 

Zufaß. Schneidet man auf zwei (nöthigenfalls verlängerten) Sei: 
ten eines fphärifchen Dreiecks von ihrem gemeinfchaftlichen Endpuncte 
aus Stücke ab, von denen jedes gleich dem vierten Theil eines Normal: 
umfreifes ift, und verbindet diefe beiden Puncte, fo bildet diefe Ver: 
bindende mit den beiden Seiten rechte Wintel. 

568. Lehrfag. Verfährt man mit je zwei Seiten eines fphäri: 
[hen Dreiecks (ACB Fig. 246) fo, wie in dem unmittelbar vorherge: 
henden Zufaß angegeben ift, und verlängert die drei fo erhaltenen Nor: 
malfreisbogen bis zum gegenfeitigen Durchfchnitt, fo entfteht ein zwei: 
tes ſphaͤriſches Dreieck (OMN), welches zu dem erften in folcher Bezie— 
hung fieht, daß jede feiner Spigen einen Pol für eine der Seiten des 
Urdreiecks bildet, und zu jeder feiner Seiten eine Ede des Urdreiecks 
als Pol gehört. 

Dew. Weil CI—=CH=90°, fo ift C Pot für den Kreis MIHN, 
und O von DABG, mithin auh CM —=CN—90°; aus gleihem Grunde 
it: AF=AG=A0O = AN =90° und BD=BE=BM =BO —=90°; 
alfo weil AO—BO 90°, fo ift O der Pol von DABG, weil AN — 
CN —= 90°, N der Pol von FCAJ, endlid), weil BU = CM — 90°, 
M der Polvon ECBH. 


569. Erklärung. Das auf die im vorigen Saße angegebene 
Weiſe entftandene Dreieck MNO heißt in Beziehung auf das Urdreieck, 
deffen Polardreiec oder Supplementardreied. 

Anmerkung. Den Grund für die erjte Benennung enthält der vorhergehende Lehre 
ſatz, für die zweite der folgende, 

570. Lehrſatz. Jede Seite eines Polardreiecks ergänzt einen 
der Winkel des Urdreiecks, und jeder Winkel des erftern eine Seite des 
leßtern zu 180°. 

Bew. Für den Winkel A ift Bogen FG das Maaf, alfo A + 
ON=FG-+O0N=0G +4 FN = 90° + 90% = 1809 und eben 
fo findet man für die übrigen Seiten des Polardreiecks B-+ MO = 
180°, C-+ MN == 180°. 

Für den Winfel M ift das Maaß der Bogen EH, alfo M-+-BC 
= EH 4 BC = EB + CH = 90% + 90° — 180° und auf gleiche 
Weife: N + AC= 180%, O + AB = 180°. 

Anmerkung, Dreieck ABC kann alfo au als das Polardreieck und Supplementar: 
dreied vom Dreicd MON betradtet werden. 

Zuf. 1. ft in einem fphärifchen Dreieck die Größe fowohl einer 
Seite AB als der beiden an ihr liegenden Winkel A und B beftimmt, 
fo ift auch die Größe des dritten Winkels nicht mehr willführlich, fon: 
dern völlig beftimmt. 

Bew. Sn dem zu ABC gehörigen Supplementardreieck find dann 
zwei Seiten und der eingefchloffene Winkel befiimmt, alfo auch die 
dritte Seite (562), mithin auch deren Supplement d. h. der dritte 
Winkel des Urdreiecks. 


432 Zwoͤlftes Bud. Fünfter Abſchnitt. 


Zuf. 2. Sind in zwei fphärifchen Dreiecken eine Seite und die 
daran liegenden Winkel einzeln gleich, fo find auch je zwei der übrigen 
entfprechenden Stücke gleich und die Dreiecke ſtimmen in allen ihren 
Seiten und Winkeln mit einander überein. 


571. Lehrfas. Zieht man auf einer Sphäre drei Normalum: 
freife beliebig, jedoch fo, daß jeder die beiden andern in zwei verfchie: 
denen Puncten fehneidet, fo theilen fie die Kugeloberfläche in acht fphä: 
vifche Dreiecke, von denen je zwei, welche einander gegenüberftehen 
(und darum auch Gegendreiecke genannt werden), vollftommen mit 
einander übereinfliimmen. 

Anmerkung 1. Man fann ſich ſchon hinreichend von der Nichtigkeit unferes Satzes 
bei einer in derfelben Ebene verzeichneten Figur überzeugen; noch deutlicher fällt Alles 
in die Augen, wenn man auf einer wirflihen Kugel die Normalfreife conftruirt 5 aber 
aud ohne Figur, aus der Natur der Sadye felbit läßt fi die Richtigkeit des Satzes 
darthun?). 

Anmerkung 2. Je zwei ſolche von dieſen acht Dreiecken, welche unmittelbar an 
einander gränzen, bilden zuſammen ein ſphäriſches Zweieck; und find daher die frühern 
bieher gehörigen Säge auf fie anwendbar. 





*) Atterdings läßt ſich leicht darthun, daß zwei folche Gegenbreiede in alten ihren 
Seiten und Winfeln, Stüd für Stüd, übereinftimmen; gleichwohl tft die ohne, wei: 
teres daraus gezogene Kolgerung, dah foiche Dreiecke auch gleihfäcig fein müffen, 
nicht seherig begründet und darum unzulafig. Der Grund, warum fo viele Schrift: 
fteler über dieſen Grgenftand, und unter ihnen felbft die beiten, wie unfer Berf., Le- 
geudre, Cagnoli u. a. diefe Folgerung fich erlauben Liegt ohne Zweifel darin, daß 
man fagen kann: offenbar ift der Slächenraum eines fphäriichen Dreiecks abhängig von 
feinen Seiten und Winkeln, und zwar für eine beftimmte Kugelfläche, ganz allein von 
diefen Seiten und Winkeln; es it mithin auch nicht der mindefte Grund vorhanden, 
der ung berechtigen könnte, an eine Verſchiedenheit des Flächenraums zu denfen bei 
foihen fphärifchen Dreieden auf derfelben Sugeloberhäche in denen alte Seiten for 
wohl als alte Winkel einzeln gleich find. Daß inzwifchen diefer Schluß trop aller an: 
cheinenden Unfehlbarfeit dennoch möglicherweife ein Trugfchluß fein könnte, geht aus 

olgendem hervor: Eben fo wie der Slächensaum it auch die Gieftalt eines fp arifchen 

reieds von feinen Seiten und Winkeln abbängig;_ganz mit demfelben Nechte alfo, 
mit welchem man aus der Hebereinftimmung zweier Dreiedfe in ihren Seiten und Wins 
fein auf die Gteichheit ihres Slächenraumes fchließt, dürfte man auch auf die Gleich— 
heit ihrer Geſtalt, und mithin auf ihre Eongruenz fchließen. Daß diefer letztere Schluß 
aber in vielen Falten, und namentlich bei Gegendreiecken irrig fein würde, ift bekannt 
und außer Zweifel; _cd_muß_ daher auf einem andern Wege befonders nachgewiefen 
werden, dab der erftie Schluß nicht auch irrig ift. 

Zu einen gegebenen fphärifchen Dreiect ABC (Fig. 152 zum Anhang) erhält man 
dad Gegendreie DEF, wenn man die zu_feinen Eden gehörigen Kugelhaubmerfer AK, 
BK, CK zieht, dieſelben big zum zweiten Durchfchnitt mit der Sphäre in D, E, F ver: 
längert, und je zwei diefer Durchfchnitrspuncte Durch Normalkreisbogen verbindet. 


Wegen der Eongruenz der Dreiecdte ABK, DEK, ferner ACK, DFK ift ABH DE, 
ACH DF, und, weil die Sehmendreiede ABC und DEF congruiren, W. BAC = 


W. EDF, alfo die Ebenen diefer Sehnendreiecke parallel, alfo die auf die eine aus dem 
Mittelpuncte gefäute Senkrechte KL, fchneider verlängert auch die andere unter rechten 
Winkeln, daher, wenn man BL und EM zieht, A KLB ® KME, alfo KL= KM, 
d. h. die Ebenen diefer Sehnendreiede oder die durch die Eden der beiden fphärifchen 
Gegendreiede gelegten Ebenen haben gleiche Entfernungen vom Mittelpuncte der Ku: 
gel mithin find nicht nur Die Kreiſe ANBOCP und DQERFS, weiche die Durchfchnitte 
iefer Ebenen mit der Kugel darfteien, fondern auch die zu diefen Kreifen als Grund: 
Baden gehörigen Kugelmüpen gleich. Aus dem * gen ergiebt ſich ferner, daß 
te Bogen BOU und ERF als zu gleichen Sehnen gleicher Krei er ale find; 
außerdem wiflen wir fchon, dag die Normalkreisbogen BUC und EVF gleich find, darum 
müfen nun nothwendig, die beiden Sphärenftüde BOCUB und ERFVE gleich fein, da 
fie fich unter alten Umttänden fo übereinander legen laffen, daß BUC genau mit EVF 
und eben fo BOC mit ERF zufammenfättt „ alfo beide Flächen fich decken; daffelbe gitt 
von den beiden andern Paaren von Sphärenftüden AWCPA, DXFSD und AYBNA, 
DZEQD. Zieht man nun von jeder der beiden gleichen Ku elmügen die Summe der 
drei paarweife gleichen Sphärenftüde ab, fo bleiben gleiche Kefte: und dieſe find eben 
unfere beiden Gegendreiede. 


Diefer elementare Beweis für die Gleichflächigkeit zweier Gegendreiede ift von 
dem Prof. Gerling, der ihn, in der Monatlichen ( srrelpondeng XXVIl pae- 297 mit: 
beit, nachdem fchon vorher in eben diefer fhägbaren Zeitichrift XxXVI, pae- 601, 

ollweide auf Das Ungureichende der bisherigen elementaren Beweife aufınerffam ge: 
macht hatte. Anmerk. des Ueberſ. 
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Zuſ. Haben drei Normalfreife einer Kugel eine folche gegenfei: 
tige Lage, daß jeder fenfrecht auf den beiden andern fteht, fo find die 
acht fphärifchen Dreiecke, in welche durch die Umfreife die Kugel: 
oberfläche zertheilt wird, alle von gleichem Flächeninhalt, indem alle 
drei Winkel eines jeden Dreiecks vechte, und alle Seiten Duadrans 
ten find. 

Anmerkung 3. Gleidy wie unter den ‚ebenen Winkeln der Rechte als Maaß für 
die Übrigen dient, fo Fönnte man aud) die dreifeitige Förperlihe Ede, melde durch drei 
auf einander ſenkrecht jtchende Normalfreisebenen am Mittelipuncte der Kugel gebildet 
wird, als Maaß für die Förperliden Eden gebrauchen. 

Anmerfung 4. So wie nun aber für den ebenen rechten Winkel der zwifchen 
feinen Schenkeln befehriebene Duadrant als Maaß dient, fo kann ald Maaf für die in 
der vorigen Unmerfung genannte Förperlihe Ede der Theil der Kugeloberfläche oder das 
ſyhäriſche Dreied gebraudt werden, weldyes durch die Gränzfläden der "Ede beftimmt 
wird, und welches, wie wir gefehen haben, den achten Theil der Sphäre ausmacht, wäh« 
rend der dem rechten Winkel entſprechende Bogen den vierten Theil des ganzen Umfreifes - 
bildet, Wollte man alfo eben fo wie man den Duadranten in 90 Bogengrade 
tbeilt, das ſphäriſche Dreieck, weldes als Maaß für die dreifeitige rechtwinkelige Ede 
angefchen werden fann, in 90 Flächengrade theilen, fo würde die ganze Sphäre 
720 folder Flächengrade enthalten; diefelben würden bei verſchiedenen Kugeln im zweis 
fach hoben Verhältniß ihrer Durchmeſſer ſtehen. S. 573, Anm. 

572. Lehrſatz. Zieht man auf der Oberflaͤche einer Halbkugel 
MAPapAP zwei halbe Normalumkreiſe PMp und AMa, die ſich im 
Puncte M fchneiden, fo find von den vier fo entftandenen fphärifchen 
Dreierfen zwei in M fid) gegenüberfiehende wie AMP und aMp zufam: 
men fo groß als das fphärifche Zweieck, deffen beſtimmender Wintel 
eben der Winkel bei M ift, den beide Dreiecke gleich haben. 

L. G. VII, 22. 

Bew. Denn verlängert man die Bogen Ma und Mp big fie fich 
zum zweitenmal in m fchneiden, fo ift MpmaM ein Zweieck mit dem 
beftimmenden Winkel M, aber Dreieck mpa das Gegendreieck vonMPA, 
alfo beide gleichflächig (571, Anm.), alfo auch Mpa -— MPA = Mpa 
—+- ınpa = dem Zweieck MpmaM. | | 

573. Lehrſatz. Der Fläheninhalt eines Kugeldreiecks (ABC 
Fig. 245) verhält fi zur ganzen Kugelfläche, wie der Ueberſchuß feis 
ner Winkelfumme über zwei Rechte zu acht Rechten. 

L. G. VII, 23. 

Vorbereitung. Verlaͤngere die Seiten AB, AC, BC bes Dreiecks, 
bis fie dem Normalumtreis DEFGHJ begegnen. 

Bew. Bezeichnen wir, wie fchon früher, die Kugeloberflaͤche mit 
S, den Inhalt des fphärifchen Zweiecks, deſſen beftimmender Winkel 

Zy:S=A:4R 


Z09:S=C:4R 

alfo auch Zu -+ ZB) -H Z.c) :S—A 
Aber nad dem vorigen Saße ift: 

Z.6) = HCIJ 4 ECF 

v. Swinden Geometrie, 28 
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alfo 

294 29 + Zc) = 2 ABC--ABC-+-HAG-HECF-+-DBJ-HGACF-+-DBCE-+-HAB) 
—248C+5 

alfo 


2ABCH5:S=A+B+C:4R 


4ABC-S:S=A-+HB-+C:?2R 
4ABC:S=A+HB-+HC—?2R:?2R 
ABC:S=A-B-+C— 2R:B8R 
Anmerkung 1. Diefen Lehrſatz ftellte zuerft Albert Girard auf in feinem Bude: 
Invention nouvelle en Algebre Amsterd. 1629., und zwar in folgenden Worten: 
„Sin Kugeldreied, aus drei Bogen von größten Kreifen gebildet , enthält fo viel Flä— 
chengrade, als der Ueberfhuß feiner Winfelfumme ‚über zwei Rechte Bogengrade ent- 
hält.“ Girard theilte nämlich die Kugeloberflähe in 720 gleiche Theile, die er Flaͤ— 
bengrade nannte, S. oben 571, Anm, 4. 
Anmerfung 2. 





_A+B-+C—2R 

= Eee 4 121 (mo r den Kugelradius bezeichnet) 
— — -.— 180° 5 r?r 

_(A+B-+ C — 180% .r?2. 3,141592365 

= m 5 I 


=(A+B-+C — 180%.r?. sin 1” (355, uf. 2) 
ein Ausdruck, mwelder den Flächeninhalt eines Kugeldreiecks in Theilen vom Quadrat 
des Kugelradius darftellt. 
Delambre Abregé d’Astronomie, Legon IV, $. 74. 


Anmerfung 3. Aus dem Ausdruck: 
AABC — tn A EU WE. 


ergiebt ſich leicht: 
— 
A+B+C— 1800 = AFFE, jg00 


ein Ausdruck, durch welchen der fphärifche Ueberſchuß (565, Zuſ. 1) eines Kugeldreiecks 
mittelft ſeines Flächenraums dargeftellt wird, 

574. Erklärung. Sphärifhes Viele heißt jeder durch 
mehr als drei Normalkreisbogen begrängte Theil der Rugeloberfläche, 

L. G. VII, Erkl. 8, 

975. Erklärung. Kugelpyramide heißt jeder Theil einer 
Kugel, welcher von einem fphärifchen Vieleck (574) als Örundfläde 
und von den durch die Seiten diefer Grundfläche und den Mittelpunet 
der Kugel gelegten Ebenen als Seitenflächen begrängt wird. 

L. G. VII, Erkl. 11. | 

976. Lehrſatz. Die Summe der Seiten eines fphärifchen Biel: 
ecks Eine als der Umfang eines Normalkreifes. 

.6. vII, 5. 


Beweis. Aus 431. 





Bon Normal» oder Haupt » Streifen. 435 


577. Lehrſatz. Der Flächeninhalt eines fphärifchen Vielecks 
verhält fich zu der Kugeloberflähe, wie der Ueberfchuß feiner Winkel: 
ſumme über fo viel Rechte als das Doppelte der um zwei verminderten 
Seitenzahl Einheiten hat, zu acht Rechten. 

L. G ‚24. 

Bew. Ein fphärifches neck läßt fich wie ein ebenes inn —2 
Dreiecke zerlegen, durch Diagonalen, die von derfelben Ecke auslau: 
fen; auf jedes diefer Dreiecke wendet man den Lehrfas 576 an. 

Anmerfung. Bezeihnet alfo Z die Summe aller Winkel eines ſphäriſchen necks, 
F aber deſſen Flächeninhalt, fo ift: 
F:S=-232—(n—?) 2R:BER. 
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Allgemeine Eigenſchaften der Polyeder. 


— — 


866. Erklärung. Polyeder heißt jeder von Ebenen begränzte Körper; 
dieſe begränzenden Ebenen heißen Gränzflächen oder Seiten des Polyeders; die 
gemeinſchaftiichen Durchſchnittslinien je zweier an einander ſtoßender Gränzflächen Kan- 
ten; die gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte von je drei oder mehrern Seiten E den; 
die Neigungswintel je zweier Seiten Flächenwinkel oder Keilez die Winkel der 
einzelnen Bielede, welde die Gränzfläden bilden, ebene Winkel der Oberflä— 
be, aud ſchlechthin ebene Winkel, 

867. In jedem Polyeder ijt die Anzahl aller Kanten halb fo groß als die Anzahl 
aller ebenen Winfel der Oberfläche. 

uf. 1. Daher ift die Zahl, welche die Menge fämmtliher ebenen Winfel der Ober: 
fläche eines Polyeders bezeichnet, ftetö eine gerade Zahl. 

uf. 2. Sind fämmtlidhe Seiten eines Polyederd Bielede von ungerader Seiten- 
zahl, fo muß die Anzahl diefer Seiten ſelbſt nothwendig eine gerade fein. 

Zuſ. 3. Bilden die Seiten eines Polyederd Bielede von zum Theil gerader, 
zum Theil ungerader Seitenzahl, fo muß die Anzahl diefer letztern felbft gerade fein. 

Buf. 4 Wird ein Polyeder von m Dreieden, m! Biereden, m!! Fünfeden, m!!! 
Schicken, mıv Siebeneden ꝛc. begränzt, fo muß 


mt m! mv - mi +... 

jtetö eine gerade Zahl fein, 

868. In feinem Polyeder ift die Anzahl aller ebenen Winkel der Oberfläche Flei- 
ner als die dreifache Anzahl der Seiten. 

uf, In Peinem Polyeder ift daher F > 3K wenn F und K refpective die An: 
zahl der Seiten und Kanten bezeichnen, i 

869. In Feinem Polyeder ift die Anzahl aller ebenen Winkel der Oberfläche klei⸗ 
ner als die dreifadhe Anzahl der Eden, 

P aa 1. In feinem Polyeder ift daher E > %K, wenn E die Edenzahl be— 

zeichnet. 

uf, 2. In einem Polyeder kann alfo weder F no E größer als J K fein. 

870. In jeder beliebigen Pyramide ift die Anzahl der Gränzflädhen und Eden zu- 
fammen genommen um zwei größer ald die Kantenzahl. 

Bew. Es fei die Grundfläche der Pyramide ein meck; alödann it: E=m-+1, 
F=-mnmpiwK=-2m.aßpE-F=K+ 2. | 

871. Wenn zwei belichige Pyramiden, die ein Paar congruente Seitenflähen ha— 
ben, fo an einander gelegt werden, daß diefe fi) decken, fo ift in dem fo entjtandenen 
— Polyeder die Summe der Gränzflähen und Eden um zwei größer als die Menge 
er Kanten, 

Bew. Iſt die eine Pyramide mfeitig und die andere nfeitig, fo ift 

1. entweder, wenn Feines der Gränzflädenpaare, die den congruenten Seiten zu: 
nachſt anliegen, eine ſolche gegenſeitige Lage hat, daß feine beiden Ebenen in eine 
einzige zufammenfallen : 
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F=-m+i+nr +1 —?2=nmn+o 
E=m+ti-+n+1—3=m+n-1 
K=2m+t42n—3 
dpEtF=K+?2 
2, oder, wenn ein Paar der genannten Seitenfläden nur eine Ebene bildet, 
F=m+i+nr +1 —3=-m+n— 1 
E=m+i+nr+1—3=-m+n-— 1 
K=-2m-+2n—4 
alſo auch EFF=K-+2 
3. oder wenn jedes Paar der anliegenden Seitenflaäͤchen dieſelbe Ebene bildet, 
F=m+i1+n 1 —4=m+n—2 
E=m+ti+n +1—3=m+on-— 1 
K=?2m+2n—5 
dpE+F=K-+?2 
4. oder, wenn nidt blos ein Paar Scitenflähen eine einzige Ebene, fondern auch 
ein Paar ihrer Kanten eine einzige gerade Linie bilden, fo werden dann auch die 
beiden Grundflähen nur eine Ebene ausmachen, daher ift 


F=m+i1+n+1-4=n+n—2 
E=m+i+no+1—-4=m+tn-—2 
i=2m+2n—6 
dpE-F=K+2 
5. oder endlich, wenn für beide Paare der anliegenden Seitenflächen das Statt fin- 
det, was wir fo cben (4) nur für ein Paar annahmen, 


F=m+ti+tn+1—5=-m+n—3 
E=m+i+tn +1—-5=-m+n—3 
K=2m+2n—8 
dpEtF=K-+2 
und fomit die allgemeine Gültigkeit unferes Satzes erwieſen. 


Anmerkung. Man hätte diefe allgemeine Güttigkeit auch aus dem erften Fall durch 
folgende augemeine Betrachtungen herleiten Eünnen: 


1. Wenn in einem beliebigen Polyeder zwei an einander anliegende Gränzflächen 
ihre Lage fo Andern, daß ihr Neigungswinfel die Größe von zwei Rechten erreicht, 
vd. b- day fie eine einsige bene bilden, fo wird das Polyeder in diefem neuen 

uftande zwar eine Gränzfläche aber augleich auch eine Kante weniger als vorher 

aben, hatte alſo das Polyeder im erften Zuftande die Eigenfchaft, aß E+F—K +2, 
fo wird es diefelbe auch noch im zweiten befigen. Daffelbe gilt, wenn n Paare an 
einander ftoßender Gränzflächen ihre Lage auf die angegebene Weife andern, denn 
Gränzlächenzaht und Kantenzahi werden zugleich fiy Dadurch um n vermindern. 


2. Wenn man zwei Pyramiden mit zwei Seitenfächen, die congruent find, an ein: 
ander legt, fo kann cd geichehen, daß von den Ddreifeitigen Eorperlichen Eden an 
den Grumdfächen, derfelben awei fotche die mit ihren Scheiteln zufammen fallen, 
einen einzigen Slächenwinkel bilden. Ausdann bleiben offenbar da, wo man vor: 
her vier Gränzflächen hatte, nur zwei (welche eben den genannten Flächenwinkel 
bilden), wo man vier Kanten hatte, nur eine einzige (die Kante deg entitandenen 
Flächenwinfels), und außerdem verfhwinder die vorher einzige Eorperliche Ede 

anz. Die Berminderungen alfo, welche Eden, Gränzflächen und Kanten in die« 
den befondern Fate noch außer der gewöhnlichen erleiden, find folgende: 


der Eden werden weniger 1 
der Gränzflächen werden weniger 2 
der Kanten werden weniger 3 


alſo iſt der Verluft, den die Kanten erleiden, fo groß als die Berlufte, die Eden 

und Gränzflächen erfahren, aufammen, alfo auh jetzt noch E+F=K +2. 

Augemein, wenn in zwei beliebigen Polyedern n Paare folcher dreifeitigen Eden 
vorhanden wären, welche bei dem Zufammentegen der Polyeder mit zwei congruenten 
Gränzrähen, einfache Flachenwinket bildeten, fo würden dadurch der Eden noch n, 
der Gränzfächen noch 2 n und der Nanten noch 3 n weniger werden, als außerdem 
immer und nothwendig ſchon geſchieht; mithin der Heberihuß der Summe von Eden 
und Gränzflächen über die Kanten fich unverändert erhalten. 


872. Wenn man mit einem Polyeder, welches dadurch entitanden ift, daß man 
a Pyramiden auf die im vorigen Sage angegebene Weife verbindet, und in welchem die 
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Summe der Eden und Gränzflächen die Anzahl der Kanten um zwei übertrifft, noch 
eine (n + Hte Pyramide auf eben diefe Weife verbindet, fo ift aud in dem neuen, fo 
erhaltenen Poydr, EHF=K-+ 2. 

Bew. Wenn wir in dem erften unferer beiden in Rede ftehenden Polyeder die An= 
zahl der Eden, Gränzfläden und Kanten refpective mit E, F, K, in dem andern mit 
E’, F’, K’, und in dem aus der Verbindung von beiden entitehenden Polyeder mit 
E“, F“, K’ bezeichnen, fo ift, wenn die beiden verbundenen Polyeder nur mit einem 
Paare ihrer Gränzfläben zufammenfallen, und überhaupt Gränzflähen, Eden und Kan— 
ten die möglich Fleinften Berminderungen erleiden, offenbar : 


E=-E+E—3 
FFr=F+rPF—2 
K’=-K+K—3 
alſo EP +FF=-EHF+EH+F—5 
= ERS TRIIER 


K+K—-3+2 
=K’ +2 

Deden fidy aber in unfern beiden Polyedern außer dem einen Paare der Gränzfläden, 
mit denen fie zunädft an einander gelegt werden, aud noch r andere Paare, und man 
bezeichnet die diefem Falle zugehörige Menge der Eden, Gränzfläden und Kanten des 
neuen Polyederd mit E’, F’’, K”’, fo ift dann 

F’'! = F’ — pr 

E'' — E" — 2r 

Ku — K' — 3r 

alfo auch E’” -H Fr — KK + 2 

Ganz ohne Einfluß auf die Richtigkeit unferes Satzes, bleibt wie in der Anmerf, zum 
vorigen Sage ausführlich gezeigt worden ijt, der Umftand, wenn bei dem Zufammen- 
legen der Polyeder eine größere Anzahl von Kanten als nöthig ift, verfhwinden, und 
wenn eine beliebige Anzahl Paare dreifeitiger körperlicher Eden in ihrer Verbindung fid 
zu einfahen Flächenwinkeln umgeſtalten; es ift alfo dadurd die Richtigkeit unferes Sa- 
tzes für alle Fälle erwiefen. 


873. In jedem Polyeder, weldes fo beſchaffen ift, daß es fih von einem Puncte 
innerhalb aus in lauter Pyramiden zerlegen läßt, oder, was auf daffelbe hinausfämmt, 
innerhalb deffen fidy ein Punct finden läßt, von dem aus man Beine Linie ziehen Fann, 
weldye der Oberfläche des Polyeders in mehr als zwei Puncten begegnet — in jedem 
folden Polyeder ift die Menge der Eden und Gränzflähen zufammen um zwei größer 
als die Anzahl der Kanten. 

Bew. Aus dem vorigen Sage. 


Anmerkung 1. Diefer Lehrfag ift von Euler. Er ſtellte ihn, nebft mehrern an: 
dern , auerit auf in der Abhan Jump: „Elemeuta doctrinae Solidorum“* (Novi Comment, 
A. P. Tom. IV), jedoch ohne ihn bewiefen zu haben; fateri equidem cogor, fügt er, 
me hujus theorematis firmam demonstrationem adhuc eraere non potuisse. Später fand 
Euler einen Beweis und, theilte ihn in einer, zweiten Aogandtung „demonstratio non- 
nullaram iusignium proprietatum, quibus solida, hedris planis inclusa, sunt praedita‘ 
mit, die in demfelden Bande der Petersburger Denkfchriften fich findet und unmitel— 
bar auf die erfte folgt. 


Anmerkung 2. Ein nicht unmwichtiges Verdienft um diefen wichtigen DOR: den man 
ald die Grundlage des ganaen Polyedrometrie anfeben kann, erward fich der Genfer 
Mathematiker Simon L’Huilier, indem er zuerit darauf aufınerffam machte, daß der: 
felbe nicht fo allgemein und unbedingt für alle Polyeder gelte, wie man ihn gewöhn: 
ich ausfpreihe. Die desfaufge Abhandlung „„Memoire sur la Polyedrometrie“* ie auch 
die Grundzüge des vorher aufgefiedten Bereites enthält, wird im Auszuge miraerbeilt 
von Gergonne in den Aunal. de Math. III, p. 169 99. eber eben Dielen Geaenfiand 
verbreitet fich auch die Abhandlung von Hessel im Urelle’fhen Jourual Bi 13 so 

et macht den zweckmäßigen Borfchlag, alte Polyeder, inwemdtn E+F=K +2 iit, 

ulerfche au nennen, und fie dadurch von denen zu unterfcheiden , für welche der 
Say nicht gilt. Zu den nicht Eulerfhen Polyedern-gehören folgende: 

1. alle diejenigen, die im ihrem Innern einen hohlen Raum umfchließen d. h. von 
wei Dberflächen fo begrängt werden, daß die eine von der andern ganz umichlof: 
en wird; in ihnen übertrifft die Summe der Eden und Gränzflächen die Kanten: 
zahl um mehr atd 2. 


2. Die Polyeder, welche ein: oder mehreremate ringförmig durchbrochen find; in 
ihnen kann die Summe von Eden und Gränzflähen der Kantenzahl nicht nur 
gleich, fondern fogar Eleiner alg diefe werden. 
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3, biejenigen, in denen einzelne Seitenfächen ringförmiae Vielecke d. h. folche Bir 
guren bilden, wie fie der zwifchen zwei Bieleden, von denen dad eine aanz in: 
nerhalb des andern liegt, enthaltene Raum zeigt; Hier iſt, wie im erfien Falle, der 
Ueberfhuß von E + Fiüber K größer als 2. 


Anmerkung 3. Da die verfchiedenen Arten der möglichen Polyeder bedingt werden 
durch die verfchiedenen Mengen ihrer Gränzflächen, Eden und Kanten, ey ift jedes 
Euterfche Polyeder feiner Art oder Elaffe nah vollkommen beftimmt, wenn man die 
Anzahl fowohl feiner Ecken als Gränzflächen Fennt; denn man kennt alsdann unferm in 
Rede ftehenden Sage zufolge auch dag dritte Element, worauf e3 hierbei ankümmt, 
die Kantenzahl. er Name für ein Polyeder ift daher auch volllommen bezeichnend 
und beitimmend, wenn er deffen Een und Gränzfächen ihrer Zahl nach beftimmt. 
So würde man 3.2. die dreifeitige Pyramide mit dem Namen vierfeitiges Bier: 


ect beicgen, das dreifeitige Prisma aber als Fünffeitiges Sechseck bezeichnen 
müffen, 2c. 


Anmerkung 4&_ Wegen feiner Wichtigkeit haben in neuerer Zeit mehrere Mathe: 
matifer fich mit unferın Sag befchäftigt , nd Bereite für ihn gegeben. Außer den 
vorhin fchon erwähnten von Euler und L’Huilier, verdienen noch genannt zu werden 
die Beweife von Legendre, (Elem, de geom. VII, 25) Cauchy (Journal de l’ecole poly- 
technique, XVN), —— (Annal. III, p. 178 sqq.) Steiuer (Crelle Jourual I, p. 36), 
und Grunert (Crelle J. 1, p. 37)._ Die Beweife von Gergonne und Steiner fallen im 
Wefentlichen zufammen. Zar gefchieht, außer bei Gergonne, bei feinem der übrigen 
Beweiſe ausdrückliche Erwahnung der Ausnahmen, welche der betreffende Lehrfag ex: 
leidet; man darf aber darum nicht annehmen, dab die Verfaffer für ihre Beweile au: 

emeine und unbedingte Güttigkeit in Anfpruch nehmen wollten Bielmehr liegt dem 

egendre’fchen Beweile ausdrücdlich die Borausfegung zum Grunde, dab dad zur Be: 
trachtung Eommende Polyeder fich von einem Puncte innerhalb deffelben aus in lauter 
Pyramiden zerlegen laffe. 


Anmerkung 5. Der Beweis von Cauchy iſt im Wefentlichen folgender: Wenn zwei 
ebene Vielecke fo aneinander gränzen, daß mehrere ihrer Seiten und Winfelfpigen aus 
fammenfatten, fo ift der gemeinfchaftlihen Eden immer eine mehr als der Seiten, alfo 
umgekehrt der nicht gemeinfchaftlihen Seiten fiets eine mehr als der Eden. Bezeich: 
net man Daher für eine beliebige erfte Gränzfläche eines Polyeders die Anzahl der 
Winkelſpitzen und Seiten, die fie mit den vorhergehenden Gränzflächen nicht ge: 
mein hat, refpective mit €, und kı, und verbindet mit €2, k,, E35 kz :ıc. diefel— 
be Bedeutung für die zweite, dritte 2c. Gränzfläche, fo ift offenbar: 


k,=e; 

=, +1 
=, Ht1 
k,=e,+1 


Br die letzte aller Gränzfächen giebt es offenbar weder eine Winkelſpitze noch eine 
eite, Die fie nicht mit den frühern gemein hätte, Die Zahl_der obigen Gleichungen 
ift daher immer um 1 Eteiner als die Flächenzahl, alſo — F— 1, wenn diefe =F; 
wir erhalten alſo: 


k+ktk tt... — te ts +... +F—2 
Nun ift aber kı + ka + ks + - -- nichts anders als die Menge alter Kanten, 
fowiee, tes tes, + -- die Anzahl aller Ecken, ap K=E+F— 2, 


dp. E+-F=KH+2 Diefe Schtußweife if offenbar nicht allgemein güttig, in: 
dem fie 3. B. für alle Diejenigen Polyeder nicht paßt, in denen mehr als eine folcher 
ndraachen vorhanden ift, die alte Seiten und Winkelfpigen mit den vorhergehenden 
ränzflächen gemein haben d. h. für alte diejenigen, welche in die erfte der vorher 
erwähnten drei Ausna melaffen gehören. 


Anınerfung 6. Steiner’fher Beweis. Nimmt man außerhalb des Polyeders einen 
Punct an, der mit Feiner feiner Gränzflächen in einerlei Ebene liegt, und projicirt von 
ibm aus die Dberräche des Körpers auf eine beliebige Ebene, fo entfteht offenbar ein 
Netz, welches fo viel Vielecke derfelden Art, fo viel gerade Linien, und fo viel Pun: 
cte enthalten muß ald dad Polyeder refpective Gränznächen, Kanten und Eden hat, 
atfo F,K und E. Man kann unter diefen Umftänden zwei Hälften oder Seiten unfe: 
res Polyeders unterfcheiden, eine, die dem Eentralpuncte, und eine, die der Prose: 
etiondebene zugewandt iſt; beide haben diejenigen Een gemeinfchaftlich , die in dem 
Mepe der Projection ald die Außern Gränzpuncte erfcheinen ; alte Innern Puncte des 
Nee bitden die Proiectionen von den Eden der einen und andern der genannten 

älften, die fie nicht mit einander gemein haben. In dem Projectionsnege für jede 
älfte machen nun die in ihm vorkommenden Winfel einerfeits die Winkel des von 
den Gränzpuncten gebildeten Vieles, andererfeitd Die um dic innern Quncte rund 
herum liegenden Winkel aus; ale zufammen betragen alfo fo vielmat 4 R ats ed in: 
nere Puncte giebt und fo vielmal 2R als es Gesngpüncte giebt weniger AR; die Win: 
kel der Proiectionen beider Hälften d. h. die Winkel unferes ganzen Neges zufammen 
faffen mithin fo vielmat 4 R in fich ats es Puncte in dem Nepe oder Eden in dem 
olyeder giebt, weniger BR. Da cd nun die Natur unferer Projectionsweife mit fich 
ringt, daß die Summe alter Winkel des Projectionsneges gleich der Summe aller 
ebenen Winkel der Oberfläche des Polyeders iſt, fo erhält man, wenn leptere Summe 


durch ZW bezeichnet wird, die Gleichung : 
; zo == 4R. — SR 
Da nun aber auch in jeder Gränzfläche die Summe alter Winfel doppelt fo viel Rechte 


Pe 
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beträgt, als die Figur Seiten hat weniger 4 R, alfo in allen Gränzflächen aufammen 
Doppelt fo viel Rechte als alle diefe Flächen zuſammen Seiten haben d. 5. viermat fo 
viel Rechte als das Polyeder Kanten hat, weniger fo vielmal 4 R als es Gränzkächen 


iebt, fo hat man aud: 
1 EN a ER ESIER 


AR.K—4R.F=4R,.E—B8R 


und darau:  K— F=E— 22tE+-F=K + 2. J 
Unſer Projectionsnet hört, wie man leicht ſieht, auf, die Bedingungen zu erfüllen, 
auf die fich der vorftehende Beweis fügt, wenn das betrachtete Polyeder zu den oben 
erwähnten Ausnahmen gehört. 

Anmerkung 7. Der folgende einfache Beweis ift vom Profeffor, Grunert. Wenn 
man von einem beliebigen zufammenhangenden Figurenneg, dag aus F beliebigen ger 
radlinigen Bieleden gebildet wird, E Edpuncte und K gerade Linien enthält, eine der 
Außern Figuren, weh e e Edpuncte mit den übeigen Bielefen nicht gemein bat, bin: 
wegnimmt, und mit F’, E’, K’ refpective die Anzahl der Bielefe, Edpuncte und 
Kanten in dem übrig gebliebenen Nege bezeichner, To folgt aus dem, was oben in 

r 


alſo auch 


Anmerf, 5 erörtert worden, daß: 
F=-rFr—1 
E=-E-— e 


K=-K-— (+1), 


aiſo auch HF K=EHF—K 
It; es ändert alfo der Heberfhuß der Zahl, welche die Summe von Eckpuncten 
und Figuren —— über eo ahl — — en dadurch nicht im Gering: 
ften, daß man eine Figur von dem Nege wegnimmt, mithin bleibt jener Uederfchuß 
auch ungeändert, wenn man noch eine zweite, dritte, vierte 2c. Figur hinwegnimmt. 
Sepzt man aber diefes Wegnehmen fo fange fort bi nur noch eine einzige Figur übrig 
it, fo it dann offenbar, weil E=K, und F=1, der in Rede ftehende Ueberfchuß der 
ginbeit gigch und mithin ift atgemeinE+F—K=1. Haı alfo ein Polyeder E 
den, F Sränzfächen und K_Kanten, und man denkt fih eine der Gränzflächen hin: 
weg, fo — offenbar ein Netz, in welchem F— 1 Bielede, E Eckpuncte, und K 
gerade Linien fich finden, es It alfo 
E+F-1-—Koatl 
db..E+F=oaK+2 
Gegen bie allgemeine Gültigkelt dieſes Beweiſes läßt fich Daffelbe erinnern, was vor 
her in Anm. 5 gefagt worden ift. 

874. Im jedem Euler'ſchen (873, Anm. 2) Polyeder fließt die Summe aller 
ebenen Winkel der Dberfläche fo vielmal vier Rechte in fih, fo viel die um zwei vers 
minderte Eckenzahl Einheiten hat, 

Bw. Gift: 20 — (K— FAR (873, Im )=(E— DAR. 

875. In keinem Euler'ſchen Polyeder kann die um ſechs vermehrte Anzahl der 
Kanten größer als das Dreifache der Gränzflächenzahl oder der Edenzahl fein. 

868 und 869 — 873. 
Zuſ. 1. Bezeihnen daher a, B, y, d +. +... beliebige ganze Zahlen, Null mit 
eingeſchloſſen, fo ift in jedem Euler'ſchen Polyeder: 
3F=K-+6-+ 
3E=K+6+B 
Zuſ. 2. Da in allen Polyedern Fty=K=3E+ 8 ift (863, Zuſ. 
und 869, Zuf.), fo ergiebt fid) aus Zul. 1. aud: ' 
F=4+3(0.c+p» 
"m E=4+3(06+48 
d. 5. im einem Polyeder kann die Anzahl der Gränzflächen eben fo wenig als die der 
Eden Fleiner alö 4 fein, 


uf. 3. Die dreifeitige Pyramide ift daher das einfachſte unter allen möglichen 
Polyedern, und mithin für die Stercometrie daffelbe, wus dad Dreieck für die ebene 
Geometrie ift. 


Anmerkung. An diefem einfachften Polyeder laffen fich_nicht weniger als H ver: 
fchledene Defimmenbe Stüce unterfcheiden, nämlich 1) vier Gränzrächen, 2) ihre fechd 
Blächenwintel, 3) fechs Kanten, 4) 15 Kantenwinket d. h. folche Winket, welche je 
zwei diefer Kanten mit einander bitden, 5) 12 Winfel, welche die Kanten mit den 
Gränztäcen bilden, 6) der cubifche Inhalt des Terraederd. Erwägt man nun, wie 
überaus zahlreich und mannigfaltig die Eigenfchaften der Dreiecke nd, fo wird man 
fich leicht Überzeugen, daß fchon dag einfachlte Polyeder einen beinahe unerfchöprichen 
Stoff zur Betrachtung und Unterfuhung liefert. 

auf, 4 In jedem Eulerfhen Polyeder iſt: 
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K=6+i(ae +8 +Y+D9 


Kiemals Fann daher die Kantenzahl eines folhen Polyeders kleiner fein als 6. 
876. Es giebt Fein Euler'ſches Polyeder, in weldem entweder E+4>2F, 


oder F+4> 2E wäre. 


Zuſ. 1. In allen folden Polyedern ift daher : 
2E=F+4-+o% 
wmv ?F=E+4+3 
Zuſ. 2. In Feinem Euler'ſchen Polyeder kann demnach die Anzahl der Eden grö- 


fer als 2F— 4 und Feiner als 7 + 2, fo wie auch die Anzahl der Gränzflächen 


nie gröper als 2E — 4, und nicht Fleiner als 7 + 2 fein kann. 
Sul. 3. In feinem Eulerſchen Polyeder Tann die Anzahl der Kanten größer als 


F — 6, und Eleiner alö 3 F fein. 


Zuſ. 4. Dagegen Fann die Menge der Gränzflähen nie größer ald 3 K und nie 


Peiner als . +2 fein, 


877. Wenn ein beliebiges Euler'ſches Polyeder zu feinen Gränzflähen a Dreiecke, 
b Bierede, c Fünfecke, d Sechsecke 2c. hat, und wenn unter feinen Eden & dreifeitige, 
B vierfeitige, y fünffeitige, 8 fechöfeitige 2c, fi finden, fo ift: 


F=atb+c+dte+tf+rtz+t.... 
E=at3 tr +5 t+e+ttnt... 
2K=-3a+4b+5c+6d4+7e+8f+9; + 
2K=3a+4? +5Yy+65+7c.+85+9n+ 
adü,wllEF=K+2 
2(a+b+c+dte+....) = 440 +28 +3Yy+45+5:+ ---.- | (X) 
2 (+ +r+5+c+...) = 4+a+2b+3c+4d+5c+.... 
und daraus e 
++ +34... = 2 [a-H 44 —2— +0) — 249) 3 (HH) —.] 


r+etnh. 2442 em 249-3.) ® 


Hieraus folgt: 

878%. Bei jedem Euler'ſchen Polye- 
der Fönnen die Gränzflähen mit ungerader 
. Seitenzahl nur in gerader Anzahl vorhan- 
den jein. 


8786, Bei jedem Euler'ſchen Polyes 
der Fünnen die Eden mit ungerader Hans 
tenzahl nur in gerader Anzahl vorhanden 
fein, 


879. Durch fucceffive Elimination von a und « aus unfern beiden Gleichungen (X), 


erhält man: 


3a+2b+c=12+(+2+3+:- 
34 423 +Y=12-+(e+2f+3g+-. 


und folgert hieraus: 

880%. Es giebt Fein Euler'ſches Po— 
Igeder, in weldem j ed e Gränzfläde mehr 
als fünf Seiten bätte, 

881%, Jedes Euler’fhe Polyeder, das 
weder vierfeitige noch fünffeitige Gränzfläs 
hen bat, muß mweniaftens vier dreifeitige 
haben. 

8322. Jedes Euler'ſche Polyeder, 
dem dreifeitige und fünffeitige Gränzfläden 
fehlen, hat wenigftens ſechs vierfeitige. 

883%. Kein Euler'ſches Polyeder, 
dem dreifeitige und vierfeitige Gränzfläden 
— kann weniger als zwölf fünfſeitige 

a en. 


J+2(b+2c+3d+4e+... © 
J+2@+2Y7+35 44.4...) ( 


830b. Es giebt Fein Euler'ſches Po= 
Ineder, in weldem jede Ede mehr als 
fünf Kanten hätte. 

831b, Jedes Euler'ſche Polyeder, 
das weder vierfantige noch fünffantige 
Eden hat, muß wenigftens vier dreifane 
tige haben. 

8826. Jedes Euler'ſche Polyeder, 
dem dreikantige und fünfkantige Ecken feh— 
len, hat wenigſtens ſechs vierkantige. 

88536, Kein Euler'ſches Polyeder, 
dem dreikantige und fünfkantige Ecken feh— 
len, kann weniger als zwölf fünfkantige 
haben. 


⸗ 


EEE 
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8844. In jedem Euler'ſchen Polyes 
der, weldes von lauter Dreieden begränzt 
wird, und Feine andern als dreifeitige und 
fechöfeitige Eden bat, muß die Anzahl der 
dreifeitigen vier betragen. 

885%. Hut ein Euler'ſches Polyeder, 
weldyes von lauter Dreieden begränzt wird, 
feine andern Eden als vierfantige und 
ſechskantige, fo beträgt die Anzahl der 
vierfantigen ſechs. 

836%. Hat ein Euler’jches, von lau— 
ter Dreieden begränztes, Polyeder Feine 
andern Eden als fünffantige und ſechskan— 
tige, fo iſt die Anzahl der fünffantigen 
zwölf, 
zugleich auch 3, und man erhält: 
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884b. In jedem Euler’ihen Polye— 
der, weldes lauter dreifantige Eden hat, 
und zu feinen Gränzfläden Feine andern 
als Dreiede und Schöede, müffen der Drei: 
ede vier fein. 

885b. Hat ein Euler'ſches Polyeder, 
deffen Eden ſämmtlich dreifantig find, kei— 
ne andern Gränzflähen, als Vierecke und 
— ſo iſt die Anzahl der Vierecke 
e 5. 

886b. Hat ein Euler'ſches, in lau— 
ter dreifantige Ecken ausgehendes, Polye— 
der keine andern Gränzflächen als Fünf— 
ecke und Sechsecke, fo iſt die Anzahl der 
Zünfede zwölf. 


Gliminirt man aus einer unfern obigen Gleihungen (X) b, fo verſchwindet 


ata=8+c+2d4d+3e+4f+.....+Y+25+3:.+4°+--... (D 


Hieraus folgt: 


888 Es giebt Fein Euler'ſches Polyeder, in welchem breifeitige Gränzfläden, 
und dreifantige Eden zugleich ganz fehlen; vielmehr muß in jedem ſolchen Polyeder die 
Zahl von beiden zufammen wenigftens acht betragen, 


8894, Jedes Euler'ſche Polyeder, 
weldhes Fein Dreied unter feinen Gränz— 
flädyen bat, enthält wenigjtens acht drei— 
kantige Eden. 

80°. Menn cin Euler’fhes, von 
lauter Vierecken begränztes, Polyeder kei— 
ne andern Eden bat als dreifantige und 
vierfantige, jo ift die Anzahl der dreikan— 
tigen acht. 


889b. Jedes Euler'ſche Polyeder, 
welches unter ſeinen Ecken keine dreikantige 
hat, enthält wenigſtens acht dreiſeitige 
Graͤnzflächen. 

890b. Wenn ein Euler'ſches, in lau— 
ter vierkantige Ecken ausgehendes, Polye: 
der feine andern Gränzflächen bat als Drei— 
ee und Vierecke, fo ift die Anzahl der 
Dreiede acht. 


891. Durd Elimination von c und y aus unfern obigen Gleihungen (X) er: 


giebt fi : 


4a+ 2b +0 = 2042(d +2 43444.) + 22 +5 Yy+88+11c+... 
4a+23 ta = 2042 8+ 243441074.) BP +5c+84+ RE (€) 


Hieraus folgt: 

8928, Hat ein Euler'ſches Polyeder 
unter feinen Gränzfläden weder Dreiede 
noch Bierede, fo hat es unter feinen Eden 
wenigftens zwanzig dreifantige. 

8938, Menn ein Euler'ſches, von 
lauter Fünfecken begränztes, Polyeder Fei- 
ne andern als dreifantige Eden bat, fo 
ift die Anzahl diefer legtern zwanzig. 


892, Hat ein Euler/fhes Polyeder 
unter feinen Eden weder dreifantige noch 
vierfantige, fo bat es unter feinen Gränz: 
flächen wenigftens zwanzig Dreicde. 

8936. Wenn ein Euler'ſches, in lau— 
ter fünffantige Eden ausgehendes, Polye— 
der Feine andern Gränzfläden als Drei 
ce bat, fo ist die Anzahl dieſer letztern 
zwanzig. 


Snmertunn D Die vorfiehenden Säbe find theild von Euler in den beiden oben 
r 


angeführten Dlungen, theils von 


gendre 


n der achten Anmerk. zum achten 


Duge feiner Elemens de Geometrie, theils und befonders von Gergonne in Den Annal. 
de Math. XV, p. 157 sqgq. zuerſt aufgefteltt worden. 


Anmerkung 
ränzfächen vollfommen fymmetrif 


F 
&ä 
geh 
weg mit einander verraufcht. 
————— 3. 
eometriſcher Lehrſätze hat man er 
Geometrie hinduxchgeht. Zuerſt 
biente, Deransge 
„Consi 


M.xXVvI 


92. Da die vorfiehenden Sä 
gerungen aus dem Euler’fchen — — % 
t [3 

unter einander verwechfelt, fo bringt. ed die Natur der Sache mit fich, daß unfere 
J paarweiſe erfcheinen, und daß man aus jedem den mit ihm zu demſetben Paare 
rigen zweiten herleitet, indem man die Wörter &@ fen und Gränzflächen durch: 


‚welcher in Beziehung auf Eden und 
. der’ fich nicht Aandert, wenn man E und 


Y ale, wie man fieht, unmittelbare Fol 
h 


Die in der vorhergehenden Anmerf. näher bezeichnete Correfarion 
£ in der neueften aut forgfamer zu beachten ange 

angen, und man weiß jest fchon, daß diefer merkwür 
fcheint auf ihn aufmerkſam gemacht zu haben der ver: 


ine Dualismus durch die ganze 


ber der ſchähbaren Aunales de Mathematiques, in feiner Abhandlun 
erations philosophiques sur les elemens de la science . 
‚P 209. Die erite und bisher einzige Schrift, in welcher fich der Anfang ciner 


de T'etendue‘“ Annal. % 





% 
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Benlehungen — ————— ** ——— nbes ar * u io gicten andern 
atehungen ausgezeichnete: yſtem e Entwickelung der ängigfeir geomeiri 
ſcher falten Bon einander ꝛt. von Jacob Steiner Iter Theit. Berlin RZ s i 


894. Solder Polyeder, in denen alle Gränzflähen glei viel Seiten und alle 
Eden glei viel Kanten haben, kann es nicht mehr als fünf geben. 

Bew. Die Gränzfläden folder Polyeder können nur entweder Dreiede, oder Biers 
ee, oder Fünfecke; und eben fo die Eden nur dreifantig, oder vierfantig, oder fünf: 
Fantig fein. (X. 880) 

Kur in dem Falle, wo die Gränzflächen dreifeitig find, Fünnen die Eden entweder 
auch dreifantig (Tetraeder), oder vierfantig (Octaeder), oder fünfkantig (DEofaeder) 
feinz find dagegen die Gränzfläcen vierfeitig oder fünffeitig, jo Fünnen dem frühern 
Sage %. 888 zufolge die Eden nur dreifantig fein (Heraeder, Dodefacder). 

Anmerkung. Man vergleiche hiermit den Lehrfag 476 im eitften Buche, 

895. In jedem Tetraeder enthält die Summe aller vier Körperwinkel doppelt fo 
viel Flähengrade (571, Anm, 4) ald der Ueberſchuß ſämmtlicher Flächenwinkel oder Keile 
über vier Rechte Bogengrade in fid) faßt. 

Bew. Bezeihnen wir die einzelnen Eden beziehungsweife mit A,B,C,D, fo 
daß nämlid diefe Symbole Zahlen bedeuten, die fi auf den ſphäriſchen Detanten als 
Einheit beziehen, die refpectiven Gegenfläden diefer Eden mit a, b, c, d, ben Rei: 
gungswinfel von a und b mit (a,b) und auf ähnliche Weife die fünf übrigen, wo diefe 
Symbole Zahlen bezeichnen, welche den Quadbranten zur gemeinſchaftlichen Einheit haben, 


fo it: ; 

A = (b,0) + G.d) + (0,d) — 2 (573, Anm.1) 

B= (a,c) + (a,d) + (c,d) — 2 

C = (a,b) + (a,d) + (b,d) — 2 

= (a,b) -F (a,c) + (b,c) — 2 
Afo wenn wir die Summe aller Körperwinfel mit S, die aller Flächenwinkel mit I be- 
zeichnen, { 
s=-23—8=-?2(2—4) 

896. In jeder nfeitigen Pyramide enthält die Summe aller Körperwinkel fo viel 
Flädyengrade als derjenige ebene Winkel Bogengrade hat, welder gleich ift dem doppel— 
ten Ueberſchuß aller Flächenwinkel oder Keile der Pyramide über die Winfelfumme eins 
ebenen Bieleds von n+1 Seiten. 

Bew. Eine nfeitige Pyramide läßt ſich durch Ebenen, welche man durch die Spige 
und durch Diagonalen der Grunvfläde legt, in (n— 2) Tetraeder zerlegen; bezeichnet 
man durch S,, S,, S, ... Sn — 2 die refpectiven Summen der Körperwinkel und 
dur I), 3,, %z +... 2m — 2 die entipredenden Summen der Zlädyenwinfel diefer ein 
zelnen Tetraeder, durch S und I aber die refpectiven Summen eben diefer Winkel für 
die ganze Pyramide, fo ift: 

s=2 (2, — 4) 


s8 —2203—-9 


5-2 = 2 (In? — 4) 
ap, +5, +. .- + 2= 2%, +, +- + ar — am—294]; 
fmaes-s, +, +85; + -.- 5-2 
und weil an jeder der n—3 Diagonalen der Grundfläe der Pyramide zwei Flächen⸗ 
winkel liegen, die zufammen zwei Rechte betragen, und die nur in den einzelnen Tetraedern 
aber nicht in der ganzen Pyramide vorkommen, 


T_-23 +23, +2, +-.. 32-2—(n —3)2 


S—-?2[!+m—- 32 — — 9) 
=2[2 — (n — 1) 2]. 
897. In jedem Euler'ſchen Polyeder d. h. in jedem Polyeder, welches fi) von 
einem Puncte aus, den man innerhalb deffelben annimmt, in lauter Pyramiden zerle— 
gen läßt, enthält die Summe aller Körperwinkel eben fo viel Flächengrade, als Bogen- 
grade der ebene Winkel enthält, welcher glei) ift dem doppelten Ueberſchuß der Summe 
aller Flächenwinkel oder Keile des Polyeders über die Winkelfumme desjenigen Vielecks, 


das eben fo viel Seiten als das Polyeder Gränzflächen hat. 


mithin 
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Bew. Nehmen wir an, das Polyeder enthalte nah der Zerlegung a breifeitige, 
b vierfeitige, c fünffeitige u. f. mw. Pyramiden, fo it, wenn die Summe der Körper: 
winfel in denfelben refpective durch 
(83), (8.), 18.) 34%; , die Summen der Flächenwinkel aber durch 
(£,), (2,), (2,) . ..., durch S und E endlid die Summen der Eden und Keil 
des Polyeders bezeichnet werben, 
($S,)= 2 [(2,) —2.2a] 
$S,)=2[2,)—3.2b] 
$S,)=2[12,) —4.2c]} 


- 


Die Summe der Körperwinfel aller Pyramiden ijt nun offenbar Eleiner ald die Summe 
der Körperwinfel des von jenen gebildeten Polneders und zwar um alle die Winfel, wel: 
be um den Punct herum liegen, von weldem aus das Polyeder zerlegt wurde, und 
weldye mithin zufammen acht (körperliche) Nedhte betragen. Eben ſo gehören die Keil, 
die bei den einzelnen Pyramiden erfbeinen, nicht ſämmtlich dem ganzen Polyeder an, 
fondern es fehlen diefem alle diejenigen, welche um die ſämmtlichen den Punct innerhalb 
mit den Eden verbindenden Geraden herumliegen, alfo zufammen fo vielmal 4 R betra- 
gen, jo viel WVerbindungslinien d. h. fo viel Eden in dem Polyeder vorhanden find; «5 
fei die Anzahl diefer lehtern E. Demnach erhalten wir 


8 = (8,)+($)+()+ ae — 
2—62) .) .) .. . . . — 4E, 


N) 

s+8=2[UI +4E—2(2a+3b+4c+5d.....) 
S=2[I!+2 2 E—2a—3b—4c—5d—...—)) 

Aber der frühern Gleihung (X) in X. 877 zufolge ift: 

a 2E=4-ta+2b+3c+4d-+t..... 


S=-2[! — ?2(a+b+c+d+.. — 2) = 2[U —2(F— 2] 
wenn man nämlich mit F die Anzahl der Gränzflächen bezeichnet, 

uf. 1. In jedem Euler'ſchen Polyeder enthält die Summe aller Keile mehr Bo— 
gengrade als die halbe Summe aller Eden Flächengrade. 

uf. 2. Wenn man von ber Zahl, melde die Menge der rechten Winkel bezeid- 
net, die die doppelte Summe aller Keile eines Euler'ſchen Polyeder in ſich ſchließt, Die 
Zahl abzieht, welche die Menge der fphärifchen Detanten angiebt, die die Summe der 
Eden diefes Polyeders in ſich faßt, fo ift diefer Unterfcpied viermal fo groß als der Ue— 
berſchuß der Kanten über die Eden; alfo in Zeichen ausgedrüdt: 

23—-S=4(K-—E) 


alſ 








uf. 3. Iſt ein Polyeder von lauter necken begränzt, fo it K — s 2 n alfo 
ee a 
2 (E—n) 
ten 
8.(E— mn 


un 2%3S = 


alfo wenn es lauter Dreiede find 
s=-22—ß8(E —3) 


Ss=-?22—4(E—4) 


3uf. 4. Iſt ein Polyeder regelmäßig, jeder feiner Körperwinfel = W, jeder feis 
ner Keile = w, fo ift: 


S=-E.W,S=-K.w, al 
2 Kw — E.W=4(— D=4(K-—E) 


und wenn es Vierecke ſind: 
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3uf. 5. Demnach ift: 


für das regelmäßige Tetrader: 12 w — 4 W— 8 alſo z3 — We2 
— — — — Iced vw 6 W— 24, alſo 4 w — W— 4 
— — — — Ikoſaeder: 60 w — 12 W— 7, alſo 5 — W—6 
— — — — Haar: 24 w — 8 W 16, alſo z — Ww—2 
— — — — Sodekaeder: 60 v — 20 W— 40, alſo z — W2 


Die drei regulären Polyeder, Tetraeder, Würfel und Dodekaeder ſtimmen alſo in der 
Eigenſchaft überein, daß in jedem der Körperwinkel fo viel ſphäriſche Detanten in fi 
faßt, um fo viel rechte Winkel das Dreifache eines Flächenwinkels zwei Rechte übertrifft. 

Anmerkung. Der Grund diefer Hebereinfiimmung liegt in den dreifantigen Eden 
dieſer Polyeder. 

898. In jedem Euler'ſchen Polyeder it die Zahl, welche die Menge der rechten 
Winkel bezeichnet, die die doppelte Summe fämmtliher Keile und die einfache Summe 
aller ebenen Winkel der Oberfläche zufammen in fi ſchließen, größer als die Zahl, wels 
he beftimmt, wie viel fphärifche Detanten ſämmtliche Eden zufammen in ſich ſchließen, 
und zwar größer um das Vierfache der um zwei verminderten Kantenzahlz alfo wenn man 
die Summe der ebenen Winfel der Oberfläche mit S bezeichnet : 


22+5=-5S+4(K—D 
Bew. Aus den beiden frühern Sägen, denen zufolge 
22—-S=4(K—E 
und S — 4(E— 2% 
iſt. 


Zuſ. An jedem Tetraeder ift daher: 
899, In jedem Euler’fhen, von lauter neden begränzten, Polyeder iſt: 
26 
s—22:+ — 8 

Bew, Aus dem frühern Sage A. 897 in Verbindung damit, daß S=(2n—4)Fift, 

Buf. Iſt alfo das Polyeder von lauter Dreieden begränzt, fo ift: 

s—-8=2(2 — ©) 

900, Für jedes Euler'ſche Polyeder ift, wenn man mit S’ die Summe aller der: 
jenigen äußern d. h. durch Erweiterung der Gränzfläden über die Eden hinaus entjtan« 
denen Körperwinfel bezeichnet, welde nit Scheitelminfel der innern Körperwinkfel, und 
von denen auch nicht zwei Scheitelwinfel unter einander find, 

SS -H22=4K 

Bew. Aus dem frübern Sage X. 897 in Verbindung damit, daß 2 (SH SN 
= 8E. 

Zuſ. In jedem Euler'ſchen Polyeder ift daher S’-- 2 2 eine dur 4 theilbare 
Zahl. 


Anmerkung. Die letztern Säbe (895 — find vom Profeſſor Grunert, und mit: 
getheilt in dem Pe Io N Journal V, pag. 37 sqgq. n 


901. Erklärung. Fällt man aus den Eden eines ebenen Vielecks auf eine 
beliebige Ebene Senfredte, jo bildet dasjenige Vieleck, welches zu feinen Eden die Fuß- 
puncte diefer Senfredten hat, die orthographiſche Projection des erftern, 

902. Lehnſatz. Der Flähenraum eines Vielecks verhält fih zu dem feiner or— 
thographifhen Projection, wie der sinus totus zum Eofinus des Neigungswinkels der 
Ebenen beider Bielede, 

Bew. Aus dem frühern Sage X. 393 weiß man, daß der Inhalt eines Vielecks 
vargeftellt werden Fann als die halbe Summe mehrerer Rechtecke, deren beftimmende 
Seitenpaare erhalten werden, indem man aus den Eden Senfredte auf eine beliebige 
Gerade in der Ebene des Bieledö fällt. Erweitert man nun im vorliegenden Falle beide 
Ebenen, nämlidy die des Vielecks und die Projectionsebene bis zum gegenfeitigen Durch— 
ſchnitt, fällt auf diefe Gerade von den Spigen beider Bielede aus Senfredte, fo fallen 
die Fußpuncte je zwei folder, die von entfpredenden Eden auslaufen, zufammen (421, 
Zuſ. 7.) , bilden alfo auch denfelben Winfel — den Neigungswinfel beider Ebenen — 
und haben darum auch daſſelbe Berhältniß zu einander — die Senkrechte in dem Urviels 





— 


446 Anbang zum zehnten, eilften und zwölften Bude. 


eck verhält fi zu der entfprehenden in der Projection wie sin. tot zum Gofinus des 
Neigungswinfels. Bon den beiden Nechtedfummen, die den Flächeninhalt des einen und 
andern Vielecks darftellen,, haben je zwei entfprechende eine Seite gemeinſchaftlich, wäh: 
rend die beiden andern eines der genannten Senfredtenpaare bilden; je zwei entſpre— 
chende Rechtecke verhalten ſich alfo wie die zu ihnen gehörigen Senfredten d. h. wie der 
sin. tot. zum Gofinus des’ Neigungswinfeld , alfo haben aud die beiden Rechtecksſum— 
men d. h. die beiden in Rede ftehenden Bielede daflelbe Verhältniß zu einander, 

Buf. 1. Der Flädenraum der orthographiſchen Projection eines Vielecks wird Null, 
wenn die Ebene des legtern auf der Projectionsebene ſenkrecht fteht, indem Dann die 
Zußpuncte aller Projicirenden in derfelben geraden Linie liegen, 

Zuſ. 2. Die orthographiſche Projection eines Bieleds wird dagegen diefem Vieleck 
felbft congruent, wenn beide Ebenen parallel laufen. 

903. Bezeichnet man die Gränzfläden eines Polyeder (mit auöfpringenden Eden) 
durch H, 5, BE, «+... E und bezeichnet man den Winkel, melden zwei Gränz— 
flächen nad der innern Seite des Polyeders bin mit einander bilden durch die Stellen 
zeiger diefer Gränzfläden, fo daß 5.8. der Neigungswinkel der erften und ziveiten durch 
(1,2), der der erften und dritten durd (1,3) u. ſ. f. dargejtellt wird, fo ift: 


E=BEco 1) HE. cos(1,3) +F, cos (9 -+ .... + EB cos (1,n) (N 
B=R .cos (3,1) + B cos (3,3) + F, cos (2,4) +... + Ei cos (2,n) (8) 


E=Ecos (n1)+ BE cos (n2)-+E cos (n,3)-+....+ E— 1cos (n,n-1) (R) 

Anleitung zum Bew. Projicirt man orthographiſch auf die Ebene einer Gränzflä- 
che alle übrigen Gränzfläden, fo erhält man ein zufammenhängendes Net von Figuren, 
deren algebraifhe Summe ftetö der in der Projcctionsebene liegenden Gränzfläde gleich 
ift,, und von denen jede einzelne zu derjenigen Gränzfläde, deren Projection fie ift, ſich 
verhält wie der sin. tot. zum Gofinus des Neigungswinfeld der beiderfeitigen Ebenen ıc. 

904. In jedem Polyeder ift das Quadrat einer Gränzflädye gleid der Summe 
der Quadrate aller übrigen vermindert um die doppelte Summe der Producte, die man 
erhält, wenn man je zwei diefer übrigen Gränzfläden multiplicirt unter einander und 
mit dem Gofinus des Neigungswinkels ihrer Ebenen; alfo z. 8.E? = 


B+B’+.. +R?—2[E.B cos (2,3) + EF, cos (2,4) „. +5—, BE cos (n—1,n)) 


Anleit. zum Bew. Man multiplicire die Gleihungen (A), (B) .... (N) des vor 
rigen Satzes refpective durch R, E.... R und ziehe alödann von der einen die Sum: 


me aller übrigen ab. 


Nähere Betrachtung einzelner einfacher Polyeder. 





905. Bezeichnet man die Seitenflähen eines beliebigen dreifeitigen Prisma mit 
— P,, ihre gegenfeitigen Neigungswinkel reſpective mit (1,2), (1,3) und (2,3), 
o ift: 


R=Rcos (1,9) + BR. cos (1,3) 
R=RH. co (3,1) +R. cos (2,3) 
R=R. cos (3,1) +R - cos (3,2) 
Bew. Aus S. 903 in Verbindung damit, daß die Projectionen der beiden End- 
flächen ftet3 an Größe gleich, aber nothwendig von entgegengefegter Beziehung find. 
906. In jedem beliebigen nfeitigen Prisma ift jede Seitenflähe glei der alges 
—— Summe der orthographiſchen Projectionen aller übrigen Seitenflächen auf jene 
erſtere. 
907. In jedem nfeitigen Prisma iſt: 
oR ⸗BaB.. R -2 RR; cos (23) . .... RAIBR cos n- 1,n)] 


R mREMB .. REIA [BB os ) +... B-2B—ı cos (n—2,(n-1)] 
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3uf. 1. In jedemnfeitigen Prisma it: 

ABcos (1,9) + BB cos (1,3) +... .. + B-ıl cos (n—1,n)= 3 (R’+B’+...h?) 

Zuſ. 2. Iſt in einem dreifeitigen Prisma einer der Seitenflähenwinfel, z. B. der 
Gegenwinfel von P’ cin redter, fo ift: 

ne ⸗ RB? + RB? 

908. In jedem dreifeitigen Prisma verhalten fi die Seitenflächen, wie die Si- 
nuffe ihrer Gegenfeile. | 

909. In jedem dreifeitigen Prisma verhält fi die Summe zweier Seitenfläden 
zu ihrem Unterfhiede, wie die Tangente der halben Summe ihrer Gegenfeile zur Tan« 
gente des halben Unterfhiedes derfelben, 

—8 1. Die größere von zwei Seitenflächen hat den größern Gegenkeil, und ums 
gekehrt. 

P — 2. Die größte unter allen Seitenflächen hat den größten Gegenkeil und um— 
gekehrt, | , 

uf. 3. Gleiche Seitenflähen haben gleihe Gegenkeile und umgekehrt. 

910. Legt man durd eine der Seitenkanten eines dreifeitigen Prisma eine Ebene 
fo, daß fie den zu diefer Kante gehörigen Keil halbirt, und verlängert diefe halbirende 
Ebene bis zum Durchſchnitt mit der dem halbirten Keil gegenüberliegenden Seitenfläde, 
fo verhalten fi die den genannten Keil einſchließenden Seitenflähen wie die ihnen ans 
liegenden Stüde der Gegenfläde, 

uf. Hat ein dreifeitiges Prisma zwei gleiche Seitenflädhen, fo halbirt die Ebene, 
welche den von ihnen eingeſchloſſenen Keil halbirt, audy zugleich die dritte Seitenfläde. 
911. Legt man durch eine der Seitenfanten eines dreifeitigen Prisma eine Ebene 

fo, daß fie die Gegenflädhe in zwei Stüde theilt, die fih verhalten, wie die ihnen ans 
liegenden beiden andern Seitenfläden, fo wird der von den legtern eingeſchloſſene Keil 
durd jene Ebene halbirt. 

Zuſ. Hat ein dreifeitiges Prisma zwei gleihe Seitenflähen, fo balbirt die durch 
ihre gemeinfhaftlide Kante gelegte Ebene, welche die Gegenfläche halbirt, aud zugleich 
den von den beiden erftern eingefchloffenen Keil. 

912. In einem dreifeitigen Prisma fteht diejenige Ebene, welche den von zwei 
gleihen Seitenflächen eingefchloffenen Keil halbirt, ſenkrecht auf der dritten Seitenfläde, 

Zuf. Mehrere Umkehrungen diefes Satzes. 

913. Legt man in einem dreifeitigen Prisma dur die Seitenfanten Ebenen, die 
man bis zum Durchſchnitt mit den gegenüberliegenden Seitenflähen erweitert, und be» 
zeichnet die beiden Stüde, in welde dadurch PB, getheilt wird, mit P,, P,, und die 
Gegenfeile derfelben mit (2,3), und (2,3) und eben jo bei den beiden andern Seiten 
flähen jedoch mit Berüdfihtigung deö Umftandes, daß P,, P,, P‘, drei ſolche Stüde 
werben, die Feine Seitenfante gemeinſchaftlich haben, fo ift, wenn diefe drei Ebenen eine 
gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie haben 

P. P. RR P. P. p. 
und sin (1,2)’ . sin (1,3)*. sin (2,3) — sin (1,)“. sin (1, 3) . sin (2,3) 

Frage: Bleibt unfer Say noch rihtig, wenn die Ebenen nicht alle die Seitenflä= 
Ken felbft, durch deren Gegenfanten fie gehen, fondern ihre Erweiterungen treffen ? 

914. Umkehrung des vorigen Sage, 


915. Legt man durd die drei Seitenfanten eines dreifeitigen Prisma drei Ebenen 
fo, daß fie die gegenüberftehenden Seitenflächen halbiren, fo haben diefelben eine gemein= 
ſchaftliche Durchſchnittslinie. 

Zuſ. Dieſe Durchſchnittslinie iſt diejenige Gerade, welche die Schwerpuncte der 
beiden Endflächen verbindet. 


916. Die drei Ebenen, welche durch die Seitenkanten eines dreiſeitigen Prisma 
ſo gelegt werden, daß ſie die an dieſen Kanten anliegenden Keile halbiren, haben eine 
gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie. 

Zuſ. Dieſe Durchſchnittslinie hat gleiche Entfernung von den drei Seitenflächen und 
iſt die Are des Eylinders, welcher ſich in das Prisma beſchreiben läßt. 

Frage: Wie müßten die ſchneidenden Ebenen gelegt werden, damit ihre gemein- 
ſchaftliche Durdfchnittslinie die Are des um das Prisma befchriebenen Gylinders würde ? 

917. Die drei@benen, melde man durch die Seitenkanten eines dreifeitigen Pris— 
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ma fo Tegt, daß fie auf den gegemüberftehenden Seitenflächen ſenkrecht ftehen, haben eine 
gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie. 
A. 23 und A. 32. 

Zuſ. Iſt das Prisma gerade d. h. ſtehen die Seitenflächen ſenkrecht auf den End— 
flächen, ſo iſt die gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie unſerer drei Ebenen die Gerade, 
welche die Höhendurchſchnitte beider Endflächen verbindet. 

918. Bezeichnet man in einem dreiſeitigen Prisma diejenigen Kantenebenen, d. h. 
die durch die Seitenfanten nad den gegemüberftehenden Seitenflähen gelegten Ebenen, 
welche die drei Seitenflähen HR, B, BR halbiren, rejpective mit P,, Pe, Ps, fo ft: 


. R® 
+2 =29°+7 
pP2 

+2 -29+% 


p? 
BR +R?=29°+ 7) 


Zuſ. Daher iſt: PHP? 4P. — G +B?+BN 

919. Durch die drei Kantenebenen, welche ſenkrecht auf den Seitenflächen ſtehen, 
werden letztere ſo getheilt, daß (nach der in A. 913 angegebenen Bezeichnung) 

‘ ‘4 4 ‘di 
Pr + PR + pP," =P,’+P,’+P" 

Zrage: Läßt fih unfer Sag umkehren ? 

920. Legt man in einem dreifeitigen Prisma drei Paare Kantenebenen jo, daß 
jedes Paar mit den beiden Seitenflähen, mit welchen es gemeinſchaftliche Kante hat, 
beliebige aber gleiche Neigungswinfel bildet, erweitert je zwei ſolche dieſer Ebenen, wels 
de, von den Kanten derfelben Seitenflähe ausgehend, die Deffnungen der Neigungs: 
winfel, die fic mit diefer bilden, ſich gegenfeitig zufehren, bis zum Durchſchnitt, und 
legt nun drei neue Ebenen durdy je eine diefer Durchſchnittslinien und die gegenüberlie: 
gende Seitenfante des Prima, fo haben diefe drei Ebenen immer eine gemeinſchaftliche 
Durchſchnittslinie. 

Anleit. zum Bew. Zwoͤlfmalige Anwendung des frühern Satzes A. 908 in Berbin- 

921. Verbindet man die Ecken einer der Endflächen eines dreiſeitigen Prisma mit 
den Halbirungspuncten der Gegenſeiten der andern Endfläche, ſo haben dieſe drei Ge— 
raden ſtets einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct; in ihm wird jede der drei Linien 
in zwei Stücke getheilt, von denen das eine das Dreifache des andern iſt. 

Zuſ. 1. Dieſer Durchſchnittspunct liegt auf der Geraden, welche die Schwerpun— 
cte, oder Mittelpuncte der mittlern Entfernungen (A. 325) beider Endflächen verbindet. 

uf. 2. Berbindet man die Eden jeder Endfläche mit den Halbirungspuncten 
der Gegenfeiten der andern, fo wird durch die beide gemeinſchaftlichen Durchſchnitts— 
puncte, welche die beiden Ternionen von Linien haben, die Gerade, welde die Schwer: 
puncte beider Endflädyen verbindet, in drei Stüde getheilt, von denen das mittlere dop— 
pelt jo groß ift, als jedes der beiden äußern. 

922. Die drei Geraden, welde die Eden einer der Endflächen eines breifeitigen 
Prisma mit den Echwerpuncten der gegenüberliegenden Seitenflähen verbinden, haben 
einen gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct, und werden in demfelben in zwei Stüde ge 
theilt, von denen das eine doppelt fo groß als das andere ift. 


Zuſ. 1. Auch der Durchſchnittspunct diefer drei Linien liegt auf der Geraden, wel: 
he die Schwerpuncte beider Endflädhen verbindet. 

uf. 2. Berbindet man die Eden jeder Endfläche mit den Schwerpuncten der Ge- 
genfeitenflähen, fo theilen die beiden Durchſchnittspuncte diefer beiden Ternionen von 
Verbindenden die Gerade, melde die Schwerpuncte beider Endflächen verbindet, in drei 
gleiche Theile, ; 

923. In jedem vierfeitigen Prisma haben die Geraden, welde die Halbirungs- 
puncte der Seiten einer Endflädhe mit den Schwerpuncten der diefen Seiten gegenüber: 
liegenden Seitenflähen verbinden, einen gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct ; und bal- 
biren ſich in demfelben gegenfeitig. 

Buf. Berbindet man die Halbirungspuncte der Seiten jeder Endfläche mit den 


= 
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Schwerpuncten der Gegenfeitenfläden , fo liegen die gemeinſchaftlichen Durchſchnittspun⸗ 
cte der einen und andern Quaternion dieſer Linien mit den Schwerpuncten der beiden 
Endflächen in gerader Linie; und zwar find die beiden Durchſchnittspuncte von einander 
doppelt jo weit entfernt alö jeder von dem Schwerpuncte der nähern Endfläche. 

924. Berbindet man in einem vierfeitigen Prisma die Halbirungspuncte je zwei 
folder Kanten, welche Seiten verfhiedener Endflächen find und einander gegenüber lies 
gen, fo hat auch diefe Duaternion von Berbindenden ftet5 einen gemeinſchaftlichen Durch— 
fohnittöpunct , und balbiren ſich die einzelnen Linien in demfelben gegenfeitig. 

Zuſ. Auch diefer Durchſchnittspunct liegt auf der die Schwerpuncte beider Endfld= 
hen verbindenden Geraden, und zwar glei weit von den beiden Durchſchnittspuncten 
entfernt, welche im vorigen Sage betrachtet wurden, fo daß durch alle drei die die Schwer— 
puncte Berbindende in vier gleihe Theile getheilt wird. 

Frage: Sind bei diefem und dem vorhergehenden Lehrſatz die Diagonalen der End« 
flächen durchaus unzuläffig ? 

925. Erflärung Mittelpunct der mittlern Entfernungen oder 
Shwerpunct eines Polyederd heißt derjenige Punct, deffen Entfernung von einer 
beliebigen Ebene das arithmetifhe Mittel der algebraifhen Summe der Entfernungen 
fämmtliher Eden des Polyeders von eben diefer Ebene ift. 

uf. Zieht man daher ſowohl aus dem Schwerpuncte ald aus den fämmtlidhen Eden 
eines Polyederd nad einer beliebigen Ebene Parallelen von einer beliebigen Richtung, 
fo ift die erftere das arithmetifhe Mittel der algebraifhen Summe aller übrigen. 

926. Für jedes beliebige Prisma fällt der Mittelpunct der mittlern Entfernungen 
zufammen mit dem Halbirungspuncte der Geraden, welde die Schwerpuncte beider Ends 
flächen verbindet. 

927. Wenn man von einem dreifeitigen Prisma durd eine Ebene, welche man 
durch drei auf den Seitentanten beliebig genommene Puncte legt, ein Stüd abfchneidet, 
fo ift der übrig bleibende prismatifhde Stumpf inhaltögleih mit der Summe 
dreier Pyramiden, melde mit dem Stumpfe felbjt gemeinſchaftliche Grundfläde und zu 
ihren refpectiven Spigen die drei vorbergenannten Puncte der Seitenfanten haben, 

Anleit. zum Bew. Es feiBACFDE (Fig. 158) das dreifeitige Prisma, EGH die 
abftumpfende Ebene, Legt man durch H die Ebene HIK || der Grundflähe BAC, und 
zieht GJ und EK, fo ift: 

‚BACHGE = BACHKJ + EKHJ + EKHG 
= BACHKJ + EKHJ + JKHG, da GKE = GK]J und CF || ABED 
= JBAC + KBAC + HBAC + EKHJ + JKHG (465) 
— EBAC + GBAC + HBAC 


928. Jeder dreifeitige prismatifhe Stumpf ift inhaltögleich mit dem Prisma, wels 
ches mit dem Stumpfe gemeinſchaftliche Grundfläde bat, und deſſen Höhe gleich der Ent: 
fernung des Schwerpunctes der abftumpfenden Endflädhe von der Grundfläche, 

. 929. In jedem bdreifeitigen prismatifhen Stumpf verhalten fi die beiden End— 
flächen zu einander, wie die Entfernungen des Schwerpunctes jeder Endflähe von der 
andern. 

930. Schneidet man ein breifeitiges Prisma durch eine gegen die Endflächen be- 
liebig geneigte Ebene, und erweitert legtere bis zum Durchſchnitt mit den Seitenflädhen, 
fo fällt der Schwerpunct des fo entitandenen Dreieds zufammen mit dem Puncte, in 
welchem die Ebene diefes Dreieds von der die Schwerpuncte der Endflächen des Prisma 
verbindenden Geraden geſchnitten wird. 

uf. Wird das Prisma von einer beliebigen Anzahl Ebenen gefähnitten, fo liegen 
die Schwerpuncte aller jo entjtandenen Dreiede unter fi und mit den Schwerpuncten 
der Endflächen in gerader Zinie, 


931. Jede durdy den Schwerpunct eines dreifeitigen Prisma gelegte und bis zum 
Durchſchnitt mit den Seitenflädhen erweiterte Ebene theilt das Prisma in zwei inhalts- 
gleihe Stümpfe. 

932. Werden die Seitenflähen eines dreifeitigen Prisma durd eine beliebige Ebene 
geſchnitten, fo verhalten fi die beiden Stümpfe, in welche dadurd das Prisma getheilt 
wird, wie die beiden Stüde, in welche durch eben diefe Ebene die Gerade getheilt wird, 
weldye die Schwerpuncte beider Endflädhen verbindet. 

Zuf. Jedes dreifeitige Prisma läßt ſich in eine unendliche Menge von Paaren fol: 
her Stümpfe theilen, welde daffelbe Inhaltsverhältniß zu einander haben. 

v. Siwinden Geometrie. 29 
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933. Wenn man in einem Parallelepipedum durch je zwei gegenüberftehbende von 
vier parallelen Kanten Ebenen — gewöhnlid Diagonalebenen genannt, weil ihre 
Durchſchnittslinien mit zwei parallelen Seitenflähen deren Diagonalen bilden — legt, fo 
ift die Summe ihrer Duadrate fo groß als die Summe der Quadrate der vier Gränz- 
flächen, deren gegenfeitige Durchſchnittslinien die erwähnten vier paralleien Kanten bilden. 

Frage: Welchem bekannten Sage der Planimetrie entſpricht der vorſtehende? 

Zuſ. Daber ift die Summe der Quadrate aller feh& Diagonalebenen eines Parals 
lelepipedums doppelt fo groß ald die Summe der Quadrate ſämmtlicher Gränzfläden. 

934. Die ſechs Diagonalcbenen jedes Parallelepipedums haben einen gemeinfchaft- 
lichen Durchſchnittspunct. — 

935. Die vier Geraden, welche je zwei Gegenecken eines Parallelepipedums ver— 
binden, haben einen gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunct, und halbiren ſich gegenfeitig 
in demjelben. 

936. Die Summe der Quadrate der im vorigen Sage genannten vier Geraden ift 
gleidy der Duadratfumme aller Kanten, 

937. Dede durd den Schwerpunct eined Parallelepipedums gehende , und durch 
zwei Gegenflächen deffelben begränzte Gerade, wird in jenem Puncte halbirt. 

Zrage: Welchem befannten Sage der Planimetrie entipricht der vorjtehende ? 

038. Berbindet man den Schwerpunct eines Parallelepipedums mit den acht Eden 
deſſelben, fo find die ſechs vierfeitigen Pyramiden, in welche dadurd das Parallelepipe- 
dum zerlegt wird, unter einander inhaltsgleich. 

939. Bezeichnet man die vier, ein Tetraeder begränzenden, Dreiede mit T,, T,, 
T,, T,, fo ift: 

n=T eos (1,2) + T cos (1,3) + T, » cos (1,9) 
T — N cos (2,1) 4 T cos (2,3) + T, cos (2,4) 
5 = T eos (3,1) + % cos 3,2) + T, cos (3,4) 
T=Nn co (41) + cos (4,29) + T, cos (4,3) 

9409. In jedem Tetracder ift dad Quadrat einer feiner Gränzfläden glei der 
Summe der Quadrate der drei übrigen, vermindert um die doppelte Summe der Pros 
ducte, die man erhält, wenn man je zwei diefer drei übrigen Gränzflächen durd einans 
der und jedes diefer Producte durdy den Gofinus des den Zactoren zugehörigen Reigungde« 
winkels multiplicirt. 

Zuſ. 1. Wird daher die Ede, welche der Gränzflähe T, gegenüberliegt, aus drei 
ebenen rechten Winfeln gebildet, fo ift: 

n? = 7%? + T? +T2 

Anmerkung. Diefer Sas, welcher bar für das Tetraeder dag i 8d ⸗ 

thagprälfge Kebrfap fürs Dreier f lan gemach: von — in —* 


eükſchriften der Parifer Akademie (Mem. presentes Tom. IX), aber fpäter nahm de Gua 
in feiner Abhandlung „Essai de lietraedrometrie* in den Mem. de l’Acad, A. 1783 das 


Recht der eriten Entdeckung für fich in Anfpruch. 

uf. 2. In jedem Tetraeder ift: | 

TT cos (1,2) + TIT, cos (1,3) + TT, cos (1,4) + ET; cos (2,3) + 

BT, cos (2,4) + T,T, cos (3,4) = 4 (7? +%+%?+T°) 

Zrage: Welchem Sabe der ebenen Trigonometrie entfpridt der vorftehende ? 

uf. 3. Bilden die Gränzfläden eines Tetraeders zwei Paare gleihflähiger Drei— 
ede, fo ift die Summe der Gofinuffe der Neigungswinfel, welche die eine Fläche des 
erften Paares mit den beiden Flächen des andern Paares bildet, fo groß als die Summe 
der Gofinuffe von den Reigungswinkeln, welche die zweite Fläche des erften Paares mit 


denen des andern Paares bildet. 
uf. 4. Sind alle vier Gränzflächen eines Tetraeders unter einander gleichflächig, 


fo find aud die fämmtlihen Seile von gleiher Größe; und mithin aud die Eden. 

Zuſ. 5. Bezeichnet man in einem folden Tetraeder, wo alle ſechs Keile von gleis 
der Größe find, diefe legtere mit a, fo folgt leiht aus unferm Hauptfage, daß 

cos a = }, alfo « = 70° 31’ 44° 

wie ſchon früher (478) im eilften Buche auf anderm Wege gefunden wurde. 

941. Erflärung. Sind die vier Eden eines Tetraeders A, B, C, D, fo ſoll 
von den Gränzfläden diejenige die erfte beißen und mit T, bezeichnet werden, welche 
der & Ede A gegenüberfteht, alſo BCD, die zweite T, diejenige, welche der Ede 
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B gegenüberfteht, alfo ACD u. ſ. w. Die ſechs Kanten zerfallen in drei Paare von 
Gegenfanten d. 5, folde, die einen gemeinſchaftlichen Endpunct haben. Die drei erften 
Kanten jollen die Seiten der Gränzfläde ABC fein und nad gewohnter Weife durd a, 
. b, e, ihre Gegenfanten aber refpective durdy a, , b, , c, bezeichnet werden; es ift 
demzufolge B0 — a, AC=b,AB=c,D A =ı3,DB=b,,ıwDC=c.. 
942. Bezeihnet man durh D,, D,, D;, D,, D;, D,, diejenigen Dreiede, welche 
entftehen, wenn man fucceffive durd die einzelnen Kanten a,b, c, a,, b,,c, eines 
Tetraederd und die Halbirungspuncte ihrer Gegenfanten Ebenen legt, fo ift: 


Dim 2 (TE HTI-(WLHLR) HIT. T cos (2,3) 
+ 


D — (THE) (+5) — 27. cos (1,3) 
2 4 
etc. 

943. In jedem Tetraeder it: 

PHYHP 4 22 4 22 4 - WHIWHWHT 

944. Halbirt man die Seiten einer Tetraedergränzfläche, und legt durch je zwei 
dieſer Halbirungspuncte und die Gegenecke Ebenen, ſo iſt das von dieſen Ebenen und 
dem vierten Theile der vorher genannten Gränzfläche gebildete Tetraeder jo beſchaffen, 
daß die Summe der Duadrate feiner Gränzflächen viermal fo Elein als die Duadratfumme 
der drei übrigen Grängfläden des Urtetraeders, 

945. Berfährt man mit allen vier Gränzfläden fo, wie im vorigen Sage mit der 
einen, fo ift die Duadratfumme aller Gränzfläden der vier fo entitandenen Tetraeder 
dreiviertelmal fo groß ald die Duadratfumme der Gränzfläden des Urtetracders, 

Zrage: An melde befannte Eigenfhaft des Dreiecks erinnert der vorftehende Sag ? 


946. In jedem Tetracder haben die ſechs Ebenen, welche man durdy je eine Kante 
fo legt, daß immer die zugehörige Gegenfante halbirt wird, einen gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnittspunct. 

Zuſ. 1. Dieſer Durchſchnittspunct fällt zuſammen mit demjenigen, in welchem ſich 
die vier geraden Linien ſchneiden, welche die Puncte der mittlern Entfernungen der ein: 
zelnen Gränzflähen mit deren Gegeneden verbinden. 

Zuſ. 2. Jede der vorher genannten Geraden wird in dem gemeinſchaftlichen Durdys 
ſchnittspuncte fo getheilt, daß der obere d. h. zwiſchen Ede und Durchſchnittspunct ents 
baltene Abſchnitt das Dreifadye des untern ift. 

947. Zieht man ſowohl von dem gemeinſchaftlichen Durchſchnittspuncte der im 00= 
rigen Sage genannten Kantenebenen, oder der im erften Zufage erwähnten Linien, als 
au von den Eden des Tetraeders nach einer beliebigen Ebene gerade Linien, von denen 
je zwei einander parallel find, fo ift jene erftere das arithmetiſche Mittel der algebraiſchen 
Summe der vier legtern. 


, 323. 
uf. Jener Durchſchnittspunct ift alfo der Mittelpunct der mittlern Entfernungen 
für das Tetraeder. 


948. Berbindet man die Puncte der mittlern Entfernungen der vier Seitenfläden 
eines Tetraeders unter einander durch gerade Linien, fo bat das durd dieſe Verbindungs⸗ 
linien gebildete Tetraeder folgende Eigenſchaften: 

1) feine Kanten find parallel den einzelnen Kanten des Urtetracders ; 

2) daffelbe gilt von feinen Gränzfläden ; 

3) es iſt dem Urtetraeder ſymmetriſch ähnlich; 

4) es bat mit dem Urtetraeder einen gemeinſchaftlichen Mittelpunct der mittlern Ent⸗ 
fernungen; 

5) fein Inhalt ift vom Inhalte des Urtetraeders. 


949, Wenn man durd die Halbirungspuncte von je drei folden Kanten eines Te⸗ 
traeders, melde von derfelben Ede auslaufen, Ebenen legt, fo hat dad von diefen und 
den Seitenflädhen des Tetraeders begränzte ſechseckige Detaeder folgende Eigenfhaften : 

1) Ie zwei Gegenfläden find parallel und congruent. 
-2) Sein Mittelpunct der mittlern Entfernungen fällt zufammen mit dem des Te— 
traeders. 
3) Sein Inhalt iſt die Hälfte von dem des Tetraeders. 
950. Die drei Geraden, welche die Halbirungspuncte von I zwei Gegenfanten 
* 
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eined Tetraeders verbinden, baben einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct und hal⸗ 
biren ſich gegenfeitig in demfelben. 

Anl. zum Bew. Ie zwei diefer Linien find Diagonalen eines Parallelogramms. 

Frage: Welcher befannten Eigenfhaft der Bierede entipridt der worftehende Sag ? 

951. Jedes Tetraeder wird durch diejenige Ebene, welde man durd die Halbi— 
rungspuncte zweier Paare von Gegenfanten legt, halbirt. 

Anleit. zum Bew. Man Fann jedes der fo erhaltenen Tetraederftüde in ein Tetraes 
der und in ein dreifeitiges Prisma zerlegen, die einzeln inhaltögleidy find, und zwar die 
Tetraeder, weil fie Achtel des Urtetraeders find, und die beiden Prismen, weil fie das Dreic 
fache von Tetraedern bilden, welche den vorhergenannten glei find, 

952. Wenn man fowohl von. dem Halbirungspuncte derjenigen Geraden, welche 
die Halbirungspuncte zweier Gegenfanten eines Tetraeders verbindet, als auch von den 
vier Eden des letztern nach einer beliebigen Ebene gerade Linien zieht, von denen je zwei 

einander parallel find, fo ift jene erftere das arithmetiſche Mittel der algebraifhen Summe 
diefer legtern. 
%. 323: . . 

uf. 1. In jedem Tetraeder ſchneiden fi daher die drei Geraden, weldye die Hal⸗ 
birungspuncte von je zwei Gegenfanten verbinden, im Mittelpuncte der mittlern Ent: 
fernungen. — 

Zuſ. 2. In jedem Tetraeder haben diejenigen ſieben Geraden, von denen vier die 
Puncte der mittlern Entfernung der einzelnen Gränzflächen mit den Gegenecken, und die drei 
übrigen die Halbirungspuncte von je zwei Gegenkanten verbinden, einen gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspunct. 

953. Die drei Parallelogramme, welche die Halbirungspuncte je zweier Paare 
Gegenkanten eines Tetraeders zu Ecken haben, ſind ſo beſchaffen, daß die vierfache Summe 
ihrer Quadrate gleich der Quadratſumme der Gränzflächen des Tetraeders iſt. 

Anleit. zum Bew. Auf die dreiſeitigen Prismen, von denen jedes zu feinen Sei« 
tenflähen eines der in Rede ftehenden Parallelogramme, und die Hälften zweier Gränz« 
flächen des Tetraeders bat, wendet man den frühern Sag A. 907 und auf das fo ge- 
wonnene NRefultat A, 940 an, 

Zrage: An welden Sag im Anhange zum zweiten Buche erinnert der vorftehende ? 

954. In jedem Zetraeder ift die Summe der Quadrate der ſechs Dreiede, welde 
durd je eine Kante und den Halbirungspunct der Gegenfante gelegt werden, viermal fo 
groß als die. Summe der Quadrate der drei Parallelogramme, welche die Halbirungs- 
puncte von je zwei Paaren gegenüberliegender Kanten zu Eden haben, 

955. Dad Quadrat der Geraden, welde eine der Eden eines Tetraeders mit dem 
Schwerpunct der Gegenfläche „verbindet, ift gleich dem ‚Ueberfhuß der Quadratfumme 
der drei Kanten, welche mit der in Rede ftehenden Geraden von derfelben Ede auslaufen, 
über den dritten Theil der. Quadratfumme der drei übrigen. 


956. An jedem Tetraeder ift die neunfache Summe der Quadrate derjenigen vier 
Geraden, melde die Eden mit den Schwerpuncten der Gegenfläden- verbinden, fo.groß 
als die vierfache Quadratfumme aller Kanten, . 

957. In jedem Tetraeder ift die. Summe der Quadrate derjenigen vier Geraden, 
welche den Punct der mittlern Entfernung mit den Eden verbinden, viermal jo Hein als 
die Quadratſumme aller Kanten. 

uf, Daher ift die Summe der Quadrate der Geraden, welde den Schwerpunct 
des Tetraeders mit den Schwerpuncten der Seitenflähen verbinden, der. ſechs und breis 
Bigfte Theil von der Quadratfumme der Kanten. 

958. In jedem Vetraeder ift die Quadratfumme aller Kanten die mittlere Pro= 
portionalflähe zwifdhen der Summe der Quadrate derjenigen zwölf Geraden, melde in 
jeder Gränzfläde die. Spigen mit den Halbirungdpuncten der Gegenfeiten verbinden und 
zwiſchen der Summe der Quadrate der obern d.h. zwiſchen den Spisen und den Schwir: 
puncten der Seitenflächen enthaltenen, Abſchnitte eben diefer Linien, 

959. In jedem Tetraeder ift die Summe der drei Producte,- won denen jedes ein 
Paar Gegenfanten und den Gofinus des von ihnen gebildeten Winkels zu Factoren hat, 
gleich Null, alfo 

aa, cos (a,a,) #+ bb, cos (b,b,) 4 cc, cos (c,c,) = 0 
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Anleit. zum Bew. Man verbindet die Halbirungspumcte ſämmtlicher Kanten unter 
einander und wendet auf die Dreiede, in melde die entftandenen Parallelogramme dur 
ihre Diagonalen getheilt werden, den frühern Lehrſatz 396 an. | 

Anmerkung. Es ift nöthig, den minder Geübten ausdrüdlich darauf aufmerkffam 
zu machen, wie unfer Zehrfag die ftiufchweigende Borausfepung enthält, daß die Be— 
eichnung der von je zwei Gegenkanten gebildeten Winter durch Die vorher gebrauchten 
Symbole mit Gteichmäßigkeit aefchehe. Wie bekannt, verfteht man, wenn man von 
dem Winkel zweier Geraden im Raume fpricht, feinen andern, als denjenigen, wel 
chen mit einer diefer beiden Linien die durch einen ihrer Puncte mit der andern gezo— 
gen Parallele bildet. Denkt man fich, demgemäß in einem Tetraeder durch jede der 
rei Kanten, welche die Seiten feiner Grundfläche bilden, Parattelen mit den Gegen: 
kanten gezogen, fo muß man von den fechs fo entiiandenen Winkeln diejenigen drei 
ur Bezrichnung der Gegenkanten : Winkel gebrauchen, welche ſämmtlich entweder zur 
tinken oder zur rechten Hand einem Beobachter erfcheinen, vor deffen Augen fih das 
— gleichmäßig fo dreht, daß es fucceffive ihm alte ſelne drei Seitenflächen zus 
wendet. - 

3uf. Sind in einem Tetraeder zwei Gegenfanten » Winfel Rechte, fo gilt daffelbe 
aud von dem dritten. 

Anmerkung. Ein Tetraeder, in weichem alte drei Gegenkanten: Winkel Rechte find, 
wollten wir künftig der Kürze halber ein vechtfantiges Tetraeder nennen. 

960. In jedem redhtfantigen (Anmerf, zum vorberg. Lehrſ.) Tetraeder find die 
drei Geraden, welde die Halbirungöpuncte je zweier Gegenfanten verbinden, von glei= 
der Länge. 

X. 950. ’ * — 

961. In jedem rechtkantigen Tetraedee find die Duadratfummen je zweier Gegen« 
Fanten von gleiher Größe, und umgekehrt. 

Frage: Bon weldem Sage im Anhange zum zweiten Buche Fann der vorjtehende 
als eine Erweiterung angejehen werden ? 

962. An jedem rechtkantigen Tetraeder haben die beiden Senfredten, welche man 


ur 


aus den Endpuncten einer Kante auf deren Gegenfante fällt, einen gemeinſchaftlichen 
ußpunct, j 

° Anleit,. zum Bew. Die Ebene, welde man durd eine der Senfredten und die 

Kante legt, aus deren Endpuncte jene gefällt ift, ſteht ſenkrecht auf der Gegenkante. 

963. Umgekehrt, haben je zwei Senfredte, die man aus den Endpuncten einer 
Kante auf ihre Gegenfante fällt, einen gemeinfhaftlichen Fußpunct, fo ift das Tetraeder 
rechtkantig. 

—* Fällt man in einem rechtkantigen Tetraeder Senkrechte aus den Ecken auf 
die Gegenflächen, ſo fallen deren Fußpuncte zuſammen mit den Höhendurchſchnitten die— 
fer Gegenflächen. 

Zuſ. Für jede ſtumpfwinkelige Seitenfläche eines ſolchen Tetraeders fällt daher der 
Fußpunct des zu ihr gehörigen Höhenperpenbikels nicht auf fie felbft, fondern auf ihre 
Ermeiterung. 

965. In jedem rechtkantigen Tetraeder haben die vier Höhen d. h. die aus den Eden 
auf die Gegenflädhen gefältten Senkrechten einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct und 
die Rechtecke aus den Segmenten, in welche jede der Höhen in diefem Durchſchnittspun— 
cte getheilt wird, find gleihflädig. 

966. Umgekehrt, jedes Tetraeder iſt rechtkantig, deffen Höhen einen gemeinschaft: 
lihen Durchſchnittspunct haben, 

967. Wenn ſowohl das eine oder das andere Paar der Kanten, die von den bei- 

den Endpuncten derfelben dritten Kante auslaufen, von-gleidher Länge find, z. B. AB 

— AC und DB = DC, fo ift der Winkel, melden diefe dritte Kante DA mit ihrer 

Gegenfante BC bildet, ein rechter. 
uf. Jedes regelmäßige Tetraeder-ift daher auch rechtkantig. 

968. Lehnſatz. Wenn zwei beliebige gerade Linien im Raume gegeben find, die 
ſich nicht ſchneiden, fo läßt fi immer eine dritte Gerade fo ziehen, daß fie jene beiden 
erftern unter rechten Winfeln ſchneidet. 

Bew. Liegen die in Nede ftehenden- Geraden in derfelben Ebene und find mithin 
parallel , fo leuchtet die Nichtigkeit unferer Behauptung von felbft ein Am entgegen- 
gefesten Falle nehme man auf jeder der beiden Linien einen beliebigen Punct und ziehe 
durch ihn eine Parallele mit der andern. Legt man durdy das eine und andere Paar 
diefer Geraden zwei Ebenen, fo find diefe parallel; beide durchſchneide man mit einer 
dritten Ebene fo, daß fie auf jeder von ihnen ſenkrecht ſteht, und zur Durdfchnittslinie 
mit einer von ihnen die in diefer Teptern liegende urfprünglicdh gegebene Gerade hat. Auf 
der Durchſchnittslinie der ſenkrechten Ebene mit der andern der parallelen Ebenen und 
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zwar in dem Puncte, wo fie von der in ihr liegenden zweiten der urfprünglich gegebenen 
Geraden geſchnitten wird, errichte man eine Senkrechte, fo ift diefe offenbar die gefuchte 
Gerade, 

Zuſ. 1. Es giebt nur eine einzige Gerade, welche auf zwei nicht in derfelben Ebene 
liegenden Geraden zugleich ſenkrecht fteht. 

3uf, 2. Durch das Stüd diefer gemeinfhaftlihen Senkrechten, weldes zwiſchen 
ihren beiderfeitigen Zußpuntten enthalten ift, wird die gegenjeitige Entfernung der bei« 
den Geraden, auf denen fie ſenkrecht ſteht, gemeffen. 

969. In jedem rechtkantigen Tetraeder haben die drei Geraden, welche auf je zwei 
Gegenkanten zugleich ſenkrecht ftehen, einen gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunct. 

uf. 1. Diefer Durchſchnittspunct fällt mit dem Höhendurchſchnitt zufammen. 

Zuſ. 2. Dede der fieben, in Einem Puncte ſich ſchneidenden, Zinien wird in dem— 
felben in zwei folde Segmente getheilt, daß die aus ihnen gebildeten Rechtecke ſämmt— 
li unter einander gleihflädig find. 

Zuſ. 3. Iſt ein rechtkantiges Tetraeder zugleih auch redhtedig d. 5. ftehen von drei 
Seitenflächen je zwei auf einander fenfredt, fo fällt der Durchſchnittspunct unferer fie 
ben Geraden mit dem Scheitel der rechten Ede zufammen. Die auf je zwei Gegenfan= 
ten Senkrechten fallen mit Höhenperpendifeln der einzelnen Seitenflähen zufammen zc. 


970. Im jedem rechtkantigen Tetraeder find die ſechs Winkel, weldye die vier Ho- 
ben in ihrem gemeinfchaftligen Durchſchnittspuncte bilden, einzeln den ſechs Keilen des 
Tetraeders gleich. 

Zrage: Welchem befannten, die Dreiede betreffenden, Lehrſatze kann der vorſte— 

hende als entſprechend angefehen werden ? 


974. In jedem rechtkantigen Tetraeder beträgt die Summe der ſechs Keile und 
der zwölf Reigungswinkel der Kanten gegen die Gränzfläden zwölf Rechte. 


972. Legt man burd je zwei Gegenfanten eines Tetraeders zwei parallele Ebenen, 
und erweitert fie bis ſich je zwei nicht parallele ſchneiden, fo ift das fo entitandene, dem 
Tetraeder umfchriebene Parallelepipedum dreimal fo groß ald das Tetraeder. 

973. Wird (auf die im vorigen Sage angegebene Weife) um ein rechtkantiges 
Zetraeder ein Parallelepipedum beſchrieben, fo find alle Gränzflähen des legtern gleich 
feitig,, alfo Rhomben, der Körper alfo ein Rhomboeder. 

974. In jevem Tetraeder haben die vier Senkrechten, weldye man auf den Gränzs 
flächen in den Mittelpuncten der ihmen umfchriebenen Kreife errichtet, einen gemeinſchaft⸗ 
lihen Durchſchnittspunct. 

Bew. Erridtet man die genannten Senkrechten auf zwei Seitenflähen, fo müffen 
diefelben ſich ftet3 begegnen, weil fie, ohne jemalö parallel fein zu können, immer 
‚ In derfelben Ebene liegen, in derjenigen nämlich, welche man durch den Halbirungspunct 
der den beiden in Rede jtchenden Seitenflähen gemeinſchaftlichen Kante jo legt, daß fie 
ſenkrecht auf diefer letztern ſteht. Fällt man von dem Durchſchnittspuncte unferer Senf 
rechten ‚no zwei andere auf die beiden übrigen Seitenflähen, fo läßt fi mit Leichtig— 
feit zeigen, daß deren Fußpuncte die Mittelpuncte der diefen Seitenflächen umfchriebes 
nen Kreife find, i 

3uf. 4. Der Durchſchnittspunct unferer vier Senkrechten hat gleiche Entfernung 
von den vier Eden des Tetraeders, ift alfo der Mittelpunct der Kugel, welde ſich um 
dad Tetraeder befchreiben läßt. 

Zuſ. 2. Um jedes beliebige Tetraeder läßt ſich eine Kugel beſchreiben. 

975. In jedem rechtkantigen Tetraeder liegen der Höhendurdfchnitt, der Mittel: 
ne mittlern Entfernungen und der Mittelpuncet der umfchricbenen Kugel in ge— 
rader Linie, 

Anleit. zum Ben. Legt man durch ein Höhenperpendifel und die mit ihm von der 
felben Ede nad dem Schwerpunct der Gegenflähe gezogene Gerade eine Ebene, fo liegt 
in biefer außer dem Höhendurcfchnitt und dem Schwerpunct des Tetraeders, den frühern 
Sägen X. 349, Zuf. und A. 975 zufolge, aud der Mittelpumet der umſchriebenen Ku: 
gel. Legt man alfo durch eine zweite Ede eine eben ſolche Ebene, die auf der Gegen- 
fläche ſenkrecht fteht, durdp deren Schwerpunct und mithin auch durd den Mittelpunct 
des umfchriebenen Kreifes geht, fo muß aud in diefer Ebene Höhendurdfänitt, Schwer: 
punct und Mittelpunct der umfchriebenen Kugel ded Tetraeders liegen; diefe drei Puncte 
gehören alfo unfern beiden Gbenen zugleich an, liegen alfo auf der gemeinſchaftlichen 
Durdfänittölinie beider, alſo in einer Geraden. 

Zuſ. In jedem rechtkantigen Tetraeder haben die vier Ebenen, weldhe man einzeln 
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Durd die Ehen des Tetraeders fo legt, daß fie auf den Gegenflächen ſenkrecht ftehen und 
durch deren Schwerpuncte gehen, eine gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie. 

976. An jedem redhtfantigen Tetraeder bildet der Schwerpunct den Halbirungspunct 
der geraden Linie, melde den Höhendurchſchnitt mit dem Kugelmittelpunct verbindet ; 
der Schwerpunct ift alfo gleihweit vom Höhendurdfchnitt und vom Augelmittelpunct 
entfernt. 

Bew. Es bezeihne H den Höhendurdfchnitt, S den Schwerpunct, M den Kugel: 
mittelpunct des Tetraeders. Aus diefen Puncten fälle man auf eine der Seitenflächen 
des Tetraeders z. DB. die Gegenfläde von A, die Senfredten Mm, Hh, Sx, fo ijt m 
Mittelpunct des äußern Kreifes und hHöhendurdfhnitt diefer Seitenfläche; ihr Schwer= 
punct fei s, fo ift nit nur msh eine Gerade, fondern au sh = 2 ms (X.349, 3uf.). 
Da ferner sSA eine Gerade, und zwar sA — 4 s$ (X. 946, uf. 2), fo ift auch sh 
— 4 sx, alſo ms — 2 sx, mithin ms + sx = sh — sx d, i, mx — mh, alfo auch 
MS = SH. 

977. Am jedem rechtfantigen Tetraeder ift die Entfernung des Kugelmittelpunctes 
von einer der Gränzflächen halb fo groß als der Unterſchied der beiden durch den Höhen 
durchſchnitt gebildeten Segmente desjenigen Höhenperpendifels, das zu eben dieſer Sei— 
tenflädhe gehört. 

Anmerkung. ä a sprechen können: Die Entfernun 
des Ru hei Me) u. —— der Öranphächen aid ne 2 Fr 


hendurchſchnitts von dem KHalbirungspuncte des au jener Seitenfläche gehörigen Höhen— 
perpendikels. 


978. In jedem rechtkantigen Tetraeder liegt der Halbirungspunct eines Höhenper— 
pendikels, und der Mittelpunct des um die zu demſelben gehörige Seitenfläche beſchriebe— 
nen Kreifes mit dem Schwerpunct des Tetraeders in gerader Linie und zwar ift legterer 
gleihweit von den beiden erftern entfernt, 


979. In jedem rechtkantigen Tetraeder ift der Ueberfchuß des Duadrates eines Hö⸗ 
benperpendifeld über das Quadrat der doppelten Entfernung des Sugelmittelpunctes von 
der zu jenem Perpendifel gehörigen Grundflähe eine conftante Größe, 

980. In jedem redhtfantigen Tetraeder ift der Höhendurchſchnitt von dem Halbi- 
rungöpuncte einer Kante eben fo weit entfernt als der Kugelmittelpunct vom Halbirungs- 
punct der GegenFfante, 

Anleitung zum Bew. Die vier genannten Buncte bilden ſtets die Spisen eines Bier: 
eds, das ein Parallelogramm ift, da feine Diagonalen im Schwerpuncte des Tetraeders 
fi gegenfeitig fohneiden und halbiren. 

981. An jedem redhtfantigen Tetraeder bildet die Summe der Quadrate der Ent- 
fernungen des Höhendurdfähnitts von den Halbirungspuncten zweier Gegenfarten eine 
conftante Größe. 

Anleitung zum Bew. Diefe Entfernungen bilden anliegende Seiten in Parallelo- 
grammen , deren Diagonalen glei find. 

982. In jedem rechtkantigen Tetraeder ift die Duadratfumme der obern d. b. zwi— 
fhen den Eden und dem Höhendurchſchnitt enthaltenen Abſchnitte der Höhenperpendifel 
um das Quadrat der Entfernung des Höhendurchſchnitts vom Kugelmittelpuncte größer 
als die Duadratfumme der drei die Halbirungspuncte von je zwei Gegenfanten verbinden 
den Geraden, 

983. In jedem redhtfantigen Tetrarder ift die Quadratfumme der obern Abſchnitte 
der Höbenperpendifel glei dem Quadrat des Durdmeffers der umfchriebenen Kugel, 

93 — A. 56 — A. 946, au.  — % 982. 

984. Verbindet man den Höhendurdfchnitt eines rechtkantigen Tetraeders mit def: 
fen Eden, fo find die vier Tetracder, in welche dadurch das urfprünglidhe zerlegt wird, 
fämmtlih gleihfalls rechtkantig, und ihre Höhendurchſchnitte fallen mit den einzelnen 
Eden des Urtetraederd zufammen, 

Frage: An welche befannte Eigenſchaft des Dreieds erinnert der vorftehende Sag ? 

955. An jedem rechtkantigen Tetraeder ift die Duadratfumme von einem Höhen- 
perpendifel und vom Durchmeſſer des um die zugehörige Grundfläde beſchriebenen Kreifes 
eine conſtante Größe, 

986. Errichtet man auf den vier Seitenflähen eines rechtfantigen Vetraeders und 
zwar in den Mittelpuncten der Kreife, welche durch die Zußpuncte der Höhenperpendifel 
diefer Seitenflächen gehen, Senkrechte, fo ſchneiden dieſe vier Geraden ſich ftets im Schwer: 
puncte des Tetraeders. 

A. 976. —— A. 519. 
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Zuſ. Die Halbirungspuncte der Kanten und die FZußpuncte der Höhenperpendikel 
der Seitenflähen liegen daher auf der Oberfläche derfelben Kugel, deren Mittelpunct der 
Schwerpunct des Tetraeders ift. 

987. In jedem rechtkantigen Tetraeder haben die vier Senfredten, weldye man 
auf den vier Seitenflähen in deren Schwerpuncten errichtet, einen gemeinſchaftlichen Durch— 
fnittöpunct, welcher mit dem Schwerpuncte des Tetracders, dem Kugelmittelpunct und 
dem Hoͤhendurchſchnitt in gerader Linie liegt, und zwar fo, daß er vom zweiten diefer 
drei Puncte doppelt und vom dritten viermal fo weit entfernt ift al& vom erſten. 

988. In jedem rechtkantigen Tetracder haben auch die vier Senkrechten einen ges 
meinihaftlihen Durchſchnittspunct, welche man auf den Seitenflähen in den Halbirungs- 
puncten derjenigen Geraden errichtet, die in jeder Seitenflähe den Höhendurchſchnitt mit 
dem Schiwerpuncte verbinden. Die Lage diefet Punctes ift immer fo beihaffen, daß die 
Gerade, welde ihn mit dem Durdfähnittspuncte der auf den Seitenflädyen in ihren 
Schwerpuncten errichteten Senkrechten verbindet, durd den Schwerpunct des Tetraeders 
balbirt wird. 

989. Berbindet man die Schwerpuncte der Gränzfläden eines rechtkantigen Te 
traeders, fo bat das von dieſen Verbindenden gebildete Tetraeder folgende Eigenſchaften: 


1) Es ift gleichfalls rechtkantig, alfo 

2) liegen au in ihm Schwerpunct, Höhendurchſchnitt und Kugelmittelpunct in ges 
rader Linie, und zwar 

3) fallen die Schwerpuncte beider Tetraeder zufammen. 

4) Die Senfredten, welde man auf den Seitenfläden des Urtetraeders in deren Schwer: 
puncten errichtet, bilden die Höhenperpendikel, ihr gemeinſchaftlicher Durchſchnitts⸗ 
punct alfo den Höhendurdfchnitt des neuen Tetraeders, daber 

5) fallen die beiden Geraden, auf denen Höhendurchſchnitt, Schwerpunct,, und Ku: 
gelmittelpunct des einen und andern Tetracders liegen, zufammen, und zwar 

6) ift das Stüd diefer Geraden, weldes in dem Urtetraeder zwifchen zwei von dieſen 
Puncten enthalten ift, dreimal fo groß als das entſprechende Stüd im neuen Te— 
traeder, alfo 


7) it der Kugelmittelpunct des neuen Tetraeders doppelt fo weit vom Höhendurch— 
ſchnitt des Urtetraeders entfernt als vom Schwerpunct, mithin 


8) ift diefer Kugelmittelpunct des neuen Tetraeders fein anderer, als der Durchſchnitts— 
punct der Senfredten, welche man auf den Seitenflähen des Urtetraeders in den 
Halbirungspuncten derjenigen Geraden errichtet, die den Schwerpunct und Höben- 
durchſchnitt dieſer Seitenflädgen verbinden, demnach 

9) iſt dieſer Kugelmittelpunct des neuen Tetraeders auch gleichweit von den Fußpun— 
eten der vier Höhenperpendikel des Urtetraeders, oder mit andern Worten: die Ku— 
gel, welche man um das Tetraeder beſchreibt, deſſen Ecken die Schwerpuncte des 
Urtetraeders bilden, iſt auch zugleich dem Tetraeder umſchrieben, deſſen Ecken mit 
den Fußpuncten der Tetraederhöhen oder, was daſſelbe, mit den Höhendurchſchnit— 
ten der Seitenflähen zufammenfallen; alfo 

10) ift in jedem rechtkantigen Tetraeder der Halbmeffer derjenigen Kugel, welche man 
um das Die AZußpuncte der Tetraederhöhen zu Eden habende Tetraeder beſchreibt, 
dreimal fo Fein, als der Radius der um das Urtetraeder befehriebenen Kugel. 


990. Eonftruirt man in ein rechtfantiges Tetraeder ein zweites fo, daß deffen Eden 
mit den Schwerpuncten der Seitenflächen des erftern zufammenfallen, darauf im diefes 
zweite auf eben diefe Weife cin drittes, in diefes ein viertes u. f. f., fo liegen ſowohl 
die Höhendurchſchnitte als auch die Kugelmittelpuncte aller in gerader Linie, 

991, In jedem rechtkantigen Tetraeder liegt jede Ede mit den Höhendurchſchnitten 
der drei in diefer Ede zufammenlaufenden Gränzflägen, mit den Zußpuncten der Sent- 
rechten, die man auf die drei von eben diefer Ede auslaufenden Kantın von den Gegens 
rn fäut, und mit dem Höhendurchſchnitt des Tetraeders in der Oberfläche derfels 

en Kugel, 

uf. 1. Der Mittelpunct diefer Kugel fällt zufammen mit dem Halbirungspuncte 
— * Abſchnitte des von eben dieſer Ede auslaufenden Höhenperpendikels des Te— 

aeders. 

Zuſ. 2. Das achteckige Hexaeder, welches die in unſerm Hauptſatze genannten acht 
Puhcte zu Eden hat, wird von lauter Kreisvierecken begränzt. Man könute daher den 


I" 
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Hauptfag aud fo ausſprechen: Errichtet man auf jeder ber Gränzflähen des genannten 
Heraeders im Mittelpuncte ihres äußern Kreifes ein Perpendikel, fo haben diefe ſechs 
Senkrechte ftetö einen gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunct. 

Anmerkung. Auf diefe in der That bemerkenswerthen Einenichaften des rechtfantis 
sen Tetraeders hat, fo viel ich weiß, zuerit der franzofifche Mathematiker Ferriot aufs 
merkſam gemacht in der inägbaren ngandtung; Analogies entre le triangle et le te- 
traedre in den Annal, de Math. II. p. 1 1. Später, aber, wie es fcheint, ohne 
Ferriot’d Abhandlung gekannt zu haben, und daher unabhängig von ihr hat ein deuts 
(der Mathematiker, der Profeſſor C. W. Feuerbach ‚die Eigenichaften des Tetraederd 
überhaupt und befonderd auch des rechtkantigen zum Gegenitand befonderer Unterfus 
chung gmaat und einen Theil der gewonnenen Reſultate mitgeteilt in der Eleinen 
aber re Khattigen Schrift: „Grundriß zu anatytifchen Unterfuchungen der dreieckigen 
Pyramide’’ Nürnberg 1827 in 4, 

992. Sind in einem Tetraeder je zwei Gegenfanten von gleiher Länge — wir 
wollen der Kürze halber ein foldes Tetraeder ein gleichkantiges nennen — fo ſchnei— 
den ſich je zwei von den drei Geraden, welde die Halbirungspuncte je zweier Gegenfans 
ten verbinden, unter rechten Winkeln, und fteht mithin jede derfelben fenfredht auf der 
durch die beiden andern gelegten Ebene. 

993. In jedem gleichkantigen Tetraeder find die vier Geraden, welde man von 
den Eden nady den Schwerpuncten der Gegenflächen zieht, von gleiher Länge, 

A. 955. 

994. In jedem gleichkantigen Tetraeder fällt der Mittelpunct der umſchriebenen 
Kugel zuſammen mit dem Schwerpuncte. 

995, In jedem gleichkantigen Tetraeder ſtehen die Geraden, welche die Halbirungs⸗ 
puncte je zweier Gegenkanten verbinden, ſtets auf dieſen Gegenkanten ſenkrecht, oder mit 
andern Worten, der Schwerpunct eines ſolchen Tetraeders iſt auch zugleich der gemeinſchaft⸗ 
liche Durchſchnittspunct der auf je zwei Gegenkanten ſenkrecht ſtehenden Geraden. 

A 


— Die drei Puncte, Schwerpunct, Höhendurchſchnitt, und Kugelmit— 
telpunct, weiche beim rechtkantigen Tetraeder in gerader Linie liegen, fallen beim 
gleichkantigen ganz zufammen. 

996. An jedem gleichfantigen Tetraeder find die Keile, die an gleihen Kanten 
liegen, von gleicher Größe, oder, was daffelbe ift, liegen den gleidhen Kanten gleiche 
Keile gegenüber. 

Anleit. zum Bew. Fälle aud dem Kugelmittelpunct Senkrechte auf die Gränzflä- 
den und verbinde deren FZußpuncte mit den Halbirungspuncten der Kanten. 

Frage: An welde befannte Eigenſchaft des Dreieds erinnert die vorftehende des Te— 
traeders? 

997. An jedem gleihfantigen Tetraeder bildet jede Kante gleihe Winkel mit ih— 
ren beiden Gegenjläden. 

Zuſ. Daher kann unter den zwölf Winfeln, welche die Kanten mit den Gränzflä- 
den bilden, auch nicht ein einziger fein, der einem Rechten glei wäre. 

- 998, Der Kugelmittelpunct eines gleichkantigen Tetraeders ift nicht nur gleichweit 
von je zwei Gegenkanten entfernt, fondern bat aud gleiche Entfernung von den vier 
Gränzflächen. 

Zuſ. Daher fallen in einem gleichkantigen Tetraeder die Mittelpuncte der äußern 
und innern Kugel zuſammen. 

Frage: An welche bekannte Eigenſchaft des Dreiecks erinnert der Inhalt des vor— 
ſtehenden Zuſatzes? 

999. In jedem gleichkantigen Tetraeder hat jeder der Kugelhalbmeſſer, die man 
nach den Ecken zieht, gleiche Neigung gegen die in eben dieſer Ecke zuſammenlaufenden 
Seitenflächen. 

1000. In jedem gleichkantigen Tetraeder iſt das Quadrat vom Halbmeſſer der um— 
ſchriebenen Kugel um das Quadrat des Radius von dem um eine der Seitenflächen bes 
ſchriebenen Kreis größer als das Duadrgt des Halbmeffers der eingefhriebenen Kugel. 

1001. Das Parallelepipedum, weldyes man um ein gleicyfantiges Tetraeder bes 
freibt (X. 973), hat zu feinen fämmtlihen Gränzflächen Rechtecke, ift alfo ein gerades 
und rechtwinkeliges. 

‚ „1002. Jedes gleichkantige Tetraeder ift dreimal fo Flein als das gerade und recht⸗ 
winfelige Parallelepipedum, welches zu feinen bejtimmenden Kanten die drei Geraden hat, 
welche die Halbirungspuncte von je zwei Gegenfanten verbinden, 

Anleitung zum Bew. Weil das um das Tetraeder beſchriebene Parallelepipedum 
zu feinen drei bejtimmenden Kanten die drei genannten Verbindenden hat, indem dieſe 
aud zugleich auf je zwei Gegenkanten ſenkrecht ftehen. 
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1003. Iſt ein Tetracder gleihfantig und rechtkantig zugleich, fo ift es ein regel- 
mäßige. 

Anleit, zum Bew. Weil das ihm umfchriebene Parallelepipedum ein Würfel ift. 

1004. In jedem regelmäßigen Tetraeder ift das Duadrat jeder die Halbirungspun⸗ 
cte zweier Gegenkanten verbindenden Geraden halb fo groß als dad Quadrat einer Kante, 
und daher (X. 1002) wird der cubiſche Inhalt des Tetracderd, wenn man deffen Kante 


= a ſetzt, durd 5 Y? dargeftellt, 


Anmerkung. Diefer Ausdrud für den Inhalt eines Tetraederd wurde fchon früher 
(4180, Zuf. 2) auf andern Wege aefunden. 


1005. Der cubifhhe Inhalt jedes beliebigen Tetracders wird dargeftellt durch Den 
fehhften Theil ded Productes, weldes zwei Gegenfanten, die auf ihnen beiden zugleich 
ſenkrecht ſtehende Gerade und den Sinus des Winfels eben diefer Gegenfanten zu Facto— 
ren bat. 

Anteit, zum Bew. Denn befchreibt man um das Tetraeder cin Parallelepipedum, 
fo wird dur das Product aus zwei Gegenfanten des Tetraederd und dem Sinus ihres 
Winkels der doppelte Flächenraum derjenigen Gränzflädhe des Prllpd. dargeftellt, zu 
welcher als Grundlinie die gemeinfchaftlide Senfredte der beiden Gegenfanten die Höhe 
bildet. 

Zuf. 1. Bilden daher zwei Paare von Gegenfanten gleihe Winkel, fo verhalten 
fi die Rechtecke aus ihnen umgekehrt wie ihre gemeinſchaftlichen Senfredten. 

Zuſ. 2. Jedes rechtkantige Tetraeder ift der ſechſte Theil von dem geraden und 
rechtwinkeligen Parallelepipedum, welches aus einem Paare feiner Gegenfanten und ih— 
rer gemeinſchaftlichen Senfredten conftruirt wird. 

1006. Bezeichnen t, und t, die den Eden A und B cincs Tetraeders ABCD ge— 
genüberliegenden Gränzfläden ‚- (alfo, nad der ſchon früher eingeführten Bezeichnung, 
c, die Tetraederkante, welche beiden gemeinfhaftlid ift, und (1,2) den von ihnen gebil« 
deten Keil) dagegen T den cubiſchen Inhalt des Tetraeders, ſo iſt: 

T- 2t, .t, . sin (1,2) 
3c, 

Anleit. zum Bew. Es fei p, das zu t, als Grundfläche achörige Höhenperpendi- 
Fel des Tetraeders, m, aber die zur Grundlinie c, gehörige Höhe in dem Dreieck t,, 


fo ift: 





Totı:Pı_ t, . X, » sin AD _ 2t, + 2, + sin (1,2) 
3 3 3 c, 


Frage 1. Wie wird unfer vorftehender Say in Worten, unabhängig von einer 
Figur ausgefproden, heißen ® 

Frage 2. An welden befannten Ausdrud den Flächenraum eines Dreiecks betref- 
fend, erinnert der vorftehende Sag ? 

‚1007. Der cubifhe Inhalt jedes Tetracders wird dargeftellt durch den fedhften 
Theil des Productes, welches eine der Kanten, die beiden auf fie aus den Gegeneden 
gefällten Senfredten und den Sinus des ihr anliegenden Keils zu Factoren bat. 

1008. Der cubifhe Inhalt jedes Tetraeders wird dargeftellt durch den fechften Theil 
des Productes, weldes folgende Factoren bat: 
1. drei von derfelben Ede auslaufende Kanten ; 
2. die Sinuffe der Winkel, welde eine Kante mit den beiden andern bildet 5 
3. den Sinus des an jener erftern Kante liegenden Keils; 
uf. Alſo nady der vorher eingeführten Bezeichnung ift: 
6 T = abe, . Sin (a,b) . sin (a,c,) . sin (1,4) 
= abc, . sin (a,b) . sin (b,c,) . sio (2,4) 
= abe, . sin (a,c,) . sin (b,c,) . sin (1,2) 
etc 


1009. Der cubifhe Inhalt jedes Tetracders wird dargeftellt durch den fehlten Theil 
des Productes, weldes aus folgenden Factoren gebildet ijt: 


1. Drei aus derfeiben Ede auslaufende Kanten; 
2. Der Sinus, den zwei diefer Kanten bilden ; 
3. Der Sinus des Reigungswinkels, den die dritte Kante mit der durch die beiden 
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erftern gelegten Ebene d. h. mit der Gränzflädye bildet, zu der diefe beiden andern 
Kanten als Seiten gehören. 


Zuſ. Bezeichnet man alfo den Reigungswinkel, den die Kante a mit der Gränz: 
flädhe t, bildet, durd (a,2) und auf ähnliche Weiſe die übrigen, fo ift: 

6T = abc, . sin (a,b) . sin (c,,4) = abc, sin (a,c,) . sin (b, 1) 

= abc, . sin (b,c,) . sin (a,2) 
etc. 

1010. In jedem Tetraeder verhalten ſich die Sinuffe von drei in derfelben Ede 
zufammenlaufenden Kantenwinfeln, wie die Sinuffe der ihnen gegenüberliegenden in eben 
diefe Ede auslaufenden Keile, Alſo: 

sin (a,b) : sin (a,c,) : sin (b,c,) = sin (1,2) : sin (2,4) : sin (1,4) 

etc. N 

1011. In jedem Tetraeder verhalten fi die Sinuffe zweier in diefelbe Ede aus- 
laufenden Kantenwinfel umgekehrt wie die Sinuffe der Neigungswinkel, die ihre Ebenen 
mit der dritten Kante diefer Ede bilden. 

1012. Zieht man in einem beliebigen Tetraeder ABCD von den Eden nad den 
Gegenfläden vier Gerade AA’, BB’, CC’, und DD’ fo, daß fie einen gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittspunct O haben, fo ift immer 


OA, , OB, , 0C, , OD, 
ats trotm im 
OA OB 00 OD 
zatmetroctnn—® 
465, uf. 5. j . 
Frage: Welche Lage muß der gemeinfhaftlihe Durchſchnittspunct unferer vier Ge— 
raden haben, damit 
OA, _OB, _ 0C, _ OD, 


— _ _ | _ _ — — 1 
TV ge 7 


OA _ OB _ 0C_ OD ſei? 
— Toc Din! 

1013. Wenn man von den Eden A, B, C, D eines Tetraeders nady den Ge: 
genflädyen vier Gerade AA,, BB,, CC,, DD, fo zieht, daß fie einen gemeinjdaftlichen 
Durchſchnittspunct O haben, und mit jeder von ihnen eine Parallele durdy den Schwer— 
punct derjenigen Gränzfläde, nad mwelder fie gezogen ift, fo ſchneiden auch diefe vier 
Geraden fidy ftetö in einem einzigen Puncte; beide Durchſchnittspuncte liegen mit dem 
Schwerpuncte des Tetraeders in gerader Linie und zwar der erftere dreimal fo weit von 
ibm entfernt als der letztere. 

Anleit. zum Bew. Die Schwerpuncte der den Eden A, B, C, D gegenüberlie= 
genden Gränzflähen feien refpectiee S, , Sg, Sz, Sy, der Schwerpunct des Tetrare 
derd aber 8. Je zwei der von den Schwerpuncten der Gränzfläden auslaufenden Ge— 
raden müffen ſich ſchneiden, weil fie in derfelben Ebene liegen und einzeln parallel find 
mit zwei ſich ſchneidenden Geraden 5 gefegt es fei der Punct O,, in dem ſich die won 
S, und S, aus gezogenen Geraden ſchneiden; alsdann ift Dreied S,S,O, ähnlich dem 
Dreied ABO und zwar fo, daß jede Seite des erftern dreimal jo Flein als die entſpre— 
chende des letztern ift (X. 948). Bicht man jetzt AS, , fo wird diefe von OO, als mit 
ihr in derfelben Ebene liegend geſchnitten, und zwar fo, daß der obere Abſchnitt dreis- 
mal fo groß als der untere ift, weil AO—= 38,0, iftz diefer Durdfchnittspunct 
von AS, und OO, ift mithin der Schwerpunct deö Tetraeders (X. 946, Zuſ. 2) ıc. 

Anmerkung. Hiernach ift dag zu berichtigen, was in den Annal. de Mathem. Tom. VII, 
p-. 172 irrig in Beziehung auf unfern Sag behauptet wird. 

Frage: Welche unter den früher angeführten befondern Eigenſchaften des rechtkan— 
tigen Tetraeders ift es, die man als einen befondern Fall des vorftchenden allgemeinern 
Sapes betradyten muß? 

1014. Umkehrung des vorigen Sases. 


1015. Wenn man auf zwei Kanten eines Tetraeders, die nit Gegenfanten find, 
3. B. auf b und c, , von ihren nicht gemeinſchaftlichen Endpuncten alfo hier von A, 
und D aus, zwei Stüde AK und DL fo abſchneidet, daß AK — mb und DL = nc, 
und auf ihren Gegenfanten, alfo auf b, und c von cben jenen Eden aus zwei andere 
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Stüde DM uhd AN fo, daß DM = (1 — m)b, und AN = (1 —n)ec, fo haben 
die Geraden KL und MN ftetö eine folde Lage gegen die Kante DA, daß jie beide ent- 
weder mit ihr parallel find, oder fie in demfelben Puncte ſchneiden. 

Beweis. Parallel find, wie man leicht ſieht, die genannten drei Geraden zu zwei 
und zwei, wenn m = n. Findet Fein Parallelismus Statt, fo möge die verlängerte 
DA geſchnitten werden von NM (verlängert) in Z, von KL in 2’; alsdann folgt un: 
mittelbar aus unferm frühern Say A. 355, daß: 

ZA:ZD=m.(1 —n):n(f —m) = Z’A : 2’D, alfo audy 
ZA: ZA = DA: DA 
mithin fallen die beiden Puncte Z und Z’ zufammen. 

Frage: In wiefern Fann man diefen Sag als eine Erweiterung ded frühen U. 356 
betrachten ? 

Zuſ. 1. Daher liegen die vier Puncte KNLM ftetö in derfelben Ebene; und mit- 
bin ſchneiden ſich audy ſtets die beiden Geraden KM und LN, melde die Theilpuncte je 
zweier Gegenfanten verbinden, 

Zuſ. 2. In diefem Durchſchnittspuncte wird jede diefer beiden Geraden KM und 
LN nad) demfelben Verhältniß getheilt wie die beiden Gegenfanten, die fie nit verbin« 
det; alfo, wenn O diefer Durdfchnittspunt, NO = m. ND und MO=n.MK. 

Anleitung zum Bew. Durd ein Paar unferer Gegenfanten und durd die Gerade, 
melde das andere Paar verbindet, laffen ſich, wie leicht zu fehen, ftets drei parallele Ebe⸗ 
nen legen, von denen nah S. 427 die mittlere alle zwifdhen den beiden äußern gezoges 
nen Geraden nad demſelben Berbhältniß theilt, ꝛc. | 

Anmerfung, Einen andern Beweis unferes Sabes giebt Legendre, in den Elem. 
de geom. V, 1 

Frage: Welder frühere Say dieſes Anhanges Fann als ein befonderer Fall des 
vorstehenden allgemeinern betrachtet werden ? 

Zuſ. 3. Nimmt man m = n, fo wird dad Biered KNLM ein Paralleltrapez. 

Frage: Wie wird man die beiden parallelen Seiten, unabhängig von einer Figur, 
mit Worten bezeichnen ? 

1016. Schneidet man auf zwei Gegenfanten eines Tetraeders von denjenigen ihrer 
Endpuncte aus, mit welchen fie an derjelben dritten Kante anliegen, fucceffive Stüde 
ab, welche den mten, miten, miltenu,f.w. Theil der eignen Länge diefer Kanten aus: 
maden, und verbindet je zwei zufammengehörige diefer Durchſchnittspuncte, fo liegen 
diejenigen Puncte diefer ſämmtlichen Berbindenden, in denen fie (von der einen oder der 
andern der durch fie verbundenen Tetracderfanten aus gerechnet) nad demfelben Verhältniß 
getheilt werden, in gerader Linie, 

Anleitung zum Bew. Auf derjenigen nämlich, welche die beiden Puncte verbindet, 
dur melde zwei andere Gegenfanten nad) demfelben Berhältniffe wie die Verbindenden 
getheilt werden. 

1017. Theilt man von zwei Gegenfanten eines beliebigen Tetraeders jede in m 
gleihe Theile und von zwei andern Gegenfanten jede in m gleiche Theile und verbindet 
je zwei fid) entipredhende Theilpuncte des einen und andern Paares, fo ſchneidet jede Ber: 
bintende der einen Reihe fümmtlihe Verbindende der andern Reihe und wird in diefen 

Durchſchnittspuncten in lauter gleihe Theile getheilt, 

uf, Alſo wird jede der m Geraden, welde die eine Reihe der Werbindenden bil: 
je in n gleiche Theile und jede der n Berbindenden der andern Reihe inm gleiche Theile 
getheilt, 

Anmerkung. Entfprechende Puncte find für jedes Kantenyaar die erften, die zwei— 
ten, die dritten u. f. w. von der einen oder andern der beiden Kanten aud gerechnet, 
welche das ziveite getheilte Gegenfantenpaar bilden, 

1018. Wenn man jede von vier folden Tetraederfanten, welche zwei Gegenfantenpaare 
bilden, inn gleiche Theile theilt, und je zwei entfpredhende (von der einen des dritten 
ungetheilten Kantenpaares aus gerechnet) Theilpuncte des einen und andern Paares ver: 
bindet , fo ſchneiden fidy je zwei zufammengehörige Berbindende, und ihre Durchſchnitts— 
puncte liegen fämmtlidy in gerader Linie, 

En 1. Jedes Paar unferer Geraden halbirt fidy in feinem Durchſchnittspunct ge 
genfeitig. 

uf. 2. Die Vierecke, deren Gegenecken fie verbinden, find alfo Parallelogramme, 
wie man ſich aud auf anderm Wege leicht überzeugen Fann. 

1019. Erklärung. Ein Parallelepipedum heißt in ein Vetracder befchrieben, 
wenn eine feiner Gränzfläden mit einer der Gränzflädhen des Ichtern in derfelben Ebene 
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; liegt, — beide Flächen mögen die Grundflähen der zugehörigen Polyeder fein — wenn , 
ferner eine von den der Grundfläde des Parallelepipedums gegenüberliegenden Kanten 
in der Ebene einer der Seitenflädhen ded Tetraeders, und die Endpuncte ihrer Gegen« 
kante einzeln auf den beiden andern Seitenflähen oder ihren Erweiterungen liegen. 

Anmerkung 1. Iſt ed daher überhaupt möglich (f. den folgenden Lehrfag) einen 
Würfel in ein Tetraeder zu befchreiben, fo it die Anzahl der verfchiedenen Würfel, 
' die fänmtlich diefer Debingung gennze leiten, im Augemeinen nicht geringer als vier 
und zwanzig. Auf jeder der Granzflächen des Zetraeders nämlich kaffen fich ſechs ver: 
fchiedene Würfel conftruiren, je nachdem fie nämlich mit dem Zetraeder auf einerlei 

Seite diefer Gränznäche liegen oder auf verfchiedenen, und in dem einen wie in dem 


andern ze. mit einer der Gegenfanten der Grundfläche in der einen, andern oder 
dritten Seitenfläche des Tetraeders liegen, 


Anmerkung 2. Nicht bei jedem Tetraeder laffen fih_alle, nach der vorigen An: 
merfung überhaupt möglichen Würfel, auch wirklich conftruiren. Der Sorgfalt und 
dem Nächdenken des Anfaängers bleibt es überlaflen, durch Hülfe_deffen, was in dem 
olgenden Lehrfage über die Conftruction eines Würfels in ein Tetraeder mitgerheilt 
wird, das Nähere in diefer Beziehung felbft zu erforfchen. 

1020. Beſchreibt man in eine der Gränzfläden eines Tetraeders ein Quadrat, und 
über demfelben ald Grundfläche, abwärts (d. h. auf der entgegengefegten Seite von der, 
auf welcher das Vetraeder liegt) einen Würfel und verbindet die der genannten Tetrae— 
dergränzfläde gegemüberliegende Ede mit den vier der Grundfläche gegenüberliegenden 
Eden des Würfels, jo bilden die Durchſchnittspuncte diefer Berbindenden mit der mehr« 
erwähnten Gränzfläde des Tetraeders, die vier Eden desjenigen Quadrates, weldes 
die Grundfläde eines Würfels ift, der fih dem Tetraeder einbefchreiben läßt. 


Anleit. zum Bew. Berbindet man nicht nur die genannten Durchſchnittspuncte un« 
ter einander, fondern errichtet auch in ihnen Senfredte auf der Grundflähe und vers 
längert diefelben bis zum Durchſchnitt mit den Seitenflähen des Tetraeders oder deren 
Erweiterungen, fo läßt fih aus der Aehnlichfeit der entftandenen Dreiede fehr leicht die 
Nichtigkeit unferer Behauptung darthun. 

erkung. ie wir diejenige Gränzflä 
dageten befcht —— Würfel errichtet, Dune ed 
Babe, fo mao auch diejenige Seite diefer Gränzräche, auf welcher das in die Grund: 
äche befchriebene Duadrat ſteht, Srundtinie heißen. 

1021. Bezeihnet x die Kantenlänge eines Würfeld , welcher einem Vetraeder fo 
einbeſchrieben ift, daß er von diefem wirflid umfchloffen wird, a die Grundlinie (An« 
merf. zum vor. S.), h die Höhe der Grundflähe, und endlich H die zu diefer lehtern 
gehörige Tetraederhöhe, fo ift: ; 

1 1 1 
x oa + h T H 

Buf. 1. Iſt daher eine der Gränzflächen eines Tetraeders rechtwinkelig, jo find 
von den drei in daffelbe beſchriebenen und von ihm wirklich umfchloffenen Würfeln, weldye 
auf diefer Gränzfläde ftehen, zwei von gleichem cubiſchen Inhalt. 

uf. 2. Hat eine der Eden eines Tetraederd zu ihrem Maaß einen ſphäriſchen 
Detanten, fo find von den zwölf in daffelbe beſchriebenen und.von diefem wirflid ums 
ſchloſſenen Würfeln ſechs unter einander inhaltögleidh. 

Frage: Wie laffen ſich diefe ſechs inhaltögleichen Würfel in Worten bezeichnen, fo 
daß man fie von den ſechs übrigen unterfheiden Fann ? 

1022. Wenn man von einer Ede D eines Tetraeders DABC aus auf den drei 
von ihr auslaufenden Kanten DA, DB, DC refpective die Stüde DE, DF, DG fo 
abjdhneidet, daß die Bierede AEFB, BFGC und CGEA nidt nur unter einander, fon= 
dern aud der der Ede D gegenüberliegenden Gränzflähe ABC gleihflädig find, fo ift 
die durch die drei Puncte E, F, G gelegte Ebene in ihrer unbegränzten Erweiterung 
der geometriſche Drt aller derjenigen Puncte, für welde die algebraifhe Summe ihrer 
Entfernungen von den Gränzflächen des Tetraeders eine conftante Größe ift. 

Anleit. zum Bew. Bezeichnet man den Inhalt des Tetracderftumpfes ABCGEF 
durh T, den Flächenraum des Dreiecks ABC durch A, und nimmt in unferer durd 
E, F, G gelegten Ebene einen beliebigen Punct, fo läßt ſich leicht zeigen, daß die 
algebraiſche Summe feiner Entfernungen von den vier Gränzflädhen des Tetraeders — 


T 
A aljo eine conftante Größe ift. 
. Anmerkungl. Mit Recht kann man die Frage aufwerfen, ge findet man die Puns 


‚F,G, oder, was daffelbe ift, die Längen DE, DF, D an bezeichne dieſe 
leptern refpective durch x, y, z, die Flächen Yy; Dreiede DBO, DAC, DAB" CAB durch 


@, 8, y, 8, fo iſt: 


# 
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a:a—3—=DA.DC:x.z 
B:5—y=DC.DB:z.y? 22, Zuf. 2 
y:y—5=DB.DA:y.x 

alfo 

a.ß-y:a—dD). Bd). (v—d)—=V(DA.DB,DC):Yix.y.z) 

und, wenn man der Kürze halber 


a —-8).B-9.1-d_y 
v ee 
| ß.M 


Dt «.M * ann ER 
Bere ee rer 


Anmerkung 2. Sind die Seitenflächen DAB, DBC, DCA (ämmttich größer ats die 
Grundfläche, liegen alfo die Puncte E, F, G auf den Kanten DA, DB, DC feibfi und 
nicht auf deren Berlängerungen und nimmt man den Punct P fo, daß er innerhalb 
des Dreiecks EFG liegt, fo find die fämmtlichen Entfernungen diefes Punctes von den 
Gränzrnähen adBditiv zu nehmen, oder mit einerlei Vorzeichen zu einer Summe zu 
verbinden ; in den übrigen Falten müffen eine oder auch einige fubtractiv genommen 
werden. Es wird dem Anfänger nicht ſchwer werden, das Nähere hierüber durch eigned 
Nachdenken zu erforfchen. - 

uf. 1. Sind drei Gränzflächen eined Tetraeders unter einander gleihflädig , fo 
ift die Ebene der vierten der geometrifhe Drt für diejenigen Puncte, deren Entfernuns 
gen von den Gränzflächen ded Tetraeders fo befchaffen find, daß ihre algebraifhhe Summe 
eine conftante Größe bildet. ’ ö . 

Zuſ. 2. Hat man ein Tetraeder, in weldem je zwei Gegenfanten gleich find und 
nimmt einen beliebigen Punct im Naume, fo ift die algebraifhde Summe der Entfernun- 
gen deffelben von den Gränzflächen des Tetraeders eine conftante, von der Lage des Pun- 
ctes gegen das Tetraeder ganz unabhängige Größe, REN 

uf. 3. Die algebraifhe Summe der genannten Entfernungen ift einer der Höhen 
des Tetraeders gleich. 

1023. Gonftruirt man nad Anleitung ded vorhergehenden Gates für ein gegebes 
nes Tetraeder eine Ebene, die der geometrifhe Drt aller derjenigen Puncte ift, für wel: 
he die algebraifche Summe der Entfernungen von den Gränzflähen eine conftante Größe 
ift, und dann in einer beliebigen Entfernung von dieſer erjten Ebene eine zweite ihr pa= 
rallele, fo bat auch dieſe die Eigenſchaft, daß die algebraiſche Summe der Entfernungen 
jedes ihrer Puncte von den Gränzflächen des Tetraeders eine conſtante Größe iſt. 

Anleitung zum Bew. Es bleibe die Bezeichnung, wie im vorigen Satze; die der 
EFG parallele Ebene aber ſei E’F'G’; ein beliebiger Punct auf ihr P’; alsdann läßt 
fi) leicht zeigen, daß die algebraiſche Summe der Entfernungen des Punctes P’ von den 


— ABCGEF — P’EFG ’ 
Gränzflächen des Tetraeders — Ba Bi — alſo eine conftante von 


der Lage des Punctes P’ unabhängige Größe ift. 

uf. Aber aud nur folde Ebenen, welde mit EFG parallel find, befigen die Ei— 
genſchaft, daß die algebraifhe Summe der Entfernungen jedes ihrer Puncte von den 
Gränzflähen des Tetraeders eine conftante Größe ift. 

Dew. Denn nur unter der Bedingung des Paralleliömus der beiden Ebenen EFG 
und E’F’G’ bleibt die Höhe des Tetraeders P/EFG unverändert, wie auch P’ in der 
Ebene E’F’G’ feine Lage ändern möge. 


1024. Die vier Ebenen, weldye fid für jedes Vetraeder nad Anleitung des vors 
vorigen Sages fo contruiren laffen, daß jede der geometriſche Drt aller derjenigen Pun⸗ 
cte ift, für welche die algebraifhe Summe der Entfernungen von den Gränzfläden des 
Tetraederd eine conftante Größe ift, find unter einander parallel, 


1025. Die drei Ebenen, melde drei folde Seile eines Tetraederd halbiren, welche 
von derfelben Tetraederede auslaufen, haben eine gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie. 

Anleit, zum Bew. Halbirt man zwei diefer Keile und erweitert die halbirenden 
Ebenen bis zum gegenfeitigen Durchſchnitt — der immer erfolgen muß — fo bat jeder 
Punct diefer Durchſchnittslinie gleiche Entfernung von den beiden Ebenen, welche den 
dritten Keil bilden; legt man daher durch die Durdfihnittölinie und die Kante des drit— 
eine Ebene, fo läßt ſich leicht zeigen, daß durch fie der dritte Keil halbirt 
wird, 

1026. Die gemeinfhaftlide Durchſchnittslinie der drei Ebenen, welde die drei 
in einer Ede zufammenlaufenden Keile eines Tetraeders halbiren, bat gleihe Neigung 
gegen die drei diefe Keile bildenden Seitenflähen, und umgekehrt. 


fept, 
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1027. Wenn manvondrei in diefelbe Ede auslaufenden Keilen den einen felbft und 
die Nebenkeile der beiden andern halbirt, fo haben die drei halbirenden Ebenen bei bins 
reichender Berlängerung einen gemeinfhaftliden Durchſchnitt. 


1028. In jedem Tetraeder haben die vier Geraden, welde die gemeinſchaftlichen 
Durchſchnitte von je drei folden Ebenen bilden, durch weldye je drei in diefelbe Ede aus— 
laufende Keile halbirt werden, einen gemeinjdaftlihen Durchſchnittspunct. 


Anleit, zum Bew. Ze zwei unferer Geraden müffen ſich ſchneiden, weil fie in ders 
jenigen winfelhalbirenden Ebene liegen, welde durch die Kante geht, die beide Eden, 
von denen jene Geraden auslaufen, verbindet, Bicht man von diefem Durdfchnittspuns 
cte nad den beiden andern Eden zwei Gerade, fo hat jede derfelben gleihe Neigung 
gegen die drei in diefer Ede zufammenlaufenden Seitenfläden ze. 


uf. 1. Der Durchſchnittspunct unferer vier in Rede ftehenden Geraden ift gleidy 
weit von den vier Gränzfläden entfernt, ift alfo der Mittelpunct der in das Tetraeder 
zu bejchreibenden Kugel. 

uf. 2. Im jedes beliebige Tetracder läßt fih daher eine Kugel befchreiben. 

1029. Grweitert man drei Seitenflähen eines Tetracders über die vierte hinaus, 
balbirt darauf an jeder der drei Eden, über weldye diefe Erweiterungen hinausgehen, fo= 
wohl die beiden dußern Keile, als aud den von den beiden erweiterten Gränzfläden 
felbft gebildeten, fo haben die gemeinſchaftlichen Durchſchnittslinien, weldye den einzelnen 
diefer Ebenenternionen zufommen (X. 1027) nicht nur unter fi, fondern auch mit der- 
jenigen Geraden einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct, welche der gemeinfchaftlidye 
Durchſchnitt der drei Ebenen ift, die die von den drei erweiterten Gränzflächen gebilde— 
ten Keile halbiren. r . 

Beweis, Ganz ähnlid dem für den vorigen Satz. 


Zuſ. 1. Auch diefer Durchſchnittspunct hat gleiche Entfernung von den vier Graͤnz⸗ 
flächen des Tetraeders, und Fann daher Mittelpunct einer diefe Gränzflähen berübren« 
den Kugel werden. 

Anmerkung 1. Solche Kugeln, welche eine der Gränzfächen des Tetraederd a 
der Außenfeite und die ü eigen nicht felbft, fondern in J Erweiterungen 
wollen wir äußere Berührungskugeln des Teträeders nennen, im Gegenfag 
der im 2ten Zuf. Des * Saped erwähnten Kugel, die den Namen der Innern 
Berührungstugel führen fol. R 

3uf. 2. Zür jedes Tetraeder giebt es vier ſolcher, in der vorhergehenden Anmer—⸗ 
fung näher bezeichneten, äußern Berührungskugeln. 

Anmerkung 2. Außer dieſen fünf Berührungskugeln laſſen ſich für jedes Tetraeder 
noch drei befchreiben, die = von den genannten dadurch untericheiden, daß fie zwei 
Gränzflächen an ihren Außenfeiten und die Erweiterungen der beiden andern berühren. 
Die Kaume , in denen fie fich befinden, Eonnen dadurch-entitanden betrachtet werden, 
daß man alte Gränzflächen über diefelbe Kante hinaus verlängert hat. Wenn künftig 
von den DBerührungsfugeln die Rede iſt, fo find, wenn nicht ausdrüdlidy das Gegen: 
theil erinnert wird, immer die fünf erftern zu verftehen. 

1030. Bezeihnet T den cubiihen Inhalt eines Tetraeders ABCD, dagegen t!, 
eis, gl, tux die vefpectiven Flächenräume der den Eden A, B, C, D gegenüberliegen- 
den Gränzfläden, ferner r den Radius der innern Berührungsfugel, und r!, r!!, rl, 
rIv die Radien der Kugeln, welde refpective die Gränzfläden t!, t!!, tl, tv von que 
fen berühren, jo ift immer 


er Bl 
; {+ tl + tie tiv 
2. = ar 


— £8 + et 4 gl tv 
3T 


I 
3 Sleep 


meet en 
rt! + tı _ gluı + tiv 
5. rV — 3 T 


ti + gi! + gl — tıv 
1031. Nach der im vorigen Sase eingeführten Bezeihnung ift in jedem Tetracder : 


2 1 1 1 1 
vertrat tn 
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1032. Bezeichnen p!, p", p!, pıv die Höhen eines Tetraeders, welche refpective 
zu den Grundfläden t!, tt, 112, tıv gehören, fo ift für jedes Tetraeder | 
2 2 2 2 2 1 1 1 1 
at tn tet 

1033. Sind in einem Tetraeder je zwei Gegenkanten von gleiher Größe, fo it 
jede der vier äußern Berührungdfugeln achtmal fo groß als die innere, 

1034. In jedem rehtedigen d.h. mit einer Ede, die zu ihrem Maaß einen fphä« 
riſchen Drtanten bat, verfehenen Tetraeder, ift die Summe der reciprofen Werthe vom 
Durchmeſſer der innern Berührungsfugel und derjenigen äußern, welde die Der rechten 
Ede gegenüberliegende Seitenflähe von außen berührt, fo groß ald die Summe der re 
ciprofen Werthe von den die rechte Ede bildenden Kanten, alfo, wenn z. B. A die rechte 

1 1 1 1 1 
ed ta tr rt 

1035. In jedem rechteckigen Tetraeder ift die Summe der reciprofen Werthe von 
den Halbmeffern derjenigen drei äußern Berührungsfugeln, weldye die drei auf einander 
ſenkrechten Seitenflähen an ihren Außenſeiten berühren, größer al& die Summe der re- 
ciprofen Werthe der drei die rechte Ede bildenden Kanten und zwar um das Dreifade 
des reciprofen Werthes von dem aud der redhten Ede gefällten Höhenperpendifel des Te— 
traeders. 

1036. Legt man durch eine Kante eines Tetraeders eine Ebene ſo, daß ſie den 
u derſelben gehörigen Keil halbirt, ſo theilt dieſe Ebene ſowohl die Gegenkante als auch 
* der Gegenflächen in zwei Stücke, die ſich verhalten, wie die ihnen anliegenden den 
halbirten Keil einſchließenden Gränzflächen. 

Zuſ. Sind daher zwei Graͤnzflächen eines Tetraeders von gleichem Inhalt, fo hal— 
birt die Ebene, welche den von ihnen eingeſchloſſenen Keil halbirt, zugleich auch beide 
Gegenflächen und die Gegenkante deſſelben. 

1037. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

1038. Wenn in einem Tetraeder zwei Graͤnzflächen gleichſchenkelig find und zwar 
fo, daß die gemeinſchaftliche Seite in beiden die Grundlinie, fo wird diefe legtere ſtets 
rechtwinkelig gefchnitten und halbirt von derjenigen Ebene, melde den an ihrer Gegen- 
Fante liegenden Keil in zwei gleihe Theile theilt. 

Anmerkung 1. Man hätte unfern Sat auch fo ausfprechen können: &ind zwei 
Greanzpäcen eines Tetrgeders ——— und zwar fo, daß die entſprechenden Seiten 
nicht Gegenfanten des Tetracders bilden, fo fchneider die Ebene, welche den von ihr 
a. ‚Me BR Keil halbirt, deffen Gegenfante unter rechten Winkeln und im Halbi— 

ngspuncte. 

Anmerkung 2, Bilden die entfprechenden Seiten der eongruenten Gränapächen Ser 


———— des Tetraeders, fo geht die den Keil halbirende Ebene zwar Durch den Pal: 
irungspunct der Gegenfante, fteht aber nicht nothwendig auf diefer ſenkrecht. 


Frage: An welche befannte Eigenschaft tes Dreieds erinnert der vorftchende Sag ? 

1039. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

1040. Die Gerade, welde von der Ede eines Tetraeders aus fo gezogen wird, 
daß fie gleiche Neigung gegen die an diefer Ede anliegenden Seitenflähen bat, (A. 1026) 
trifft die Gegenfläde dieſer Ede in einem Puncte, von weldem aus durch Gerade, die 
man nad) den Eden diefer Fläche zieht, diefelbe in drei Dreiecke getheilt wird, deren Flä— 
chenräume ſich zueinander verhalten, wie die an fie angränzenden Seitenflädhen des Tetrar- 
ders; alfo, wenn 3. B. die in Rede ftehende Gerade, von der Ede A aus nad der Ge— 
genfläche DBC gezogen, diefer legtern im Puncte E begegnet, fo ift, behaupte id: 

AEBC: A ECD: AEDB= A ABC: A ACD: A ADB. 
%. 1036 — 201. 

Anmerkung. Andere Beweile, ald den hier angedeuteten, findet man in Annal. de 
Math. III, p. 317 sqg. 

1041. Werden die an zwei Gegenfanten liegenden Außenfeile eines Tetraeders 
balbirt und die halbirenden Ebenen bis dahin erweitert, daß fie, wenn es möglidy iſt, 
fi ſchneiden, fo ift diefer Durchſchnitt der geometrifche Drt aller derjenigen Puncte, für 
welche die algebraifhe Summe der Entfernungen von den Gränzflähen des Vetracders 
gleih Null iſt. 

Anmerfung, Nicht innmer und nothwendig fchneiden fich zwei Ebenen, welche zwei 


ich gegenüberliegende Außenkeile eines Tetraeders halbiren, fondern fie laufen 3. B. 
ann, wenn je zwei Gegenkanten gleich find, parallel. 
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1042. Werden je zwei ſich gegenüberliegende d. h. an zwei Gegenfanten liegende 
Außenfeite eines Tetraeders halbirt und jedes Paar. der halbirenden Ebenen bis zum Durch⸗ 
ſchnitt, wenn er möglich ift, verlängert, fo liegen diefe drei Durchſchnittslinien in derfelben 
Ebene, in derjenigen nämlich) , welche der geometrifche Drt aller derjenigen Puncte iſt, 
für welche die algebraifhe Summe ihrer Entfernungen von den Gränzflähen des Tetrae: 
ders gleich Null ift. 

%. 1023 nebft Zuf. 

1043. Lehnſatz. Werden in einem Dreied aus den Spigen nad) den Gegenſei— 
ten gerade Linien fo gezogen, daß fie einen gemeinfhaftlihen Durchſchnittspunct haben 
und jede in demfelben in zwei foldye Segmente getheilt wird, daß das aus ihnen gebil- 
dete Rechteck für alle drei Zinien diefelbe Größe hat, fo find jene drei Geraden die Hö— 
benperpendifel des Dreiecks. 

Indirecter Beweis, 

1044. - In jedem rechtedigen Tetraeder ift der Zufpunet % des Höhenperpendifels, 
das aus dem Scheitel der rechten Ede auf die Gegenfläde gefällt wird, der Höhendurde 
fihnitt diefer Gegenfläche. 

Anleit. zum Bew. Man lege durd das Perpendifel und je eine der drei auf ein 
ander fenfredhten Tetraederfanten Ebenen und zeige durch Hülfe des vorhergehenden Lehn— 
ſatzes, daß die Durchſchnitte derfelben mit der der rechten Ede gegemüberliegenden Gränz— 
fläche deren Höbenperpendifel find. 

1045. Legt man durd einen beliebigen Punct N einer Zetraederfante BD (Fig. 153) 
zwei Ebenen NEF und NGH, melde einzeln parallel denjenigen Seitenflächen des Te— 
traeders find, die die Gegenkante von BD zur gemeinſchaftlichen Seite haben, fo iſt im— 
mer, wenn man die beiden Tetraeder NFED und NGHB mit T’ und T“, das Urte: 
tracder aber mit T bezeichnet, 


vU+YVm=yT 
Bew, Denn es fi NB=nb,, aoND=(1—n)b, ſo iſt ’=(1—n)? T, 
und T’ = n?T, alfo ꝛxc. 
uf. 1. Iſt 1 —4, fo ift: 


matten 


3uf, 2. Berführe man mit — der beiden Tetraeder T’, T” Den fo wie Aa 
dem Urtetraeder T, ‚re hätte man v B * vr, = vr und v BR- —— 
— yTt, af ud VE HFVTn äV. HVT = vr 


uf. 3. Nimmt man auf einer Tetraederkante n beliebige Puncte, legt durch je: 
den derfelben zwei Ebenen, refpective parallel den beiden Seitenflächen, deren gemein— 
ſchaftlicher Durchſchnitt die Gegenkante iſt, jo find dien + 1 Zetrader , BG; Ta 
.... Tn+l, die zu einzelnen Kanten die nt 1 Stüde haben, in welche die Kante des 
Urtetraeders die auf R genommenen n Puncte zerlegt worden, B beſchaffen, daß: 


van+VvS vIn+ —..... . VYTa4ı= vT 
1046. ‚Bleibt Alles wie beim vorigen Sabe und bezeidhnet man den Inhalt des 
fiebenedigen Heraederd AEFCHGN mit Q, io iſt — 


—A 
Bew. Q = T-T-Wesst-nT 


=3vT. U-mVT.nyt 
= 3 vr + vn. vT. T’.Te(X, 1045) 


— Ein anderer Meniger einfacher Beweis unſeres Sahes finder fich In 
den Annal. de Math, XVIIl, p. 115 sqgq. 

1047. Legt man durd einen beliebigen Punct O auf einer Gränzflähe DBC eines 
beliebigen Tetraeders DABC drei Ebenen, EOFG, HOJK und LOMN, welche reſpe— 
ctive parallel find den drei übrigen Gränzfläden , ABC, DAC, DAB, fo wird durd fie 
das Urtetraeder in drei ihm ähnliche Tetracder, T, T“, Tv, drei fiebened ige Hexaeder, 
und in ein —————— * zerlegt und zwar ſo, daß ftets: 

= 216. T, T+ Tu 


v. Swinden Geometrie. 30 Y 


iſt. 


— 
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Anleit. zum Bew. Es fiBH=m.BD, DBE=n,BD, alfo (weınm+n >> 1) 
EH=m+n—1,0M=(t—m—n)CD) FM=(—mCD x. & 
ift nun aber offenbar : 

P = DEFG + BHJK + CLMN — T’ — T” — T 
= [n? +m?+(?—m—n)? — (m+n—1)® — (1—n)? — (1— m)®]T 
=6[-1+2m-+2n— m? — un? — 3 mn + m?a + mn?) T 
=6(1— m) d—n)m+n— DT 

pa — 216 (1 — m) T. ¶ — n) T.m+n— NT 
= 216. T. T’. Tr 

1048. Legt man durd einen beliebigen Punct innerhalb eines Tetrasders vier Ebes 
nen, vejpective parallel’ mit den vier Gränzfläden des Tetraeders, fo wird dad Urtetrae- 
der durch fie in vierzehn Polyeder zerlegt, unter denen vier dem urfprünglihen ähnliche 
Zetraeder 'T’, T’, T’, T, vier Parallelepipeda P’, P’, P’“, Pr, und ſechs fie« 
benedige Heraeder find, und zwar ftehen die Tetraeder und Parallelepipeda ſtets in ei- 
ner folhen gegenfeitigen Beziehung, daß 

-P/ 5 pP . P P — 1296 T’ a Ti fl Ti e Tin 


1049. Bleibt Alles wie beim vorigen Sage, fo ift auch ftets: 
T >= vT + vr“ + yr — v Tr)» 


1050. Jede Gerade, melde eine Kugeloberfläche oder Sphäre ſchneidet, ſchneidet 
diefelbe in zwei Puncten, aber nie in mehrern, 

Zuſ. 1. Bezeichnet man die Länge des auf eine foldhe Gerade aus dem Kugelmit- 
telpuncte gefällten Perpendifels mit d, das zwiſchen den beiden Durchſchnittspuncten mit 
der Sphäre enthaltene Stüd der Geraden ſelbſt mit 1, den Kugelradius mit R, fo ift: 


12 
R? = d? + Er % 


Zuſ. 2. Aus diefem Ausdrude folgert man: ' 

a) das zwiſchen beiden Durchſchnittspuncten mit der Sphäre enthaltene Stüd unferer 
Seraden liegt innerhalb der Kugel. 

b) Die Länge deö innerhalb der Sphäre liegenden Stücks unferer Geraden nimmt ab, 
wenn ihre Entfernung vom Kugelmittelpunct zunimmt, und umgekehrt, diefe Länge 
nimmt zu, wenn die Gerade fi dem Mittelpuncte mehr nähert, 

c) Das Marimum feiner Länge erreicht diefes innerhalb der Sphäre enthaltene Stüd 
unferer Geraden, wenn diefe durch den Mittelpunct geht 5 das Minimum dagegen, 
wenn die Gerade um die Länge des Kugelradius vom Mittelpuncte entfernt iſt. 

d) Jede Gerade berührt die Sphäre, von deren Mittelpuncte fie um die Länge ihres 
Radius fi entfernt. Keine Gerade kann daher einer Sphäre begegnen, wenn fie 
von deren Mittelpunct um mehr als die Länge des Radius fi entfernt. 

‚ 1051. 3ieht man von einem beliebigen Puncte außerhalb einer Sphäre eine belies 
bige Menge von geraden Einien, welde die Sphäre berühren ‚ To find diejenigen Seg— 
mente aller diefer Geraden, welde zwiſchen den Berührungspuncten und ihrem gemein 
ſchaftlichen Durchſchnittspunet enthalten find, von gleicher Länge. 

Zuſ. Diefe ſämmtlichen Berührungspuncte liegen daher in der Peripherie eines und 
deffelben Kreiſes, find alfo Puncte im Umifange der Grundfläche eines geraden der Ku— 
gel — Kegels, deſſen Spitze der gemeinſchaftliche Durchſchnittspunctt der Tan⸗ 

enten iſt. 

a Anmerkung. Der Kürze halber fol fünftig diefer Kreis den Namen Berüh: 
rungsfreie führen. 

1052. Dur jede ganz außerhalb einer Sphäre liegende Gerade Iaffen ſich ftet5 
zwei Ebenen legen, welche die Sphäre berühren, aber nie mehr, 

1053. Die Winkel, welde zwei Gerade, die man von einem beliebigen Puncte 
der gemeinſchaftlichen Durchſchnittslinie zweier eine Sphäre berührender Ebenen nad den 
ee sicht, mit der genannten Durchſchnittslinie bilden, find von gleicher 

röße, 

A. 1051 — 50. 

1054. Durch zwei beliebige auf einer Sphäre gegebene Punete Iaffen fi) unendlich 
viele Paare folder Tangenten ziehen, von denen jedes Paar in derfelben Ebene liegt, 
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Zuf. De zwei zufammengebhörige von diefen Tangenten find daher entweder paral: 
lel, oder müffen bei hinreichender Verlängerung ſich ſchneiden. 

1055. Erflärung. Gonjugirte oder zufammengebörige Pole ci- 
ner Kugel nennt man jedes Paar conjugirter Pole eines Hauptkreifes diefer Kugel (A. 
562, Anm.) 

Anmerkung. Jedes Baar ſolcher Pole gehört nicht blos einem, fondern unzähli 
vielen Hauptfreifen der Kugel zugleich an — alten denen nämlich, „welche den Yu 
durchmeffer, auf dem die Pole liegen, zur gemeinfchaftlihen Duckhfchnittslinie haben. 

Zuſ. 1. Jeder Pol einer Kugel bat nie mehr ald einen ihm zugeordneten Pol, 
Mi En 2. Durd einen von zwei zugeordneten Polen ijt auch zugleidy der andere bes 

immt. 

Smertung. Der nöthigen Kürze halber fol fünftig, wenn von zwei zugeordne: 
ten Polen die Rede ift, der durch beide hindurchgehende Kugeldurchmeller der Polar 
durchmeſſer heißen. . 

uf. 3. Die Spige des einer Kugel umfchricbenen Kegel und der Mittelpunct des 
Berührungsfreifes (A. 1051, Anm.) find zugeordnete Pole, 

1056. Erflärung. Polarebene einer Kugel heißt jede durch einen von zwei 
zugeordneten Polen fo gelegte Ebene, daß fie fenfredht auf dem Polardurchmeſſer (X. 
1055, Anm.) fteht, und zwar heißt fie die zu dem andern Pol zugehörige Polarebene, 
fo wie umgefehrt diefer der zu ihr gehörige, oder ihr zugeordnete Pol, 

Zuſ. 1. Jede Ebene hat als Polarebene einer Kugel nur einen Pol, und umge: 
ehrt gehört zu einem beftimmten Pol nie mehr ald eine Polarebene. 

Zuſ. 2. Iſt eine Kugel und eine Ebene gegeben, fo ift es jederzeit möglid und 
leicht, den zu der lestern als Polarebene zugehörigen Pol zu finden, und umgekehrt. 

uf. 3. Die Spise jedes einer Kugel umfhriebenen Kegels bildet den zu der Ebe— 
ne des Berührungsfreifes ald Polarebene zugehörigen Pol, und umgekehrt. 

1057. Erflärung. Gonjugirte Polaren einer Kugel heißen zwei foldye 
Gerade, welche durch zwei zugeordnete Pole fo gezogen find, daß beide fowohl unter fid, 
als auch mit dem Polardurdmeffer (X. 1055, Anm.) rechte Winfel bilden. 

Zuſ. 1. Jede Gerade hat als Polare einer Kugel nie mehr als cine ihr zugeord- 
nete Polare. . 

uf. 2. Iſt eine Kugel und eine Gerade gegeben, fo iſt e& immer möglid und 
leicht, die der legtern zugeordnete Polare zu finden, 

3uf. 3. Zwei Gerade, welde die Sphäre in demfelben Puncte berühren und auf 
einander ſenkrecht ſtehen, bilden zwei zugeordnete Polaren. 

Zuf. 4. Zieht man in dem Beruͤhrungskreiſe eines der Kugel umfchriebenen Kegels 
zwei ſenkrecht auf einanderftchende Durdmeffer und mit ihnen zwei Paralleien durch die 
Spige des Segels, fo bilden diefe vier Geraden zwei Paare zugeordneter Polaren, 

Frage: Gehört zu einem Kugeldurchmeſſer auch eine zugeoronete Polare? 

1058. Die Kante jedes einer Kugel umſchriebenen d. h. mit feinen beiden Ebenen 
die Sphäre berührenden Flächenwinkels und die die beiden Berührungspuncte verbindende 
Kugeljehne bilden zugeordnete Polaren. 

Antett, zum Bew. Lege durch den Slugelmittelpunct und die beiden Berührungs- 
puncte eine Ebene; fie fteht ſenkrecht auf den beiden berührenden Ebenen, mithin aud 
auf der Kante des Flächenwinkels; diefe Kante bildet alfo mit der Berührungöfehne redte 
Winkel und beide geben durch zugeortnete Pole (X. 567) ꝛc. 

1059, Liegen die Kanten von mehreren einer Kugel umfhriebenen Flächenwinkeln 
oder Keilen in derfelben Ebene, fo haben die je zwei zufammengehörige Berührungspune 
cte verbindenden Kugeljehnen einen gemeinfhaftliden Durchſchnittspunct. 

Anleit, zum Bew. Legt man durd den Kugelmittelpunct und je zwei zufammen= 
gehörige Berührungspuncte Ebenen, fo fteht jede derfelben auf der Kante des entipres 
enden Flächenwinkels, und mithin auch auf jeder durch diefe Kante gelegten Ebene fenfs 
» recht; es ftehen mithin aud die Durchſchnittslinien von je zwei unferer Ebenen auf der 
einzigen, alle Kanten der Flächenwinkel enthaltenden, Ebene ſenkrecht, was offenbar, da 
diefe Durchſchnittslinien nie parallel fein fönnen, nur unter der Bedingung möglich iſt, 
daß fie alle in eine einzige Gerade zufammen fallen ꝛc. 

1060. Umkehrung des vorigen Sapeb. 

1061. Die Durdfänittslinie zweier Polarebenen einer Kugel und die ihre Pole 
verbindende Gerade bilden zugeordnete Polaren. 

Anleit. zum Bew. Die durd die beiden Polardurchmeſſer gelegte Ebene, in welcher 
fi die die genannten Pole verbindende Gerade befindet, fteht ſenkrecht auf der Durd: 
ſchnittslinie der Polarebenen ; der Punct, in weldem diefer re erfolgt, iſt 

| 0 * 
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der Pol, zu weldem die die Pole-der Polarebenen verbindende Gerade als Polarc ge: 
hört (X. 564) ıc. : 

1062. Die Gerade, welde die Spisen ‚zweier einer Kugel umfchriebenen Kegel 
verbindet und die Durchſchnittslinie der--Ebenen der Berührungöfreife diefer Kegel bilden 
zwei zugeordnete Polaren. : 

Frage: Wie verhält ed ſich mit unſerm Sage dann, wenn die Ebenender Berüb: 
rungöfreife parallel find ? 

1063. Liegen die Spisen.mehrerer einer Kugel umfhriebener Kegel auf einer ge 
raden Linie, fo haben die Ebenen ihrer Berührungöfreife eine gemeinſchaftliche Durch— 
ſchnittslinie. 

1064. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

1065. Der gemeinſchaftliche Durchſchnittspunct dreier Polarebenen einer Kugel iſt 
der Pol, weldher der durd die drei Pole diefer Ebenen gelegten vierten Ebene als fei- 
ner Polarebene zugehört. . 

Anleit. zum Bew. Es feien die drei Polarebenen E,, E,, E,, ihre refpectiven 
Pole BR, B,-B; dem frühern Sage A. 1031 zufolge hat jede durh PR und-P, gehende 
Polarebene ihren Pol auf der Durdfchnittölinie vonE, und’E, ; cben fo hat jede durch B 
und P, gelegte Polarebene ihren Pol auf dem Durchſchnitt von E, und E,2c. Die durd 
alle drei Pole gehende und durd fie beftimmte Polarebene muß alfo ihren Pol auf jedem 
jener drei Durchſchnitte, mithin.in deren gemeinſchaftlichem Durchſchnittspuncte haben. 

Zrage: Welcher Eigenſchaft des. Kreijes entjpridht die im vworftehenden Sage aus 
geſprochene Eigenſchaft der ‘Kugel? 

066. Wenn von mehrern einer Kugel umfhriebenen Kegeln die Spigen aller in 
derfelben Ebene. liegen, ſo haben vie Ebenen ſämmtlicher Berührungsfreife einen gemein- 
ſchaftlichen Durchſchnittspunct. 

1067.. Umkehrung ‚des vorigen Lehrſatzes. 

1068. Erklärung. Aehnlichkeitspuncte zweier ganz außerhalb einander 
liegender Kugeln find die gemeinſchaftlichen Aehnlichkeitspuncte (X, 576) aller derjenigen 
Kreispaare, welde die Durchſchnitte beider Kugeln mit einer dur ihre Mittelpuncte ge: 
henden Ebene büden, Wie“ bei Kreifen unterſcheidet man auch bei Kugeln zwifchen ei- 
nem äußern und innern Aehnlichkeitspuncte. 

uf. Diefe Achnlihfeitspuncte find nichts anders, als die Spigen zweier Kegel, 
von denen jeder beiden Kugeln zugleih umfchrieben iſt. Nah dem Aehnlichkeitspuncte 
ſelbſt, welder die Spige des Kegels bildet, ſoll dieſer Außerer oder innerer umfchriebe: 
ner Kegel heißen. 

1069. Erklärung. Ein Flächenwinkel heißt ein zwei Kugeln umſchriebener, 
wenn jede ſeiner beiden Ebenen beide Kugelflächen berührt. Wie bei ebenen Winkeln 
und Kreiſen, ſo iſt auch bei Flächenwinkeln und Kugeln eine zweifache Art dieſes Um— 
ſchreibens möglich z entweder nämlich liegen beide Berührungspuncte jeder Ebene auf der— 
ſelben Seite der Kugelaxe d. h. der die Mittelpuncte beider Kugeln verbindenden Gera- 
den, oder auf verſchiedenen Seiten derfelben. Im erftern Falle fol der Flächenwinkel 
den Namen eines äußern umfhriebenenz im zweiten Falle den eines innern 
umſchriebenen führen. ä 

3uf. 1. Man Fann jeden ſolchen Flächenwinkel offenbar auch als demjenigen Ke 
gel umſchrieben betrachten, der beiden Kugeln umſchrieben iſt; wobei natürlich ein äu— 
perer Flächenwinkel und ein äußerer Kegel, fo wie ein innerer Flächenwinkel und inne- 
rer Kegel zufammengehören. 

Zuſ. 2. Die Kante jedes zwei Kugeln umfchriebenen Flächenwinkels geht durch die 
Spige des gleihnamigen eben diefen Kugeln umfchriebenen Kegels. 

Zuſ. 3. Die Kante jedes zwei Kugeln umſchriebenen Flaͤchenwinkels liegt mit der 
Are diefer Kugeln in einerlei Ebene. 

Zuſ. 4. Die dur die Kante des Flächenwinkels und die Kugelare gelegte Ebene 
balbirt den erjtern. 

1070. Wenn von drei Kugeln jede ganz außerhalb der beiden andern liegt, fo ha— 
ben die Aehnlichkeitspuncte, die zu je zweien derfelben gehören, ſtets eine ſolche gegenfei- 
tige Lage, daß fowohl die drei äußern unter fih, als aud jeder von ihnen mit zwei 
Innern in gerader Linie liegen, 

a — zum Bew. Aus der Erklärung der Aehnlichkeitspuncte in Verbindung mit 
Anmerkung. Der nöthigen Kürze halber ſollen dieſe vier Geraden Fünftig den 


Namen Aehntihkeitsaren führen und zwar fou dufere Are diejenige heißen 
weiche durch die äußern Aehntichkeitspuncte geht; innere jede der drei ek en 
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1074: Sind drei Hügeln gegeben, von denen jede ganz außerhalb der beiden an: 
dern liegt, fo laffen ſich ftet5 vier Flächenwinkel conftruiren, von denen jeder allen drei 
Kugeln umſchrieben ift, und zwar liegen bei einem berfelben alle drei Berührungspuncte 
jeder feiner Ebenen auf derfelben Seite der durch die Mittelpuncte der drei Kugeln ges 
legten Ebene, bei den drei übrigen dagegen auf verfchiedenen Seiten. 

Anleit. zum Bew, Die vier Aehnlichkeitsaxen find die Kanten der vier in Rede fte- 
benden Flädenwinkel... 

1072. Lehnſatz. Haben ſechs Puncte im Raume die Eigenfhaft, daß fie vier 
Zernionen bilden, von denen jede in gerader Linie liegt, fo liegen ſämmtliche Puncte 
in derfelben Ebene, 

Bew. Fünf diefer Puncte müffen dem frühern Lehrſatz 420 zufolge immer in ciners 
lei Ebene liegen, und der ſechſte Fann fi nit außerhalb derfelben befinden, da die Ge— 
rade, der er der Borausfegung zufolge angehört, in der Ebene liegt. 

1073. Die Aehnlichkeitspuncte yon vier Kugeln, von denen jede ganz außerhalb 
Der drei übrigen liegt, haben ftets eine folde gegenfeitige Lage, daß 

1. die, ſechs Außern Aehnlichkeitspuncte, die zu je zwei Kugeln gehören, ſich in der: 
felben Ebene befinden 5 ie 

2. drei folde äußere Aehnlichkeitspuncte, die in gerader Linie liegen, alfo zu je zwei 
von derfelben Ternion unferer Kugeln gehören (X. 1070), in derfelben Ebene lie: 
gen mit den drei innern Achnlidpfeitspuncten , weldye zu denjenigen drei Kugelpaa— 
ren gehören, die die vierte Kugel mit den drei erjtern bildet; 

3. zwei äußere Aehnlichfeitspuncte, von denen der eine zu irgend zwei, und der an- 
dere zu den beiden übrigen der gegebenen Kugeln gehört, in einerlei Ebene liegen 
mit denjenigen vier inneren Aehnlichfeitspuncten, von denen Feiner der mit einem 
der beiden genannten äußern zufammengehörige iſt. Es liegen demnad, ‚wenn wir 
den äußern Aehnlichkeitspunct der erften und zweiten. Kugel dur A,,,, den der 
erften und dritten durch Ay, ⁊c., die entiprechenden innern Achntichfeitspuncte 
aber duch Isa > Jıra 26. bezeichnen, in-einerlei Ebene folgende Senionen diefer 
zwölf Puncte: 

1. Ayo Arız Ayı Ay Adıı As 


13 


2: Ay Ays Ass Ira Ira Is 
3. Ay Ans Asa Jia Jana Tara. 
4 Ay Ars Asa Io Joa Iaı 
5. Ay Ayı. Ar A J J 

J 


as Sans 
124 Jar 1 RR 
& Ana Ass Jia Jar Isa Iara 


Beweis. Wird leicht hergeleitet aus dem vorhergehenden Lehnſatz in Verbindung 
mit X. 1070. 

Anmerkung. Die acht Ebenen, von denen jede auf die fo eben.näher angegebene 
Weife fechs Aehnlichkeitspuncte von vier Kugeln enthält, ſollen Aehntich Eelisene 
nen genannt werden. 

1074. Erflärung. Potenzebene zweier Kugeln heißt der geometrifdhe Ort 
der Potenzlinien (X, 589) aller derjenigen Kreispaare, welde man als Durdfchnitte der 
beiden Kugeln mit einer durch ihre Mittelpuncte gelegten Ebene erhält, 

Zuſ. 1. Die Potenzebene zweier Kugeln fteht auf der Are derfelben ſenkrecht. 

Zuf. 2. Die Potenzebene zweier ſich berührender Kugeln ift die durd den Berüh— 
rungöpunct gehende gemeinſchaftliche Berührungsebene, 

Zuf, 3; Die Potenzebene zweier fi ſchneidender Kugeln ift die Durchſchnittsebene. 

Zuſ. 4. Die Potenzebene zweier Kugeln, die ſich weder. berühren noch ſchneiden, 
von denen alfo die eine entweder ganz außerhalb, oder ganz innerhalb der andern liegt, 
findet man „ indem man durch die Potenzlinie irgend eines Paares zufammengehöriger 
Kreife eine Ebene legt, welche fenfrecht auf der Are der Kugeln ftebt, 

1075. Bieht man in der Potenzebene zweier Kugeln eine beliebige Gerade und be: 
fchreibt für fie als Kante um die eine ſowohl als um die andere Kugel einen Flächen— 
winfel, fo find je vier ſolche Gerade, welde einen beliebigen Punct jener gemeinſchaft— 
lihen Kante mit den vier Berührungspuncten verbinden , von gleicher Länge. 
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1076. Die Potenzebenen dreier Kugeln, deren Mittelpuncte nicht in gerader Linie 
liegen, baben ftet3 eine gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie. 
Zuf. 1. Diefer Durchſchnitt ift der geometriſche Drt aller derjenigen Puncte, für 
welche alle Zangenten, die man von ihnen aus an die drei Kugeln zieht, einerlei Länge 
aben. 
: Zuſ. 2. Die gemeinfhaftlihe Durdfänittälinie der drei Potenzebenen Dreier Ku 
geln ſteht ſenkrecht auf der dur die Mittelpuncte diefer legtern rag Ebene. 
Anmerkung. Diefer Durchfchnitt fol künfıtg die Potenzlinte der drei Kugeln 


beißen. — 
1077. Beſchreibt man von einem beliebigen Puncte der Durchſchnittslinie der drei 


Potenzebenen dreier Kugeln als gemeinſchaftlicher Spitze um jede der Kugeln einen Ke— 
gel, ſo haben, wenn man die zugehörigen Berührungskreiſe als die Grundflächen der 
Kegel betrachtet, die ſämmtlichen Kegelſeiten aller einerlei Länge. 

1078. Die ſechs Potenzebenen und mithin auch die vier Potenzlinien von vier Ku— 
geln, von deren Mittelpuncten nie mehr als zwei auf derfelben Geraden liegen, haben 
jtets einen gemeinſchaftlichen Durdfänittspunct. 

Zuſ. 1. Sind vier Kugeln gegeben, fo läßt fi) immer ein Punct von folder Be: 
ſchaffenheit finden, daß die von ihm an alle vier Kugeln gezogenen Tangenten (die Stüde 
en zwiſchen jenem Puncte und den Berührungspuncten) ſämmtlich einerlei 

ünge haben. 

uf. 2. Iſt eine beliebige Menge beliebiger Kugeln gegeben, deren Mittelpuncte 
eine foldye gegenfeitige Lage haben, daß nie mehr als zwei auf derjelben Geraden liegen, 
fo giebt es für jede Binion derfelben eine Ebene gleicher Potenzen, für jede Ternion 
eine Linie gleiher Potenzen, für jede Quaternion einen Punct gleiher Potenzen;z 
alfo für n Kugeln amd Potenzebenen , — —— Potenz⸗ 


* n.n—4)(an—2?2)(n — 83) 
linien, und —— 79.8.4 Potenzpuncte. 


1079. Beſchreibt man um einen geraden Kegel einen beliebigen Flächenwinkel, und 
legt durch deſſen Kante und die Axe des Kegels eine Ebene, ſo ſteht dieſelbe ſenkrecht auf 
der durch die beiden Berührungslinien beſtimmten Ebene und der Durchſchnitt beider Ebe— 
nen halbirt den von den Berührungslinien gebildeten Winkel. 

1080. Bleibt Alles wie beim vorigen Satze und ſchneidet man den Kegel mit einer 
ſeiner Grundfläche parallelen Ebene, ſo bilden die beiden Puncte, in denen dieſe Ebene die 
Kante des umſchriebenen Flächenwinkels und die den Winkel der Berührungslinien halbi— 
rende Gerade (ſ. vor. Lehrſ.) ſchneidet, zwei zugrordnete Pole des Kreiſes, welchen eben 
diefe Ebene mit der Kegelfläche bildet. 

* 567. 

Frage: Wie wird e& mit unferm Sage, wenn die Kante des dem Kegel umſchrie— 
benen Flächenwinkels parallel der Grundfläde des letztern ift? 

1081. Wird ein gerader Kegel durch eine beliebige Anzahl feiner Grundfläche pas 
ralleler Ebenen geſchnitten und für Die dadurch entftandenen Kreife eine Reihe von gleid- 
namigen (äußern oder innern) Polen fo genommen, daß fie alle auf einer durch die Spitze 
des Kegeld gehenden Geraden liegen, fo liegen aud die ſämmtlichen diefen zugeordneten 
PR auf —— “> * len Spitze gehenden Geraden. 

Anmerkung. ö ; { 1; 
— HH une Bamaumengegerige Gerade folten Eünftig conjugirte 
Zuſ. 1. Jede durch den Scheitel eines geraden Kegel gehende Gerade kann als 
cine von zwei zugeordneten Polaren betradytet werden. 

Zuſ. 2. Liegt die eine von zwei zugeordneten Polaren eines Kegeld außerhalb defe 
ſelben, fo liegt die andere innerhalb und umgekehrt. 

1082. Erflärung. Polarebene eines Kegeld und zwar die einer von zwei 
zugeordneten Polaren zugehörige Polarebene heißt diejenige Ebene, welche durch die an— 
che Polare fo gelegt ift, daß fie auf der durd beide Polaren beftimmten Ebene ſenkrecht 

€ * 
Zuſ. 1. Sebe belicbige durch die Spise eines geraden Kegels gezogene Gerade hat 
ihre zugehörige Polarebene, aber auch nie mehr als eine, und umgekehrt. 

Zuſ. 2. Liegt die Polarebene außerhalb des Kegels, fo liegt ihre Polare innerhalb, 
und umgefehrt. 

Zuſ. 3.. Die Kante des einem geraden Kegel umfchriebenen Flächenwinkels und die 
durch die beiden Berübrungstinien beftimmte Ebene bilden zufammengehörige Potare und 


— 


! 
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Polarebene. Daffelbe gilt von der Geraden, welde den Winkel der Berührungslinien 
balbirt und der Ebene, melde durd die Kante des Flächenwinkels fo gelegt ift, daß fie 
ſenkrecht auf der durch eben jene Winfelhalbirende und die Are des Kegels bejtimmten . 
Ebene fenfredt fteht. 

1083. Werden um einen geraden Kegel zwei Flächenwinkel beſchrieben, fo ift die 
Durchſchnittslinie der Berührungsebenen d. h. der durd je zwei zufammengebörige Bes 
rübhrungöfegelfeiten beftimmten Ebenen die Polare der dur die Kanten diefer Winkel 
bejtimmten Ebene, 


Anleit, zum Bew, Die Gerade, welche die Durdfchnittöpuncte der Winkelkanten 
mit der Grundfläche des Kegels unter einander verbindet, bildet die Polare des Durch— 
ſchnittspunctes der Grundlinien der Berührungsdreiede; daher bildet die Durchſchnitts— 
linie der durd die Winfelfanten beftimmten Ebehe mit derjenigen Ebene, welde durch 
die Kegelare und die Durdichnittelinie der Berührungsdreiecke gelegt wird, mit diefem 
zulegt genannten Durchſchnitt zwei conjugirte Polarenz zugleich jtehen audy die beiden 
Ebenen ſenkrecht auf einander zc., 

Frage: Behält unfer Sag aud für den Fall noch feine Richtigkeit, wenn die Grund: 
linien der beiden Berührungsdreiecke parallel find ? 

1084. Werden einem geraden Kegel mehrere Flächenwinkel fo umſchrieben, daß 
die Ebenen ſämmtlicher Berührungsdreiede eine gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie haben, 
fo liegen die Kanten aller diefer Winkel in einerlei Ebene. 

%. 1083 — A. 1082, Zuſ. 1. 

1085. Umfehrung des vorigen Lehrſatzes. 

Anmerkung. Die beiden legten Sätze laffen fih auch auf den Eylinder ausdehnen, 
den man ja als einen Kegel betrachten kann, defien Spige unendlich weit entfernt von 
der Grundfläche iſt. 

1086. Erflärung. Ein Flähenwinfel heißt zwei Kegeln mit gemeinfhaftlidher 

Spite umfhrieben, wenn jede feiner Ebenen beide Kegelflädhen berührt, Wie bei 
Kugeln fo unterfheidet man aud bei Kegeln einen äußern und einen innern ums 
fehriebenen Flächenwinkel, je nachdem die beiden Kegel auf derfelben oder auf verſchiede— 
nen Seiten jeder feiner beiden Ebenen liegen, 
1087. Wenn zwei Kugeln ihre Lage und Größe fo ändern, daß fie fortwährend 
zwei Kegeln mit gemeinſchaftlicher Spige eingeſchrieben find, fo liegen fowohl die äußern 
alö die innern den Kugeln für die einzelnen Zuftände ihrer gegenfeitigen Lage und Größe 
zugehörigen AehnlidyFeitspuncte (X. 1068) in gerader Linie, Beide Gerade gehen durd 
die gemeinſchaftliche Spige beider Kegel und liegen mit deren Axe in einerlei Ebene, 

Anleit, zum Bew, Die gemeinfhaftlidhe-Spige S beider Kegel ift der gemeinfdaft- 
tihe Äußere Aehnlichkeitspunct aller fowohl dem einen als dem andern ceingejchriebenen 
Kugeln. Bezeihnet man nun die beiden Kugeln für einen bejtimmten Zuftand ihrer 
Lage und Größe mit K, k, für einen zweiten ſolchen Zujtand mit K, , k, ꝛc., ihre 
refpectiven äußern Aehnlichkeitspuncte mit A, A,, ⁊c., die innern aber mit J, J,, ⁊c., 
endlich die Aehnlichkeitspunete von K und k mit a und i, fo liegen. in gerader Linie 
folgende Ternionen ven Puncten : 

a, A, 8 
i, J5S 
a, A, ’ 
A ED 
mithin Kegen die äußern Aehnlichkeitspuncte A, A, auf der Geraden as und die innern 
auf der Geraden iS, alfo beide auf geraden Linien, welde durch den gemeinfchaftiidhen 
Scheitel S geben ıc. 
Anmerfung 1, 'Diefe beiden Geraden fotten die äußere und innere Aehnlich— 
keitsaxe der beiden Kegel genannt werden, 
‚Anmerkung 2. Liegt von den beiden Regeln jeder ganz außerhalb des andern, fo 
* dieſe Aehnlichkeitsäxen nichts anders, als die Kanten des außern und innern, bei— 
en Kegeln umfchriebenen, Klächenwinfels. 

1083. Haben drei Kegel eine gemeinfhaftlihe Spise, fo liegen von den zu je 
zwei von ihnen gehörigen Aehnlichkeitsaxen ſowohl die drei äußern, als auch jede äußere 
mit den beiden nicht zu ihr gehörigen innern in einerlei Ebene. 

Anleit, zum Bew. Die äußern Aehnlichkeitsaxen liegen in derjenigen Ebene, melde 
man durch die gemeinſchaftliche Kegelfpige und die gerade Linie legt, auf welder ſich die 


> 


\ — 


J 
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drei äußern Achnlichfeitöpuncte von drei beliebigen den drei Kegeln einbeſchriebenen Ku- 


geln befinden (X. 1070) ıc. 
Anmerkung 1. Diefe vier Ebenen, von denen jede der geometrifche Drt der Aehn⸗ 
lichkeiisaren dreier Kegel ift, ſolen Aehnlichkeltsebenen genannt werden. 


‚ Anmerkung 2, Eylinder, deren Aren parallel find, kann man als Kegel betrach⸗ 
ten, deren Sp gen aufammenfalten, aber unendlich weit von den Srundflächen entfernt 
find. Aehntichkeitsaren zweier folcher Eylinder find Daher alte diejenigen Geraden, die 
in der Ebene diefer Aren paraliel mir ihnen fo gezogen find, daß ihre Entfernungen 
von den Aren fich wie die Halbmeſſer der Eylinder verhalten. Innere Aehnlichkeirsare 
heißt eine folche Parallele, wenn_fie zwifchen den Eylinderaren liegt, augcrt im entge: 
gengefegten Fall, Ziegen beide Eylinder ganz außerbaib einander, fo falten dieſe Achns 
lichfeitsaren zufammen mit den Kanten der beiden Eylindern umfchriebenen innern 
und äußern Flächenwinfel. 

1089. Die drei äußern und die drei innern Aehnlichkeitsaxen dreier Gylinder mit 
parallelen Axen haben ſtets eine ſolche gegenfeitige Lage, daß fowohl die äußern unter 
ſich in einerlei Ebene liegen, als auch jede äußere mit den beiden nicht zu ihr gehörigen 
innern, 

Anmerkung. Diefe Ebenen ſollen wie bei Kegeln den Namen Aehnlichkeits— 
ebenen führen. 

1090. Befchreibt man in zwei Kegel mit gemeinſchaftlicher Spige eine beliebige 
Anzahl folder Kugelpaare, von denen jedes Paar dur feine Berührungskreife gleidye 
Stücke der Kegelfeiten (vom Scheitel aus gerechnet) abſchneidet, fo find die Aren dieſer 
fämmtlihen Kugelpaare unter einander parallel, 

Anleit. zum Bew. Die gemeinfchaftlihe Spige beider Kegel fei S; die Mittels 
puncte von ein Paar eingefhriebenen Kugeln der genannten Eigenjhaft C, C’; ein 
Paar Puncte im Umfange der Berührungsfreife A, A’; für jede Veränderung ber 

> ’ 


SC S i — — 
Lage von C und C/ bleibt ſowohl SA als auch 7 eine conſtante Größe, mithin auch, 


da SA — 8A — eine conftante Größe, alſo, wenn GC’, C’’ die Mittelpuncte eines 


SC’ 
i : SC sc’ 
zweiten Paares der in Nede ftehenden Kugeln sa — Som ı. 
1091. Die im vorigen Lehrfag näher bezeichneten Kugelpaare haben ſtets eine ges 
meinſchaftliche durch die Kegelfpise gehende Potenzebene, 


+ 1090. 

— Dieſe Ebene mag den Namen führen: Potenzebene zweier gesel 
mit gemeinfchaftlicher Spige, und ihr Durchfchnitt mit der Arenebene beider Kegel 
mag Potenzlinie diefer Kegel heißen. 

uf, Berühren ſich die beiden Kegel, fo ift die gemeinfhaftlihe Berührungsebene, 
und wenn fie ſich ſchneiden, die Ebene des Durchſchnitts ihre Potenzebene, 

1092. Zieht man durch die gemeinſchaftliche Spige zweier Kegel in ihrer Potenz- 
ebene eine beliebige Gerade und legt durch fie Berübrungsebenen an die Kegel, fo find 
* Ed, welde die Berübrungslinien mit jener erftern Geraden bilden, von gleicher 

to e. 

Anleit. zum Bew. Nimm auf der Geraden, die durch den Kegelſcheitel S geht, 
einen beliebigen Punct A, und conftruire zwei Kugeln in die Kegel fo, daß die von 8 
an beide gezogenen Tangenten von gleicher Länge und zwar = AS; find B und B’ die 
Durchſchnittspuncte der Berührungskreislinien diefer Kugeln mit den Berührungslinien 
der Ebenen, fo find die Dreiede SAB und SAB’ congruent ıc. 

1093. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. - 

1094. Die drei Potenzebenen, welche zu je zweien von drei Kegeln mit gemein- 
fchaftliher Spise gehören, haben eine gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie. 


+ 1093. 
Anmerkung. Diefe Durchfchnittdtinie wollen wir die Potenzlinie der drei Ke: 
gel nennen. 


095. Erflärung. Potenzlinie zweier Gylinder mit parallelen Aren ift 
die in der Ebene der Axen parallel mit dieſen und in folhen Entfernungen don ihnen ge— 
zogene Gerade, daf der Unterfchied der Quadrate diefer Entfernungen gleich ift dem Unters 
ſchied der Quadrate der Halbmeſſer der Cylinder. Potenzebene der Cylinder heißt 
diegenige durch die Potenzlinie gelegte Ebene, welche fenfredyt auf der Axenebene fteht. 

10%. Zieht man in der Potenzebene zweier Gylinder mit parallelen Aren eine 
dritte mit diefen Aren parallele Gerade und legt durd fie Ebenen, welde die Chlinder 
berühren, fo haben die Berührungslinien diefer Ebenen gleihe Entfernungen von der in 
der Potenzebene gezogenen Geraden. - 
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1097. Umkehrung des vorigen Lehrfages. 
1098.. Die Potenzebenen dreier Cylinder mit parallelen Aren haben eine gemein 
ſchaftliche Durchſchnittslinie. 
Anmerkung. Dieſer Durchſchnitt heißt die Potenzlinie der drei Cylinder. 


1099. Erklärung. Sphäriſcher Mittelpunct eines auf einer Kugel— 
oberfläche befindlichen Kreiſes heißt ein Punct dieſer Oberfläche, wenn er von allen Pun— 
cten des Umkreiſes gleich weit entfernt iſt; jeder dieſen Mittelpunct mit einem beliebi— 
gen Puncte des Umkreiſes verbindende Normalkreisbogen heißt ſphäriſcher Radius 
oder Halbmeſſerz ſphäriſcher Durchmeſſer dagegen jeder durch den ſphäri— 
ſchen Mittelpunct gehende und zwei Puncte im Umkreiſe verbindende Hauptkreisbogen. 

Zuſ. 1. Der ſphäriſche Mittelpunct eines Kugelkreiſes iſt der Scheitel des auf 
der Ebene des Kreiſes ſenkrechten Kugeldurchmeſſers. 


Zuſ. 2. Der ſphäriſche Mittelpunct eines Kugelkreiſes fällt mit deſſen Pol zu— 
ſammen. 


Zuſ. 3. Jeder Kugelkreis hat zwei ſphäriſche Mittelpuncte, zwei ſphäriſche 
Radien x. 


Anmerkung 1. Iſt künftig nur von einem Mittelpuncte:c. die Rede, fo iſt, wenn 
nicht ausdrücklich das Gegentheil erinnert wird, immer der nähere d. h. derjenige zu 


verftehen, deſſen zugehöriger fphärifcher Radius die Größe eines Sauptquadranten 
nicht überfteigt. 


uf. 4 In jedem Kugelkreife find die ſphäriſchen Halbmeffer von gleiher Länge z 
eben fo die Durdmeffer. 


ſi Zuſ. 5. Die ſphäriſchen Halbmeſſer gleicher auf derſelben Kugel befindlichen Kreiſe 
ind gleich. 
Zuſ. 6. Jeder auf einer beſtimmten, und der Größe nach bekannten Kugelober— 


fläche zu conſtruirende Kugelkreis iſt vollkommen beſtimmt, wenn ſein ſphäriſcher Mit— 
telpunct und Radius beftimmt find. 


Anmerkung 2. Die Eonftruction Fann durch Hülfe des gewöhnlichen Zirkeld eben 
fo ausgeführt: werden, wie in der Ebene. 


1100. 3wei oder mehrere ſphäriſch concentrifhe Kugelkreiſe find Parallelkreife 
diefer Kugel, 

1101. Die fphärifhen Mittelpuncte aller Kugelfreife, welche zwei gemeinſchaft— 
liche Durchſchnittspuncte haben, liegen’in der Peripherie eines Hauptkreiſes der Kugel. 

uf. 1. Die Peripherie diefes Hauptkreifes fchneidet den die beiden Durchſchnitts— 
puncte unferer Sreife verbindenden Normalkreisbogen in Halbirungspuncte und unter 
rechten Winfeln. 

Zuſ. 2. Sind die ſich ſchneidenden Kreife ſämmtlich Hauptkreife, jo find ihre Durch— 
fchnittspuncte die beiden fphärifhen Mittelpuncte des Hauptkreifes, auf deffen Peripherie 
die ſphäriſchen Mittelpuncte der erftern liegen. 

1102. Berühren ſich zwei Kugelkreife, fo liegen ihre ſphäriſchen Mittelpuncte mit 
dem Berührungspunct auf der Peripherie deffelben Hauptfreifes. 

Anleit, zum Bew. Indirect durd Hülfe des frühern Lehrſatzes 563. 

uf. 1. Berühren fi) zwei Kugelfreife, fo ift die Entfernung ihrer ſphäriſchen 
Mittelpuncte d. h. der diefe Mittelpuncte verbindende Normalfreisbogen gleich der alge= 
braifhen Summe ihrer fphärifchen Halbmeffer, und umgekehrt. 

3uf.2. Der geometrifhe Drt der ſphäriſchen Mittelpuncte aller Kugelkreife, weldye 

- einen gegebenen Kugelfreis in einem gegebenen Puncte berühren, ift dic Peripherie des 
Haupffreifes, welder durch den ſphäriſchen Mittelpunct des gegebenen Kreifes und durch 
den Berührungspunct beftimmt wird, 

1103. Zwei Kugelfreife ſchneiden fi, wenn die Entfernung ihrer ſphäriſchen Mit: 
telpuncte Fleiner als die Summe ihrer fphärifhen Halbmeffer , aber größer als der Un— 
terfchied derfelben ift. 

1104. 3wei Kugelfreife haben gar feinen Punct mit cinander gemein, wenn die 
Entfernung ihrer fphärifhen Mittelpuncte entweder größer als die Summe ihrer ſphäri— 
Shen Nadien, oder kleiner als deren Unterfchied iſt; im erftern Falle liegt jeder der bei— 
den Kreife ganz außerhalb des andern, im legtern der eine ganz innerhalb des zweiten. 

1105. Schneiden fid) zwei Kugelkreife, jo bat jeder der beiden Flächenwinkel, die 
ihre Ebenen mit einander bilden, zu feinem Maaß die halbe Summe der beiden zwiſchen 
feinen und feines Scheitelwinkels Schenkelebenen enthaltenen Bogen desjenigen Haupt— 
kreiſes, welder durdy, die fphärifhen Mittelpuncte diefer Kreife gelegt ift. 
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Anleit. zum Bew. Die gemeinſchaftliche Durchſchnittslinie unſerer beiden Kreiſe 
ſteht ſenkrecht auf der Ebene des durch ihre ſphäriſchen Mittelpuncte gelegten D,auptfrei- 
ſes; daher iſt jeder der ebenen Winkel, welche die Durchſchnittslinien dieſes Hauptkrei— 
ſes mit den beiden in Rede ſtehenden Kreiſen unter einander an der gemeinſchaftlichen 
Sehne diefer legtern bilden, das Maaß für einen der vier Zlädyenwinfel diefer Kreisebe— 
nen, bieraus aber und aus X. 440 leuchtet die Nichtigkeit unferer Behauptung hervor. 


Anmerkung. Der Kürze und Deutlichkeit halber wollen wir Eünftig bei jeder Ebe: 
ne, die in Verbindung mit einer Kugel betrachter wird, diejenige Seite Die innere 
nennen, die dem Kugelmirtelpuncte Jugewendet ift, Die entgegengefegte aber Die dw 

ere; kit fchlechtbin von dem Winkel zweier Ebenen die Rede, fo verftehen woir immer 


en, welchen die Ebenen an ihren innern ®eiten bilden. 

uf. 1. Wenn unfere beiden Kreife eine ſolche gegenfeitige Lage haben, daß ihre 
Ebenen über die Kugeloberfläche hinaus erweitert werden müßten, um ihren Durchfchnitt 
zu erhalten, fo hat der Flächenwinkel (j. die vorhergehende Anmerf.), welden die bei- 
den Kreisebenen mit einander bilden, zu feinem Maaß den halben Unterfhied ver 
zwifchen den innern Seiten der Schenfelebenen enthaltenen Bogen des durch die ſphäri— 
ſchen Mittelpuncte beider Kreife gelegten Hauptkreiſes. 

Zuſ. 2. Der Flähenwinfel, welchen die Ebenen zweier beliebiger Kugelfreife an 
ihren innern Seiten mit einander bilden, bat zu feinem Maaf die halbe algebraifche 
Summe der zwiſchen den innern Seiten der Schenfelebenen enthaltenen Bogen des 
durch die ſphäriſchen Mittelpuncte diefer Kreife gehenden Hauptfreifes. 

Frage: Welchem befannten planimetrifhen Sage entſpricht der vorftchende ? 

uf. 3. Berühren fi zwei Kugelfreife, fo bat der Flächenwinkel, den ihre Ebe— 
nen an ihrer innern Seite mit einander bilden, zum Maaß die Hälfte des zwiſchen den 
innern Seiten der Schenfelebenen enthaltenen Bogens von dem durch die ſphäriſchen Mit 
telpuncte beider Kreife gelegten Normalfreis. 

uf. 4. Stehen zwei Hugelfreife jenfredht auf einander, fo ift die Summe der 
zwiſchen den innern Seiten ihrer Ebenen enthaltenen Bogen des durd ihre fphärifchen 
Mittelpuncte gehenden Hauptfreifes glei der Summe der von den äußern Seiten der 
Ebenen eingef&loffenen Bogen, 

uf. 5. Wenn zwei Kugelfreife, deren Ebenen ſenkrecht auf einander ftehen, ſich 
berühren, fo liegen die beiden Puncte, in denen der durch ihre ſphäriſchen Mittelpuncte 
gelegte Hauptfreis ihre Periphericen ſchneidet, mit dem Kugelmittelpuncte in gerader 
Linie, oder diefe Durdfchnittspuncte find zwei Gegenpuncte der Sphäre, 

Zuf. 6. Bezeichnet man mit p, p’ die ſphäriſchen Nadien unferer Kreife, mit ß 
aber den Bogen, um welden die Entfernung ihrer Mittelpuncte Fleiner iſt als die Summe 
ihrer Nadien, wenn fie ſich ſchneiden, und größer, wenn fie fi) auf der Sphäre nicht 
begegnen, und endlid den Neigungswinkel der Kreife mit e, und die Hälfte eines Haupt: 
umfreifes mit rn, fo ift: 

1. für zwei ſich ſchneidende Kreiſe: 


x x 
ESETFTETITESROFITIPS FF FETE 
2. für zwei ſich auf der Sphäre nicht begegnende Kreife: . . 
x x 
EEE SEES OF PL 
3. für zwei ſich berührende Kreife: 
x T 
ee Fu a EN Fairen A a ee 4 
d. h. der Neigungdwinfel zweier Kugelfreife ift größer, cben fo groß, oder Fleiner als 
das Supplement der Summe ihrer ſphäriſchen Nadien, oder was daffelbe ift, als die 
Summe der Gomplemente diefer Radien, je nachdem diefe Kreife auf der Sphäre fi 


entweder ſchneiden, oder berühren, oder gar nicht begegnen. 
uf. 7, Iſt einer der beiden in Rede jtehenden Kreife 5. B. derjenige, dei: 


fen fphärifhen Nadius wir bisher — p’ fegten, ein Hauptkreis, fo ijt p' == 7 ‚ alfo 
1. wenn die Kreiſe fidy fehneiden : 
co ZZ: +B= Comp. p + = Compl. (o — 8) 
2. wenn ſie ſich berühren: 
Tr 
= 2 — ep Compl. p 


— 
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3. wenn fie fi) auf der Sphäre nit begegnen: 
=5—p— = Comp. p — = Compl. (p + 8) 
Zuſ. 8. Sind beide Kreife Hauptfreife, fo it: 


— 

1106. Die Entfernung der fphärifchen Mittelpuncte zweier Kreiſe iſt gleich dem 

Supplement des Neigungswinkels , den die innern Seiten ihrer Ebenen bilden. 
%. 1105, uf. 6. 

1107. Der geometrifhe Drt für die Mittelpuncte aller derjenigen reife, welche 
mit einem gegebenen Kugelfreife einen Winkel von vorgefhriebener Größe bilden, ift die 
Peripherie eined mit dem gegebenen ſphäriſch concentrifhen Kreiſes, deſſen Iphärifcher 
Nadius glei dem Supplöment des vorgeſchriebenen Winkels ift. 


1108. Wenn in zwei fphärifchen Dreicden die Winfel des einen beziehungsweife 
denen des andern gleich find, fo ftimmen beide Dreicde auf ähnliche Weife auch in ihren 
Seiten überein, oder die Dreiede find gleih nah Seiten und Winkeln, 
570 — 562, 3uf. 1. & ; 

1109. Kein Kreis, deffen Peripherie durd die Spigen eines ſphäriſchen Dreieds 
gebt, Fann ein Hauptfreis der Kugel fein. 

1110. Der Umfang jedes fphärifhen Dreiecks ift Fleiner ald der Umfang eines 
Hauptkreiſes der Kugel. “ 

Anleit. zum Bew. Man denke fih um das Dreieck einen Kreis beſchrieben und 
wende den Lehrſatz 514 im zwölften Bude dreimal an, 

1111. In jedem ſphäriſchen Dreieck Übertrifft die Summe zweier Winkel den drit- 
ten um weniger ald zwei Rechte, 

1112. Jeder Außenwinkel eines fphärifchen Dreiecks it Fleiner als dic Summe der 
beiden innern Gegenwinkel aber größer als deren Unterfhied. 

565 — A. 1111. 

1113. Die Summe zweier Seiten eines fphärifhen Dreieds ift größer als die 
Summe der beiden Normalfreisbogen, die man von einem Puncte innerhalb des Dreis 
eds nad) den Endpuncten der dritten Seite zieht. 

Beweis. Ganz ähnlich dem Beweiſe für den entfpreddenden Sag bei geradlinigen 
Dreieden. 

1114. Zwei fphärifhe Dreiede find nad Seiten und Winfeln’gleih, wenn zwei 
Seiten und der eingeſchloſſene Winkel in ihnen bezieyungsweife gleich find. 

Anleit, zum Bew, Das eine ift entweder dem andern Dreieck felbjt oder deſſen 
Gegendreieck congruent, indem fie ſich deden. 

1115. In jedem gleichſchenkeligen fphärifhen Dreiede find die an der Grundlinie 
liegenden ſowohl innern als äußern Winkel bezicehungsweife gleich. 

Anteit. zum Bew. Es fei ABC das gleichſchenkelige Dreieck, und zwar AB—= AC; 

‚auf den Schenfeln ſchneide vom gemeinſchaftlichen Endpuncte A aus zwei Bogen AD, AE 
von beliebiger aber gleihyer Länge ab, und verbinde D mit GC und E mit B; alsdann 
find die Dreiede ABE und ACE nad Seiten und: Winfeln gleih, und darum aud) die 
Dreiecke BDC und BEG ıc, 

uf. 1. Jedes gleichſeitige ſphäriſche Dreieck ift auch gleichwinkelig. 

Zuſ. 2. Sind in einem ſphäriſchen Dreieck zwei Winkel von gleicher Größe, ſo ha— 
ben auch die Gegenſeiten derſelben gleiche Länge. 

Zuſ. 3. Jedes gteichwinkelige ſphäriſche Dreieck iſt auch gleichſeitig. 

1116. In jedem ſphäriſchen Dreiecke ſtehen Seiten und Winkel in ſolcher gegenſei— 
tigen Abhängigkeit, daß, je nachdem die Summe zweier Seiten größer, eben ſo groß 
oder kleiner als die Hälfte eines Normalumkreiſes iſt, auch die Summe ihrer Gegenwin— 
kel größer, eben fo groß, oder Fleiner ald zwei Rechte ift, und umgekehrt, aljo wenn 


r den halben Umkreis bezeichnet, fo iſt, jenachdem a + b Sa auch A+BS 180°, 


und umgefehrt. 
Borbereitung. Verlängere die Seiten b und e über ihre nicht gemeinſchaftlichen 
Endpuncte hinaus, bis fie fih zum zweitenmal ſchneiden in D. 

Bew. Da Dreieck BED eines der Nebendreicde von ABC ift, fo it D= A, 
D=er—b,D=r— ce: Geſetzt nun es ffiatb>r, foita> 
r—b, alfo au a>CD, oder BCE >CD, alfo auch D>W.DBC (564), oder A 
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x — B, und darum ud A-+B>r. Eben fo einfach ift der Beweis für die beis: 
den andern Fälle unferes Sapes und für deffen Umfehrung. 


1117. Lehnſatz. Iſt die Summe von zwei ungleihen Größen m und n Fleiner 
als eine dritte Größe r, fo ift die Fleinere derfelben n ftets < 7 iſt dagegen m —n 
> r, fo iſt immer m > 7 unbeftimmt (innerhalb gewiffer Gränzen) bleibt im ers: 
ftern Zalle die Größe von m, im zweiten die von n; in beiden Fällen aber it jo viel 
gewiß, daß diefe unbeftimmte Größe dem Werthe von 5 näher kömmt als die andere. 

1118. Lehnſatz. Umgefehrt, wenn von zwei ungleiden Größen m’ und n, die 


z näher kommt ald die andere n, fo muß, wnnm + n <r 


it, n nidt nur < m, fondern auh < z fein, dagegen ift, wenn m +n>r,n 


eine m einer dritten 


nicht nur > m, fondern au > — 


1119. Wenn von zwei Seiten eines ſphäriſchen Dreiecks die eine ſich in ihrer 
Größe weiter vom Quadranten eines Hauptkreiſes entfernt als die andere, fo iſt fie ſtets 
gleihartig mit ihrem Gegenwinkel d. h. beide find zugleid entweder größer oder Fleiner 
oder eben fo groß als 90°. | 


Anleit. zum Bew. Es möge von den Seiten a und b jene fi weiter von 5 ent= 
fernen, als dieſe; iftnunna br, alſo auch A+-B>r (X. 1116), fo ift 
a>b (X. 1118), mithin auch A > B (564), aljo fowohl a ald auch A > > ꝛc. 


Zuſ. Daſſelbe gilt von je zwei Winkeln eines ſphäriſchen Dreiecks. 


1120. In jedem ſphäriſchen Dreiecke ſind wenigſtens zwei Seiten gleichartig mit 
ihren Gegenwinkeln, diejenigen nämlich, von denen jede ſich in ihrer Groͤße vom Qua— 
dranten eines Hauptkreiſes weiter entfernt, als die dritte. 

Zuſ. Daſſelbe gilt von den Winkeln jedes ſphäriſchen Dreiecks. 

1121. In jedem rechtwinkeligen, ſo wie in jedem rechtſeitigen (in welchem eine 
Seite ein Quadrant iſt) ſind die beiden andern Seiten gleichartig mit ihren Gegen— 
winkeln. 

1122. In jedem ſphäriſchen Dreiecke, in welchem entweder eine Seite ein Qua— 
drant und die beiden anliegenden Winkel rechte, oder zwei Seiten Quadranten und der 
eingeſchloſſene Winkel ein Rechter, ſind alle drei Seiten Quadranten, und alle drei Win— 
kel rechte. 

1123. Entfernen ſich zwei Seiten eines ſphäriſchen Dreiecks in ihrer Länge gleich 
weit von der Länge eines Quadranten, jo entfernen ſich auch ihre Gegenwinkel in ihrer 
Größe glei weit von der Größe eines Rechten, und umgekehrt, 

uf. 1. Sind zwei Seiten eines ſphäriſchen Dreicds Quadranten, fo find ihre 
Gegenmwinfel rechte, und umgefchrt. 

Zuf. 2. Sind alle drei Seiten Quadranten, fo find alle Winkel rechte, und um— 

ekehrt. 

1124. Sind in einem ſphäriſchen Dreiecke zwei Seiten dem Quadranten eines 
Hauptfreifes gleich nahe und zwar näher als die dritte Seite, fo find alle Seiten gleidy: 
artig mit ihren Gegenwinfeln. 

1125. Wenn eine Seite eines ſphäriſchen Dreieds ein Quadrant und ihr Gegen: 
winkel ein rechter ift, fo ift wenigftens nod eine der beiden andern Seiten auch ein 
Duadrant, 

Anleit, zum Bew. Es fiia= A— 90°; ift nun b Fein Duadrant, fo nimm 
auf ihr oder ihrer Verlängerung einen Punct D fo, daß DA = 90°; und verbinde D 
mit BB Weil D der Pol von AB, fo ift BD = 90° — BC, alfo aud B der Pol 
von AD ıc, 

1126. Wenn in einem fphärifhhen Dreied der größte Winfel nicht größer als ein 
Rechter, fo find alle Seiten Feiner ald Quadranten; wenn dagegen die Fleinfte Seite 
nicht Fleiner ald ein Quadrant, fo find alle Winkel ftumpfe. 

Anleit. zum Bew. Iſt A der größte Winkel, fo kömmt er einem Rechten näher 
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als die beiden andern, daher B gleidyartig mit b und C mit c (X. 1120, Zuſ.), alfo b 
ſowohl aldc Fleiner ald ein Auadrant; aber auch az denn gefegt a oder BG Fünnte >; 


fein, fo nimm BD = z und verlängere BA über A hinaus bis E, fo daf BE — zZ; 
und verbinde D mit A und E; alödann wäre im Dr, BDE DE gleidyartig mit B, alfo 
DE < 5 ‚ aber im rechtwinkeligen Dreied AED auf DE gleichartig mit DAE, alſo 


DAE << 90°, mithin wäre BAD > 90°, und um fo mehr BAG > 90°, was der 
Vorausſetzung widerfpridt ıc. 

Zweiter Theil des Satzes aus dem erjtern durch Hülfe des Supplementardreieds 
hergeleitet. 

1127. In jedem redhtwinkfeligen ſphäriſchen Dreieck ift die Hypotenufe Fleiner oder 


größer als ein Quadrant, je nachdem die beiden Gatheten gleichartig oder ungleichar— 
tig find. 


Anleit, zum Bew. Iſt A der rechte Winfel, und b fowohl ald c < > fo ift 
auch B fowohl ald C< 90°, alfo A der größte Winkel, alfo auh a < >; findb 


und c > — ſo wende die eben gebrauchte Schlußweiſe auf dasjenige Nebendreieck von 


ABC, welches mit ihm die Seite a gemeinſchaftlich hat, zc. 

1128. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 

1129. In jedem redhtfeitigen Dreieck ift der Gegenmwinfel ded QDuadranten ein ſtum— 
pfer oder ein fpiger, je nachdem die beiden andern Seiten gleidyartig oder ungleichartig 
find, und umgekehrt, 

1130. Sind in zwei fphärifhen Dreieden zwei Seiten und der Gegenwinkel der 
dem Duadranten nähern Seite beziehungsweife gleich, fo ift das eine Dreied dem andern 
felbft oder deffen Gegendreied congruent. 

Anleit. zum Bew. Es fei in den Dreieden ABC und A’B’C’ AC = A’C’/, BC 
— B’C’, AC und A’C’ dem Quadranten näher als BC und B’C’, endlich B = B”. 
Folgen fi) nun in unfern Dreieden dicfe genannten Stüde in derfelben Ordnung auf 
einander, jo Fönnen die Dreiede fih dedenz denn legt man A’B’C’ fo auf ABC, daß 
B’C’ genau BC fällt, fo fällt auch B’A’ in die Richtung von BA; aber auch A’ aufA; 
denn geſchähe dieß Iegtere nit, Fönnte alfo A’ zwifchen B und A 3. B. in A” fallen, 
fo wäre CB gleidyartig fowohl mit Winfel CA’B als mit CAB, was unmöglich ift, da, 
wegen der Gleichſchenkeligkeit des Dr. CAA’ der eine diefer Winkel der Nebenwinfel 
des andern ift und fie nicht rechte fein Fönnen, da CB fein Duadrant ift ıc. 

uf. 1. Zwei rechtſeitige Dreicde find entweder congruent oder ſymmetriſch gleich, 
wenn eine von den Seiten, die nit Quadranten find, und der Gegenwinkel des Qua— 
dranten beziehungsweife gleich find. 

3uf. 2. Zwei ſphäriſche Dreiede find entweder unter einander felbft oder das eine 
dem Gegendreied des andern congruent, wenn zwei Winkel und die Gegenfeite desjeni- 
— ihnen, der der Größe eines Rechten am nächſten kömmt, beziehungsweiſe 
gleich ſind. 

Zuſ. 3. Zwei rechtwinkelige Dreiecke find in allen ihren Seiten und Winkeln gleich, 
wenn die Hypotenufe und einer der ihr anliegenden Winfel beziehungsweife gleich find. 

uf. 4. Zwei rechtſeitige Dreiede find in allen ihren Seiten und Winkeln glei, 
wenn zwei Winfelpaare, von denen das eine die Gegenwinfel der Duadranten bildet, 
beziehungsweise glei find. — 

1131. 3wei fphärifhe Dreiede find entweder congruent oder ſymmetriſch gleich, 
wenn zwei Seiten, die in ihrer Größe glei weit vom Quadranten ſich entfernen, ohne 
felbft Duadranten zu fein, und ein Gegenwinkel beziehungsweife glei find. 

Anleit. zum Bew. Es fei wie vorher AC = A’C’, BC — B’C’ und B= PB; 
legt man nun für den Fall, daß diefe gleichen Stüde in beiden Dreieden ſich in derfel- 
ben Ordnung folgen, diefe Dreiede wie beim vorigen Beweife übereinander, fo muß 
auch jetzt A’ auf A fallen, weil aus der Annahme des Gegentheild fowohl in dem Fall, 
wo AC=BC=A’C’=B/C’, als aud) dann, wenn ACH-BC=A'’C+ BC'=r 


nothiwendig folgen würde, daß C der Pol von AB wäre, was nad der Borausfegung 
unmöglich ꝛtc. 
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3uf. 1. Zwei Dreiecke find entweder congruent oder ſymmetriſch glei, wenn zwei 
Winkel, die beide in ihrer Größe ſich gleichweit von der Größe eines Rechten entfernen, 
obne feibft >. zu fein, und eine Gegenfeite beziehungsweife glei find. 

auf. 2. Zwei rehtfeitige Dreiede find entweder congruent oder ſymmetriſch gleich, 
wenn die Gegenwinfel der Quadranten und außerdem nod ein zweites Paar von Win- 
keln beziehungsweife glei find. 

1132. Sind in zwei ſphäriſchen Dreieden zwei Seiten des einen beziehungsmeife 
zwei Seiten des andern glei), die eingefloffenen Winkel aber ungleich, jo hat der 
größere derfelben auch ſtets die größere Gegenjeite, 

Beweis ganz ähnlich dem für die entſprechende Eigenfhaft geradliniger Dreiede, 

1133. Umfehrung des vorigen Sages, 

1134. Sind in zwei ſphäriſchen Dreicden zwei Winkel des einen zwei Winfeln 
des andern beziehungsweife glei, die zwifchenliegenden Seiten aber ungleich, fo hat die 
größere einen größern Gegenwinfel, als die Fleinere, 

1135. Umfchrung des vorigen Satzes. 

1136. Wenn in zwei fphärifhen Dreicden zwei Scitenpaare beziehungsweife gleich 
find, der Gegenwinkel der größern und zugleid dem Duadranten nähern Seite aber in 
dem einen Dreicd größer als in dem andern, fo ift die dritte Seite in dem erjtern Dreieck 
fleiner alö in dem andern. 

Anleit. zum Bew. Es fei in den Dreieden ABC, und A’B’C’AB= AB, 
AC=A’C', aber C/>C. Lege Dreied A’B’C’ fo auf ABC, daß A’C’ genau auf AC 
fällt ; alsvann fällt C’B’ nothwendig jenfeit# CB (von A aus geredinct). Indireet zeigt 
man alsdann, daß, wenn D den Durdfchnitt von AB und C/B’ bezeicpnet, B’ ftets 
zwiſchen C und D fallen muß. Verbindet man endlich noch B mit B’, fo läßt fi ich durch 
Hülfe des gleichfchenfeligen Dr. ABB’ leicht zeigen, daß Winkel CB’B > W. CBB/, 
mitbin CB > C’B’. 

1137. Sind in zwei fphärifchen Dreieden zwei Winfelpaare bezichungsweife gleich, 
die Gegenfeite desjenigen dagegen, welcher der Fleinere und zugleid der einem Rechten 
nähere ift, in dem einen Dreied größer als in dem andern, fo ift der dritte Winfel in je 
nem Dreicd Fleiner als in dieſem. 

1138: Wenn in zwei fphärifhen Dreieden eine Scite und ein anliegender Winkel 
beziehungsweife gleid find, das andere Paar anliegender Winfel dagegen ungleich, jo 
bat der größere auch ftet3 die größere Gegenfeite, 

uf. 1. Umkehrung des Hauptfages. 

uf. 2. Iſt von den beiden gleichen Winkeln jeder in feinem Dreiede der größte 
und zugleid; der einem Rechten nächte, fo ift die andere der ihm anliegenden Seiten in 
demjenigen Dreieck die größere, in weldem der in Nede ftehende Winkel die größere 
Gegenjeite bat. 

Beweis. Andirect. 
uf. 3. Kömmt zu den vorigen Bedingungen noch Bi daß jeder der beiden in 
Rede ftehenden gleichen Winfel < 90° ift, fo ift von den beiden Gegenwinfeln der 
gleichen Seiten in demjenigen Dreieck der größere, in welchem der dritte Winfel Fleiner 
ald in dem andern Dreied ift. 

1139. Unter allen Normalkreisbogen , die fih nad einem Hauptkreife einer Kugel 
von einem Puncte der Sphäre zichen tafien, der nicht der ſphäriſche Mittelpunct jenes 
Kreiſes ift, ift derjenige der größte, welcher durd diefen ſphäriſchen Mittelpunct gebt, 
der Fleinfte dagegen derjenige, welcher den größten zum fphärifhen Durchmeſſer ergaͤnzt. 

Anleit. zum Bew. Unmittelbar aus A. 1121 und aus 564 folgt, daß der eine 
unferer in Rede ftehenden Bogen Fleiner ift als jeder beliebige andere von demfelben 
Puncte nady demfelben Hauptfreife gezogene, der andere dagegen größer. 

Buf. 1. Der Fleinere unferer beiden Bogen mißt daher die Entfernung des Punctes 
vom Umfange des Hauptkreiſes. 

Zuſ. 2. Die übrigen Bogen, welche unſern Punct und Hauptkreis verbinden, wer⸗ 
den deſte kleiner, je mehr ſie ſich dem kleinſten Bogen nähern und deſto größer, je wei— 
ter ſie ſich von ihm entfernen, alfo dem größten ſich nähern. 

uf. 3. Auf derfelben Seite des ſphäriſchen Durchmeſſers, welcher aus dem größ- 
ten und Fleinften der in Nede ftebenden Bogen gebildet wird, taffen ſich daher niemals 
zwei verſchiedene Bogen von gleiher Länge ziehen. 

Zuſ. 4. Auf verſchiedenen Seiten des genannten Durchmefferd dagegen können im= 
mer gleihe Bogenpaare in beliebiger Anzahl gezogen werden, Jedes Paar entfernt fich 


[4 
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gleich weit von dem Pleinften und daher audy glei weit von dem größten unferer Bo— 
gen z und ſchneidet die Peripherie des Hauptfreifes unter gleihen Winkeln. 

uf. 5. Unter den Bogen, welche auf derfelben Seite des mehrgenannten ſphäri— 
ſchen Durdmefferd gezogen werden, ift derjenige, welder feiner Größe nady das Mittel 
zwoifchen dem größten und Pleinften Bogen, auch feiner Lage. nad der mittlere, oder mit 
andern Worten: derjenige Bogen, deffen Länge die eines Quadranten, ift von dem größ« 
ten und Fleinften Bogen gleidhweit entfernt. 


Zuſ. 6, Daber find alle Bogen zwifchen dem Fleinjten und dem mittleren * 


dagegen alle zwiſchen dem größten und dem mittlern > > 


uf. 7, Alle Winkel, welche unfere Bogen mit dem Hauptkreife nad) der Seite 
des Fleinften Bogen: bin bilden, find ſpitze; aber fie unterfcheiden ſich dadurch von’eine 
ander, daß fie vom Fleinften Bogen an gerechnet bis zum mittleren abnehmen, von 
da an aber bis zum größten Bogen wieder zunehmen. Der Fleinjte unter allen diefen 
Winkeln ift alfo derjenige, welden der mittlere Bogen mit dem Hauptfreife bildet. 


1140. Wenn in zwei rehtwinfeligen fphärifchen Dreieden, ein Paar Gatheten 
glei , das andere Paar dagegen zwar ungleidy aber dod fo daß beide < z ‚ jo hat die 


größere Gathete audy ftets den größern Gegenmwinkel, die größere Hypotenufe, aber den 
fleinern anliegenden Winkel, 


1141. Wenn in zwei rechtwinkeligen fphärifchen Dreiecken ein Gathetenpaar gleich, 
die Hypotenuſen aber ungleih und außerdem ſämmtliche Gatheten beider Dreiede ein« 


zeln <- fo gehört zur größern Hypotenufe au ſtets eine größere Cathete; diefe 


lestere bat überdieß ftets einen größern Gegenwinkel aber einen Fleinern anliegenden 
Winkel als die Fleinere Gathete des andern Dreieds. 

1142. Zwei rechtwinkelige fphärifche Dreiede find gleih, wenn eine Gathete ſammt 
ihrem Gegenmwinfel beziehungsweiſe gleich und ſämmtliche Gatheten gleichartig find. 

1143. Wenn in zwei rechtwinkeligen fphärifhen Dreieden, deren Hypotenuſen 
glei find, die eine Cathete des einen fidh weiter vom Duadranten entfernt al die eine 
Gathete des andern Dreiedö, fo findet hinfihtlih des andern Gatbhetenpaares immer 
die entgegengefegte Beziehung Statt d. h. die zweite Gathete des letztern Dreiecks ent—⸗ 
fernt fidh weiter vom Quadranten ald die zweite des erjtern, 

Anleit. zum Bew. Es find mehrere Fälle zu unterfheiden : 


1. Sind die beiden Gatheten gleidhartig und zwar 
a) < * fo wird der Beweis indirect durch Hülfe von . A. 1139, 3. 2 geführt, 
und hieraus mittelft Anwendung des Rebendreiecks. 
b) der Beweis für den Fall hergeleitet, wo jede Gathete > z 


2. Sind die Gatheten ungleihartigz alfo die Hypotenufen > > fo läßt ſich durd 


Hülfe des Rebendreiecks leicht zeigen, daß die Gatheten des einen Dr, beide zu: 
glei größer oder Fleiner ald die des andern find. 


1144. Wenn in zwei rechtwinkeligen fpbärifhen Dreieden, deren Hypotenufen 
gleich find, ein Gathetenpaar ungleich ift, fo bat die größere auch ftet3 einen größern 
Begenwinfel als die Pleinere. 

1145. Umkehrung des vorigen Lehrſatzes. 


1146. In jedem ſphäriſchen Dreied trifft das aus einer Spise auf die Gegenfeite 
gefüllte Perpendikel diefe Seite felbft oder deren Verlängerung, je nahdem die diefer Seite 
anliegenden Winkel gleichartig oder ungleichartig find. 

Bew, Andirect — geftugt auf A. 1121. 

auf. 1. Liegt das Perpendifel innerhalb des Dreiecks, fo ift e3 gleichartig mit 
den an der Seite, auf die es gefällt worden, anliegenden Winkeln; fällt es außerhalb, 
fo iſt es gleichartig mit demjenigen der beiden genannten Winkel, dem es gegenüber fteht. 

Zuſ. 2. Das Perpendikel liegt ſtets demjenigen Winkel an der Grundlinie (Seite, 
auf die das P. gefällt worden) näher ald dem andern, welder einem Rechten der nähere 


R , — * 
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iſtz und derjenigen Seite am nädften, welde fih am weiteften ihrer Größe nah vom 
Duadranten entfernt. 

3uf. 3. Iſt au einer von den Winfeln, die an der zum Perpendifel gebörigen 
Seite liegen, unbefannt, fo läßt ſich doch öfters die Lage der Senkrechten noch beſtim— 
men‘, wenn man nur den andern anliegenden Winkel, und die beiden Dreicdsfeiten Eennt, 
auf welche die Senkrechte nicht gefällt wird. Iſt nämlich A die Spige, von der das 
Perpendikel ausläuft, alfo die Seiten b, c und einer ihrer Gegenwinfel z. B. B be 
Fannt, fo fällt, wenn ce dem Quadranten nit näher ift alö b, die Senf: 
rechte innerhalb oder außerhalb des Dreieds, jenachdem c mit B gleidartig oder ungleich— 
artig ift. 

Anmerkung. Ohne die Erfüllung der Bedingung, daß die Gegenſeite de3 unbe: 


kannten Winkels dem Duadranten nicht näher Eomnie, als die Gegenfeite des befann: 
ten, bleibt es zweifelhaft, ob die Senfrechte innerhalb oder außerhalb des Dreicds 


falten wird, 

1147. Sind in einem fphärifhen Dreicde zwei Seiten dem Quadranten gleid 
nabe, fo werden die dritte Seite und ihr Gegenwinkel durd einen und denfelben Bo— 

en balbirt, 

> 1148. Soll ein ſphäriſches Dreied conftruirt werden aus drei gegebenen Stüden 
von folder Beſchaffenheit, daß unter ihnen eine Seite und ihr Gegenwinfel fidy befin- 
den, fo giebt ed Dann, aber auch nur dann, zwei verſchiedene Dreiede, dic der vorge: 
ſchriebenen Bedingung genügen, wenn das dritte der gegebenen Stüde dem Duadranten 
oder Rechten näher ift, als das gleichnamige von den beiden erftern gegebenen. 

1149. In jedem ſphäriſchen Dreied haben die Kreisbogen, weldye die Winfel des 
Dreiecks halbiren ‚-einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunct. 

Beweis, Ganz ähnlich dem für den entſprechenden Sag ebener Dreiecke geführt, 
durch Hülfe des frühern Satzes A. 1130, uf. 3. 

Zuſ. 1. Dieſer Durchſchnittspunct der drei Winkelhalbirenden iſt gleichweit ent— 
fernt von den Seiten des Dreiecks. 

uf. 2. Diefer Durchſchnittspunct ift daber auch der fphärifche Mittelpunct des 
Kreifes, welcher fih in das Dreieck d. h. fo beſchreiben läßt, daß er die Seiten des 
Dreicds berührt. (A. 1139). 
er merkung. Diefer Kreis fol daher innerer Berübrunggfreig genannt 


1150. In jedem fphärifchen Dreied haben aud die drei Kreisbogen einen gemein: 
ſchaftlichen Durchſchnittspunct, melde einzeln zwei Außenwinfel des Dreicds und den— 
jenigen der innern Winkel halbiren, der nit als Nebenmwinfel zu jenen äußern gehört. 
.„ „Anmerkung. Es giebt daher für fphärifche Dreiecke eben fo wie für ebene, drei 
äußere Berührungskreiie, von denen man jeden als derjenigen Dreiedsfeite zugehörig 
betrachtet, welche er von außen berührt. 

1151. Sind in einem fphärifhen Dretede zwei Seiten zufammen glei der Hälfte 
vom Umfange eines Hauptkreifes, ſo ift der der dritten Seite zugehörige äußere Be: 
rührungsfreis gleich dem innern Berührungskreife des Dreiecks. 

1152. Bei jedem ſphäriſchen Dreied haben die drei Bogen, weldye deffen Seiten 
unter rehten Winkeln halbiren, einen gemeinfhaftlihen Durdfdnittöpunct. 

Anleit. zum Bew. Errichte auf zwei Seiten in ihren Halbirungspuncten Senf: 
rechte, und zeige, daß dur die aus dem Durchſchnittspuncte derfelben auf die dritte 
Seite gefällte Senkrechte diefe Seite halbirt wird. j 

' 3uf. 1. Diefer Durchſchnittspunct ift gleihweit von den drei Eden des Dreieds 
entfernt. 

uf. 2. Er ijt daher der fphärifhe Mittelpunct des äußern Kreifes, d. h. des- 
jenigen welder fih um das Dreieck beſchreiben läßt. 

1153. Die fpbärifhen Nadien vom dußern Kreiſe eines beliebigen Dreicds und 
vom innern Kreife feines Polardreiecks ftehen immer in foldyer gegenfeitigen Beziehung, 
daf der eine das Gomplement des andern ift. 

Anleit. zum Bew. Berbinde den Mittelpunct des äußern Kreifes vom Urbreicd 
mit deffen Spigen und verlängere dieſe Nadien über den Mittelpunct hinaus, bis fie 
die Seiten des Polardreiecks ſchneiden. 

1154. Die beiden Kreife, von denen der eine um ein beliebiges Kugeldreieck, der 
andere in deffen Polardreieck beſchrieben ijt, find ftets Parallelkreiſe diefer Kugel, 


Anmerf, Die Säbe von 1099 big zu Ende find in der Hauptſache entnommen aus 
24 DRUIDEN Schrift: C. F. Schulz Lehrbuch der elementaren Sphärik. Leipzig 1833, 
j eite in 8. 
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Aufgaben 


aus dem Gebiete der Elementargeometrie. 


Einleitung. 


578. Man fagt, nach dem Vorgange der Alten, eine Aufgabe 
werde geometrifch und zwar fireng geometrifch gelöft, wenn 
alle nöthigen Konftrustionen nicht nur mit vollkommener Beftimmtheit 
und Sicherheit d.h. ohne alles Probieren oder etwas dem ähnliches fich 
ausführen laffen, fondern auch nichts weiter erfordern, als gerade Bi: 
nien und Kreife, alfo feine andere Hülfe in Anfpruch nehmen, als die: 
jenige, welche Lineal und Zirkel gewähren können. 

Anmerfung. Seit der Zeit des franzöſiſchen Geometers Descartes bat der Aus— 
drud geometrifhe Auflöfung eine weitere Bedeutung erhalten, indem man eine Auflö— 
fung wohl aud dann noch geometriſch nennt, wenn außer geraden Linien und Streifen 
nod) andere Linien, wie z. B. die Kegelfhhnitte zu Hülfe genommen werden, In dem 
Er ift die Ältere und engere Bedeutung unferes in Rede ftehenden Ausdrucks bei- 

chalten. 
| 579. Die Aufiöfungen aller geometrifchen Aufgaben ftüßen ſich 
auf folgende vier 


Forderungsfäge. 


1. Von einem gegebenen Puncte aus eine Gerade zu ziehen, welche 
entweder von unbegrängter Länge, oder gleich lang mit einer an: 
dern gegebenen Geraden ift, oder durch einen zweiten gegebenen 
Punct geht. 

2. Eine Gerade beliebig weit zu verlängern. 

3. Von einer gegebenen Geraden ein beftimmtes und begränztes 
Stuͤck abzufchneiden, welches gleiche Länge mit einer beftimmten 
und gegebenen Geraden hat. 

4. Von einem gegebenen Punct mit einem Radius von gegebener 
Länge einen Kreis zu befchreiben. 

580. Außerdem bedarf man noch der Hülfe folgender, fchon aus 
früherem Gebrauche bekannter, | 


Grundſaͤtze. 


1. Zwei Gerade fallen in ihrer Richtung zuſammen, bilden alſo nur 
eine einzige Gerade, wenn zwei Puncte der einen auch zugleich 
der andern angehoͤren. | 

v. Swinden Geometric. 31 
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2. Serade Linien, welche fih fchneiden, oder von demfelben Puncte 
auslaufen, haben außer dem Puncte, in welchem fie fich fehnei: 
den oder von dem fie auslaufen, durchaus nichts mit einander ge: 
mein; diefer Punct ift alfo das Einzige, was allen Linien zugleich 
angehört. , 

3. Gerade Linien, deren beiderfeitige Endpuncte zufammenfallen, 
derfen einander, find alfo gleich lang, und umgekehrt, find ge: 
rade Linien gleich, fo laffen fie fi immer fo auf einander legen, 
daß ihre Endpuncte zufammenfallen. 

4. Defchreibt man aus den Endpuncten A und B einer Geraden AB, 
als Mittelpuncten zwei Kreife, mit einem und demfelben Nadius 
(AB, BA) welcher eben fo groß oder größer als diefe Linie ift, fo 
müffen fi die Peripherien diefer Kreife nothiwendig und immer 
begegnen. 

Anmerkung. Man fehe die frübern Anmerkungen p. 5- 

581. Um eine aufgeftellte Aufgabe auflöfen zu können, wird vor 
Allem Sachkenntniß d. 5. Kenntnig der Eigenfchaften des Naumgebil: 
des erfordert, um welches es fich in der Aufgabe handelt. Aus die: 
fem Grunde ift in dem Vorhergehenden bei jedem einzelnen derjenigen 
Lehrfäge, auf denen vorzugsweife die Auflöfung einzelner Aufgaben be: 
ruht, auf die betreffende Aufgabe felbft hingewieſen werden. 

Bietet eine Aufgabe für den, der fie löfen foll, Schwierigkeiten 
dar, fo dag es ihm nicht fogleich gelingt, die Eigenfchaften zu ent: 
decken, von denen die Loͤſung abhängt, fo ift es meift rathfam und 
zum Ziele führend, daß man fich eine Figur conftruire, in welcher man 
das erft noch zu Vollbringende als vollbracht, oder das Gefuchte als ge: 
funden anfieht, und durch genauere Betrachtung diefer Figur folche ein: 
fache Beziehungen zu entdecken fucht, auf welche man die zur Löfung 
der Aufgabe nöthigen Konftructionen fügen kann. Als Beifpiel zur 
Erläuterung des Geſagten möge die 15te Aufgabe des fünften Buches 
dienen. Iſt nämlich NO (Fig. 84) die gefuchte Linie, welche die bei: 
den gegebenen Kreife in N und O berührt, und man zieht NG und OK, 
fo find diefe offenbar als Sentrechte auf NO parallel; alfo ift, wenn 
KP || NO gezogen wird, NOKP ein Rechte, und mithin GP gleid) 
dem Unterfchiede der beiden Kreishalbmeſſer (alfo eine bekannte Größe): 
alfo berührt der Kreis, welchen man mit GP ale Radius von G aus 
confteuirt, die Gerade KP — und hierauf ffürt man die Auflöfung der 
in Rede ftehenden Aufgabe. 

Hat man die Auflöfung einer Aufgabe zu Stande gebracht, fo ift 
noch übrig, darzuthun, daß diefelbe auch allen Anforderungen voll 
fommen genäge. Dieß gefchieht In dem Beweife. Hierbei nimmt 
man natürlich die Huͤlfe vorzugsweife derjenigen Lehrfäge in Anfpruch, 
welche ſich auf die Eigenfchaften des Conſtruct's beziehen, welche der 
Auflöfung zum Grunde gelegt wurden. 

Anmerkung. Beiden in dem Folgenden behandelten Aufgaben iſt die Auflöfung wenig: 
ſtens angedeutet, indem auf die Forderungsfäge oder frübern Aufgaben hingewieſen ift, 
auf die man die in Rede ftehende Aufgabe zurückbringen kann; eben fo ift der Beweis 
angedeutet, durch Anführung der bei ihm zur Anwendung Fommenden aus dem Vorher— 
gehenden befannten Lehrſätze. | 
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Erſtes Bud. 
Bon geraden Linien und Winkeln. 


Erfter Abſchnitt. 


Aufgaben die gleichen, fenfrechten, parallelen Geraden 
betreffend, 


982. Von einem gegebenen Puncte C (Taf. VIL, Fig. 1.) aus 
eine Serabe CG zu ziehen, welche gleich einer gegebenen Geraden AB. 

Eucl. T, 2. 

Auflöfung. Durch den erften (der in der Einleitung angeführten) 
Forderungsfaß und den vierten Grundſatz. Man befchreibt naͤmlich 
folgende Kreife: Aus A und C mit dem Nadius CA, aus A mit AB 
und aus D mit DE. 

Anmerfung. Diefe Auflöfung ift die des Euclides, Inzwiſchen weiß ih nicht, 
ob man, ohne geometriſcher Strenge und Schärfe etwas zu vergeben, nit auch Fürzer 
fo fagen könnte: Befchreibe von G aus mit einem Radius gleih AB einen Kreisbogen 
und verbinde einen feiner Puncte mit dem Mittelpuncte,. — In der Praris wenigitens 
gcht man immer auf diefe Weife zu Werke. 

583. Wenn zwei ungleiche Gerade AB und C (Taf. VII, Fig. 2.) 
gegeben find, von der größern ein Stück abzufchneiden, welches gleich 
ift der Fleinern. j 

Eucl. I, 3. 

Aufloͤſung. Mittelft der vorhergehenden Aufgabe mahe AD=C, 
und wende dann den vierten Forderungsfaß an. 

Anmerkung. Auch diefe Auflöfung ift von Euclides. Sollte man nicht der geome- 
triſchen Strenge in gleihem Grade genügen, wenn man fagte: Beſchreibe aus A mit 
einem Radius AE—=C cinen Kreisbogen DEF? — Xn der Praxis verfährt man im- 
mer auf diefe Weife, 

584. Auf einer gegebenen Geraden ED (Taf. VII, Fig. 3.) in 
einem gegebenen Puncte C eine Senfrechte (CF) zu errichten. 

Eucl. I, 11. — L. G. I, Afg. 2. 

Auflöfung Nimm beliebig CB, und mache ihr gleich CA und 
führe dann geftäßt auf den Aten Forderungsfaß, und den 4Aten Grund: 
faß die übrigen Conftructionen aus, die Fig. 3 andeutet. 

Vorber. zum Bew. Ziehe FB, FA. 

Bew. Entweder aus 50 oder aus 51, Zuf. 4. 

985. Auf einer gegebenen Geraden AB (Taf. VII, Fig. 4) in 
einem ihrer Endpuncte B eine Senfrechte (BD) zu errichten, 

L. G. II, Ag. 2, Anm. 

Erfte Auflöfung. Werlängere AB über B hinaus und verfahre 
aledann, wie in der vorigen Aufgabe. 

Zweite Auflöfung. Fig. 5. Beichreibe von A und B aus zwei 
Kreife mit demfelben Radius, ihren Durchfchnittspunet (Grundfaß 4) 
G verbinde mit A, nimm CD=DA, und ziehe DB, fo ift diefe die ge: 
fuchte Senkrechte. 

ke a 
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Bew. 51, Zuf. 3, 51, und 38 angewandt auf Dreieck BCN. 
Oder, indem man aus C mit CA den Kreis ABFDG befchreibt, aus 246. 

586. Bon einem Puncte F (Taf. VII, Fig. 6) außerhalb einer 
Geraden AB eine Senkrechte auf-diefe zu fällen. 

Eucl. I, 12. — L. G. II, Xufg. 3. 

Auflöfung. Geſtuͤtzt auf den Forderungsfaß 4 macht man zuerft 
eine Conftruction aus F, und dann, mit Berüdfichtigung von Grund: 
faß 4, ähnliche aus Dund E, und zieht FHG; fo ift diefe die Gefuchte. 

Vorber. Ziehe FD, FE, GD, GE. 

Beweis. Aus 51, Zuf. 5. 

587. Bon einem gegebenen Punct E (Taf. VII, Fig. 7) aus 
eine Gerade EG zu ziehen, welche parallel mit einer gegebenen Gera: 
den JM. 

Eucl. I, 31. — L. G. II, 6. 

Erfte Auflöfung. Ziehe dur E beliebig die ED und conftruire 
nach Anleitung der Aufg. 593 einen Winkel GED, weldher = EDI. 

Bew. Aus 26. 

Zweite Auflöf. Aus E fälle (586) die Senkrechte EJ, inD er: 
richte (584) eine ſolche DK, mache fie gleich JE und verbinde E.mit K, 
fo ift EK die Gefuchte. 

Bew. Aus 31. 


Zweiter Abfchnitte. 
Von der Theilung gerader Linien. 


588. Eine gegebene Gerade DE (Taf. VII, Fig. 6) in zwei 
gleiche Theile zu theilen, 

Eucl. I, 10. — L. G. II, Aufg. 1. 

Auflöfung. Wende den Grundſatz 4 zu einer Conftruction von D 
und E aus, und zwar zweimal an, fo daß das eine Bogenpaar fich 
in F, das andere auf derfelben oder der entgegengefeßten Seite von DE 
in G fich fchneidet, ziehe FG, fo ift H der gefuchte Theilpunet. j 

Vorder. zum Bew. Ziehe FD, FE, DG, GE. 

Dew. Aus 51, Zuf. 5. 

589. Eine gegebene Gerade BA (Taf. VII, Figg. 8 und 10) in 
eine beliebige Anzahl gleicher Theile zu theilen. 

Clavius zu Eucl. VI, 10. — L. G. III, Xufg. 1. 

Erfte Auflöf. Ziehe durch B die BH beliebig, nimm auf ihr fo 
viel Stüce BC, CD :ıc. von beliebiger aber gleicher Länge, als Theile 
für BA verlangt werden, verbinde H mit A, und ziehe durch Huͤlfe 
von 587 die Geraden GV, FU, ET, DS, CR. 

Dew. Aus 63, Zuf., oder auch aus 195, Zuf. 2. 

Zweite Auflöf. Durch einen beliebigen Punct P (Fig. 10) und 
durch einen der Endpuncte von AB ziehe die unbegrängte Gerade PAC, 
ferner durch P eine Parallele PH mit AB, auf diefer nimm fo viel 
Stuͤcke PD, PE ıc. von beliebiger aber gleicher Länge, als gleiche 
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Theile für AB verlangt werden, ziehe durch H und B die Gerade HBC, 
und verbinde die Puncte J, D, E, F, Gmit C ıc. 

Dew. Aus 198, Zuf. | 
Anmerkung. Die Auflöfung diefer Aufgabe, welde durch Hülfe des Proportional- 
te Stande gebradt wird, kömmt mit diefer zweiten überein. Siche die Anmerk. 
zu . 

590. Bon einer gegebenen Geraden einen beftimmten Theil der: 
felben abzufchneiden. 

Eucl, VI, 9. 

Auflöfung. Durch die erfte Auflöfung der vorhergehenden Aufgabe. 

Dew. Aus 63, oder aus 195, Zuf.-2. 

— In der Praxis bedient man ſich hierbei mit Nutzen des Proportio— 
n 3. 

591. Eine Gerade. AB (Taf..VIL, Fig. 11) in zwei folhe Stü: 
ke zu theilen, daß das Rechteck aus der ganzen Linie und dem einen 
BCder Stücke gleichflächig ift dem Quadrate, das über dem andern AC 
conftruirt wird; oder (210) eine gegebene Gerade nach dem äußern und 
mittleren Verhältniß zu fchneiden. 

Eucl. IT, 11 und VI, 30..— L. G. III, Aufg. 4. 

Auflöfung und Beweis. Aus 96. 

Anmerfung. Diefe Aufgabe fällt zufammen mit der fpätern 639, Siehe die 
Anmerk. zu 210. 

592. Wenn zwei gleiche oder ungleiche gerade Linien AB und CD 
(Taf. VII, Fig. 12) gegeben find, die eine von ihnen CD fo zu ver: 
längern, daß das Rechteck aus der ganzen verlängerten Linie (CL) und 
aus der Verlängerung (DL) gleichflächig ift dem über der andern Linie 
conftrnirten Quadrate. 

Clavius zu Eucl. III, 36. 

Auflöfung. Ziehe die Sentrechte CG (585) und mache fie gleich 
AB. Wende dann auf CD die frühere Aufg. 588 an, conftruire aus 
E mit CE einen Kreis, ziehe GJEH, und nimm DL=G)J. 

Bew. Aus 259. 


Dritter Abfchnite. 
Bon den Winkeln. 


593. Bon einem gegebenen Puncte A (Taf. VII, Fig. 13) einer 
gegebenen Geraden AB aus eine Gerade AG zu ziehen, welche mit AB 
einen Winkel GAB bildet, der gleiche Größe mit einem gegebenen Win: 
kel JDU hat. 

Eucl. T, 23. — L. G. II, Xufg. 4. 

Auflöfung. Verbinde zwei beliebige auf den Schenteln des Wins 
kels JDH genommene Puncte C und E unter einander, und conftruire 
nach Anleitung von 600 ein Dreieck AFG, deffen Seiten AF, AG, 
FG beziehungsweife gleich find den Seiten DE, DC, CE des Dreis 
ed DCE. 

Bew. Aus 50. 
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394. Bon einem Puncte F (Fig. 14) außerhalb einer Geraden 
eine andere nad) ihr zu ziehen, welche mit derfelben einen Wintel FAB 
bildet, der gleich ift einem gegebenen Winkel C. 


Auflöf. Nimm D beliebig auf BA, fuche ED nad) Anleitung der 
vorhergehenden Aufg. und dann FA nad) 587. 


Bew. Aus 24. 


595. Einen Winkel zu conftruiren, welcher dag Doppelte, Drei: 
fache, Vierfache ꝛc. eines gegebenen Winkels ift. 


Newton Arithm, univ. Probl, 29. 


Auflöf. Nach hinreichender Verlängerung der Schenkel des ge: 
gebenen Winkels nimm BA (Fig. 17) beliebig, mache BC —BA, 
D=BC, DE=CH, FE=DE x. Alsdann ift: CBD— Q4, 
DCE=3A,EDF—=A4A ı. 

Bew. Aus 51, und 38. ; 

Anmerkung 1. Kömmt man zu einer Linie, die auf einem der Winkelſchenkel ſenk— 
recht ftcht, fo kann man nicht weiter gehen, weil ſich atsdann Feine Linie mehr ziehen 
läßt, melde der Bedingung Genüge leitet. 

Anmerfung 2. Auch aus diefer Gonftruction laſſen fi die Werthe für die Sinuffe 
und Gofinuffe des Doppelten, Dreifahen zc. eines gegebenen Winkels herleiten. Man 
ziehe die Senfredten Bb, Cc, Dd, Ee, Ff. 


1. Da AACc® A ABb, fo ift AB:Bb = AC:Cce di. sin tot:sinA= 
2 cos A : Cc, mithin: 


Ce = sin cBC = sin 2A — 2 sin A.cos A 


sin. tot, 
2. AC:Ac= AB: Abi. 2 cosA: Ac — sin. tot. : cosA, aljo 
2 cos?A 
Ac mm —— t ⸗ñ — d 
sin. tor on 
- ‘ 2 
Be = cos?A=Ac— AB = — — sin.tot. 
sın. tot, 


_ _2 c0s?A — (sin?A -4 cos?A) 


sin, tot, 
cos?A — sin?A 
* sin. tot. 


3. A Ace A ADd, alfe 
AC:Ccc=AD:Dd—=AB-+-BD: Dad vi. 
2 cosA : sin2A = sin, tot + 2c0os2A:sinZA, 
alfo, wenn der Kürze halber sin. tot. — | geſeht wird, 
— sinza + 2sin2A cos2 A 
2cos A 
= sin A— 2sinA (cos?A — sin?A) 
— 25sinA + 2sinA — 4sin?A 
— 4sinA — 4sin3A. 
Diefe Formeln find, wie man jicht, diefeiben, welde wir früher (367, Anmerk. 3) 
gefunden haben, 
3%. Einen gegebenen Winkel ACB (Taf. VII, Fig. 15) in zwei 
gleiche Theile (ACF, BCF) zu theilen. 
Eucl. 1,9. — L. 6. I, Aufg. 5. 
Auflöfung. Nimm CD — CE; von D und E aus conftruire nad) 
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Anleitung von Grundfaß 4; den fo gewonnenen Durchfcehnittspunct F 
verbinde mit C; fo ift FC die gefuchte Halbirende. 

Dew. Aus 51, Zuf. 5. 

Anmerkung. Dur bloße Wirderhohlung des eben angegebenen Verfahrens Fann 
man jeden gegebenen Winkel in vier, acht, ſechszehn .... allgemein in 2u gleiche 
Theile tbeilen. 

597. Einen rechten Winkel BCA (Fig. 16) in drei gleiche Theile 
zu theilen. 

Clavius zu Eucl. I, 32. 

Auflöfung. Conftruire über AC nad) Anleitung von 601 das 
gleichfeitige Dreieck ACE und halbire den Winkel ECA. — Der 
nimm CA — CB und befchreibe aus C und A und B mit diefer Länge 
als Radius drei Kreisbogen ıc. | 


Bew. Aus 51, Zuf. 3. 


598. Einen rechten Winkel BCA (Fig. 18) in fünf gleiche Theile 
zu theilen. 
Clavius zu Eucl. I, 32. 


Auflöfung. Beſchreibe über CA, oder einen Theil davon CE nach 
Anleitung von 610 das gleichfchentelige Dreieck CDE, in welchem je: 
der Winkel an der Srundlinie doppelt fo groß, als der Winkel an der 
Spige, und 2 DCE (596, Anm.) in vier gleiche Theile. 

Dew. Aus 97, und 97, Zuf. 3. 

Anmerkung. Es ift im Allgemeinen unmöglid einen Winfel durd bloße Hülfe des 
Lincald und Zirfels ftreng geometriſch in eine ungerade Anzahl gleicher Theile zu theilen. 
Nur der rechte Winfel bildet für den Fall der Dreitheilung und Zünftheilung eine Aus: 
nabme von Diefer allgemeinen Regel, 

599. Allgemeine Anmerkung über die Trifertion oder Dreithei: 
lung der Wintel. 

Die Aufgabe einen Winkel ftreng geometriſch (578) in drei gleihe Theile zu thei— 
len gebörte im Alterthum zu den berühmten und berüchtigten Problemen wegen der un: 
überfteiglihen Schwierigkeiten, welche fie der Elementargeometrie entgegenftellt, 

Bebandelt man die Aufgabe: algebraifh, fo wird man, wie wir furz vorber (595, 


Anm. 2) gefeben haben, auf eine Gleihung vom dritten Grade geführt, nämlid auf 
die Gleidhung : 


. 4 sın?a ‚ 
3 sina — —-— = sin3a, oder 
r 
g A 3r?2 2 r?sina 
su? — — — ‚„sm— — — — 
3 4 3 4 


wenn nämlich sin. tot = r gefegt wird. Gubifhe Gleihungen laſſen fid aber durch 
bloße Hülfe von Zirkel und Lineal nicht auflöfen oder geometriſch conftruiren. 

Schon früber ift an mehrern Stellen von diefer Aufgabe gehandelt worden ; nament- 
lich in der zweiten Anmerkung zu 53, in 257, in 343, Zul. 1, und in 343, Zuf. 2. 
Die auf dem, was in den angeführten Stellen bemerkt worden ift, berubenden Verſuche, 
die Aufgabe zu Iöfen, ftimmen alle darin überein, daß man durch Probiren eine Gerade 
findet, die gewiffe Bedingungen erfüllt, und eben dadurd das Berlangte leiftet, 

1. Es fei KCE (af. VII, ig. 19) der zu theilende Winkel, Nimm Cz beliebig, 
befehreibe mit ihr aus C einen Kreis, und ziehe durch g nad dem über den Scheitel 
binaus verlängerten andern Schenfel EC die Gerade gGA durd Probiren fo, daß 
GA = Cg, d. h. gleih dem Radius des befchricbenen Kreifes. Der Winkel GAC 
ift = 4 KCE. Der Beweis ift leicht. 

2. 68 fei PCQ (Fig. 24) der geaebene Winfel. Aus C mit beliebigem Nadius GA 
befehreibe einen Kreis, deſſen Peripherie den andern Schenfel CQ in D ſchneidet. 


. 
— 


⸗ 
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Biche die Schne AD und alddann durch Probiren CFG fo, daß DF=DG; es 

ift W. GCQ=} PCQ. 

Bew. Aus 342, Zuf. 2. 

Es laffen fi noch mehrere Auflöfungen geben, aber fie find alle von dicfer Art. Man 
nennt fie mehanifhe Auflöfungen, indem fie auf dem befondern Gebraude änes 
Werkzeugs (des Lineald) beruhen, der aber nicht mit voller Sicherheit und Bejtinmt: 
heit gefchieht, fondern auf ein Probiren binausläuft, 

3. Die Alten wandten zur Auflöfung unferer Aufgabe unter andern auch eire be 
ftimmte frumme Linie an, Quadratrix des Dinostratus genannt, welche Diefer, 
oder, mie id glaube, Hippias (ſiehe 332, Anm. 6) erfunden hatte, um jeden 
Winkel in eine beliebige Anzahl gleiher Theile zu theilen. Ueber diefe frumme 
Linie und ihre Anwendung zu der im Rede jtehenden Aufgabe ſehe man Clarius im 
Anbange zu Eucl. VI, und deſſen geometria practica Lib. VII, Appendix; 
ferner Käſtners geom, Abb. IL, p. 218. Wie die Aufgabe durch Hülfe der Ke— 
geljhnitte gelöft werden fann, erflebt man unter andern aus dem dritten Buche der 
Geometrie von Descartes. 

4. In der Prarid bedient man fi) häufig de& Transporteur, indem man durd 
feine Hülfe die Menge der Grade zu beftimmen fucht, melde der zu theilende Win— 
Fel enthält, und die desfalls gefundene Zahl durch 3 dividirt. Doch eine folde 
Löſung der Aufgabe ift rein mechaniſch und darum nicht geometriſch. 

Es ift bereits bemerft worden, daß der rechte Winkel für die beiden Fälle der Drei: 
theilung und Fünftheilung bier eine Ausnahme madt. Es ift dieß für die Dreitheilung 
auch leiht aus Fig. 20 zu erfehen. Denn damit gAC—=30° fei, muß AgC = 60°, 
alfo, weil CG=Cz ift, Dreicd CGg gleihfeitig fein; mithin ift Gg ftreng geome: 
triſch beftimmt. 


Zweites Bud. 
Ron der Eonftruction geradliniger Figuren. 


Erfier Abſchnitt. 


Don der Eonftruction geradliniger Figuren aus gegebenen 
Seiten und Winkeln, 


600. Aus drei gegebenen Geraden A, B, C (Taf. VII, Fig. 22) 
von denen je zwei zufammen größer als die dritte find, ein Dreied 
EHF zu conftruiren. 

Eucl. I, 22. — L. G. II, Xufg. 10. 

Auflöfung. Nimm EF=C, und beſchreibe aus E und F Kreift, 
deren Radien vefpective gleich Aund B find; einen ihrer Durchſchnitts— 
puncte wie H verbinde mit E und F. 

Anmerfung. Der Grund, warum von den gegebenen Linien die Eigenſchaft vers 
langt wird, daß je zwei zufammen größer als die dritte find, erbellt aus 43. 
601. Ueber einer gegebenen Geraden AB (Fig. 23) ein gleich: 
feitiges Dreieck ABC zu befchreiben. 
Eucl. T, f. . 
Auflöf. Durch Anwendung von Grundfag 4. 
602. Ueber einer gegebenen Geraden AB (Fig. 24) ein gleich: 


fchenteliges Dreie ABC zu befchreiben. 
Clavius zu Eucl. I, 1. 
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Auflöf. Durch Anwendung von Grundfaß 4. 
Anmerkung. Man befchreibt auf ähnliche Weife, nur indem man ungleiche Kreife 
conjtruirt, ein ungleichfeitiges Dreicd über einer gegebenen Geraden. 
603. Ein Dreieck zu confteniven, wenn eine Seite und zwei 
Winkel gegeben find. 
L. G. II, Xufg. 9, 


Aufidf. Ziehe aus A und B (Fig. 24) die Geraden AC und BC 
unter Winkeln, welche beziehungsweife den gegebenen gleich find, und 
verlängere diefe Geraden bis zum gegenfeitigen Durchfchnitt. 
Anmerkung 1. Gleich leicht und einfach ift die Gonftruction eines Dreieds, wenn 
zwei Seiten und der eingefdhloffene Winfel gegeben find. Statt des eingefhloffenen Win: 
felö kann aud) einer der Gegenmwinfel gegeben fein, wenn nur entweder derſelbe ein rech— 
ter oder jtumpfer ift, oder man weiß, daß die beiden andern fpig find, oder, im Fall 
einer derfelben ftumpf “ welder Seite er gegenüber fteht (49). 

L. G. If, Xufg. 1 


Anmerfung 2. Er nur die drei Winfel eines Dreiecks gegeben, fo iſt auch nur 
die Geftalt, aber nicht die Größe deffelben befannt (50, Anm. 2). Man Fann daher 
auch nur ein dem in Rede ftehenden ähnliches Dreied conftruiren. Die Gonftruction 
felbft wird fehr leicht durch Hülfe von 593 ausgeführt, 

604. Ueber einer gegebenen Geraden ein Quadrat zu conftruiren, 


oder ein Rechteck, wenn auch deffen andere Seite gegeben ift. 
Eucel. I, 46. 


Auflöfung für das Quadrat. Conſtruire AD und BC (Taf. VII, 
Fig. 25) durch Huͤlfe von 585 und 583, und ziehe dann DC; oder 
conftruire auf dem angedeuteten Wege log AD, und befchreibe aus B 
und D zwei Kreife mit dem Radius AB. 

Dew. Aus 58, und 56, Zuf. 2. 

Anmerkung. Die Gonftruction ändert fih im Wefentlihen gar nicht, wenn man ans 
ftatt des Quadrates ein Rechteck verlangt; AD und BC werden natürlidy gleidy der an— 
dern gegebenen Rechtecksſeite gemadt, 

605. Die beiden beftimmenden Seiten eines Rechtsecks zu fin: 
den, wenn deren Summe AE (Fig. 26) und die Diagonale AC ges 
geben ift. 

Aufldfung. Befchreibe über AC als Durchmeffer einen Kreis, er: 
richte auf AC in C die Senfrechte CF und mache jie gleich AG; ziehe 
AF, welche in D halbirt wird (51, und 246). Aus D befchreibe über 
AF den Halbkreis ACGF, und von A aus mit AE den Bogen EG, 
jiehe endlich ALG, fo ift AL die eine und LC die andere der gefuchten 

echtecfsfeiten. 

Bew. Da Bogen AC ein Duadrant, fo ift W. AGC==45°, 
alſo = W. LEG da W. CLE —= 90° ꝛc. 


606. Die beiden beftimmenden Seiten eines Rechtsecks zu fin: 
den, wenn ihr Unterfchied AP (Fig. 26) und die Diagonale AG ge: 
geben ift. 

Auflöfung. Diefelbe Eonftruction, wie bei der vorigen Aufgabe, 
mit dem einzigen Unterfchiede, das man anftatt mit der Summe AE 
jet mit dem Ulnterfchied AP einen Kreisbogen befchreibt; ift R deffen 
Durchſchnittspunct mit der Peripherie des Kreifes über AF, fo ziehe 
ARB und CB. Dreieck ABC ift die Hälfte des gefuchten Rechtecks 

Bew. Da W. ARO3 R (244) fo iſt Dr. BRC gleichfchens 
felig, alfo AB — BC = AP ıc. 


— 


490 Aufgaben. Zweites Bub. 


607. Ein Quadrat zu confiruiren, wenn der Ueberſchuß AB 
(Taf. VII, Fig. 28) der Diagonale über die Seite gegeben ift. 

Clavius zu Euel. II, 13. 

Auflöfung. Beſchreibe das Quadrat ABCD, ziehe die Diagonale 
BD und verlängere fie fo, daß DE—=DA; BDE ift die Seite des ge: 
fuchten Quadrates ıc. 

Bew. Aus 62. 


608. Wenn von einem rechtwinkeligen Dreieck die Hypotenuſe 
A oder CD (Fig. 27) und die eine Kathete B gegeben find, die andere 
Cathete zu finden. 


Auflöfung. Beſchreibe über CD einen Halbkreis, und von C oder 
D aus mit B einen Kreisbogen, deffen Durchfchnittspunet E mit der 
erftern Kreislinie verbinde mit D. 

Dew. Aus 246. 


609. Ein gleihfchenfeliges Dreieck zu conftruiren, deffen Grund: 
linie größer als jeder Schentel, 

Auflöfüng. Nach Anleitung von Fig. 9. 

Bew. Aus 245, Zuf. 6. 

610. Ein gleihfchenteliges Dreieck CAB (Figg. 30 und 31) zu 
conftruiren, in welchem jeder Winkel an der Grundlinie BC doppelt fo 
groß, als der Winkel an der Spitze. 

Eucl. IV, 10. 

Erfte Auflöfung. Ziehe eine beliebige Gerade AB, theile fie im 
Puncte nady dem Außern und mittlern Verhaͤltniß (591), befchreibe 
alsdann aus A mit AB einen Kreis, mache die Sehne BC—= AD und 
iehe AC. 

Vorbereit. Man denke ſich durch die drei Puncte A, D,C ei 

nen Kreis befchrieben. 

En Dew. Unferer Conftruction zufolge in Verbindung mit 259 ifi 
BC Tangente des Kreifes ADC, daher W. DCB — BAC (247), und 

mithin W. BDC—=ACB—=ABC, alſo CD=CB—=AD, daher d= 

ce—=®. BCD, und darum VW. BCA—= 2? d=%e. 

Anmerkung 1. Diefe Auflöfung ift von Euclides und ftüßt ſich auf Eigenſchaften 
des Kreifes, Die folgende Fömmt zwar in ihrer Gonjtruction mit ihr überein, erfordert 
aber doch zu ihrem Beweife nur Eigenfhaften von Dreieden und ift in fofern einfacher, 

Zweite Auflöfung. Man ziehe eine beliebige Gerade AB Fig. 31 
und theile fie in D nach dem Außern und mittlern Verhaͤltniß; be: 
fchreibe dann aus A mit AB und aus B mit AD zwei Kreisbogen, und 
verbinde deren Durchſchnittspunct GC mit A und B, fo ift ABC das ge: 
fuchte Dreieck. 

Bew. Aus 97, Zuf. 3. 

Anmerkung. ?. Würde für eine der Seiten eines ſolchen Dreieds eine vorgeſchrie— 
bene Länge gefordert, fo würde man zuerft cin Dreic® diefer Art conftruiren , in wel: 
dem die Seiten von willkührlicher Länge wären, und dann an die gegebene Gerade in 


ihren beiden Endpuncten zwei Winfel anlegen (593), welche den beiden entiprechenden 
Winkeln des gefundenen Dreicds beziehungsweiſe gleich find. 


— 
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Zweiter Abſchnitt. 


Conſtruction von Figuren mit Bezug auf ihren 
Flaͤcheninhalt. 





611. Ein Parallelogramm AGIC (Fig. 32) zu conſtruiren, das 
gleichflächig einem gegebenen Parallelogramm, ADBC, oder ein Dreieck 
AEC, welches gleihflächig einem gegebenen ABC, und die außerdem 
beide einen Winkel von vorgefchriebener Größe (MD) haben. 

Eucl. I, 42. 

Auflöfung. Für das Parallelogramm durch Hülfe der frühern 
Aufgaben 593 und 587; für das Dreieck durch Külfe von 593, indem 
man noc) CE zieht. 

Dew. Aus 829 und 84. 


Anmerkung. Iſt der gegebene Winkel ein Rechter, fo wird das Parallelogramm 
ein Rechteck. 


612. Ein Dreieck ADE (Fig. 33) zu conftruiren, welches einem 
gegebenen Parallelogramm BCFA gleichflächig , oder ein Parallelo— 
gramm zu conftruiren AHFJ (Fig. 32), welches einem gegebenen Dreieck 
ACB gleichflächig und in welchem außerdem ein Winkel eine vorgefchrie: 
bene Größe D hat, 

Clavius zu Eucl. I, 42. 

Auflöfung. Für das Dreieck durch -Hülfe von 582 und 593. 
Für das Parallelogramm durch Hülfe von 588, 593, und 587. 

Bew. Aus 84 und 82. 

613. Ueber einer gegebenen Geraden KM (Fig. 34 und 34°) 
ein Parallelogramm JHMK zu befchreiben, das gleichflächig mit einem 
gegebenen Parallelogramm oder Dreieck, und in welchem ein Winkel 
(JKM) —— Groͤße hat. 

Eucl. I 

Erſte Aufloſung. 1. Conſtruire (612) ein Prlilgr. ADEF, wel 
ches mit dem gegebenen Prlilgr. AHGF oder mit dem gegebenen Dreied 
AHB gleihflädhig, und in welchem ein Winkel DAF die vorgefchrie: 
bene Größe hat. 

2. Derlängere KM nad) L, fo daß ML=AF. 
3. Mache Prilgr. MLNODADEF, und vollende über KL das 

PDrilgr. KINP. 

4. Ziehe die Diagonale PMG und verlängere fie bis zum Durch— 
fhnitt G mit der verlängerten NL. 
5. Vollende das Prilgr. KLGJ, und verlängere OM bis H. — 

KMHJ ift das gefuchte Parallelogramm. 

Bew. KMHJ = MLNO (85) = ADEF = AHGF —= AHB. 

Zweite Auflöfung. Verfahre zuerft wie in ro. 1 der vorigen 
Auflöfung angegeben iſt; ziehe darauf KJ fo, daß W.JKM—=DAB—= 
dem gegebenen, und nimm (646) die Länge von KJ fo, daß 

KM:DA=AF:KJ 
und vollende Prilgr. KJHM, p ift dich das gefuchte. 
Bew. Aus 202, Zuf. 4 
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614. Ueber einer gegebenen Geraden HJ (Fig. 35) ein Dreiet 
HIL zu conſtruiren, das gleichflächig mit einem gegebenen Dreieck oder 
PDarallelogramm und einen Winkel von vorgefchriebener Größe bat. 

Clav. zu Eucl. I, 44. 

Erfte Auflöfung. 1. Conftruire zuerft nach Anleitung von 611 
oder 612 ein Dreieck AFC, welcdes gleichflächig mit dem gegebenen 
Parallelogramm oder Dreieck ift, und außerdem den vorgefchriebenen 
Winkel enthält. 

2. Vollende Parallelogramm AFDC. 

3. Conſtruire (613) über HJ ein mit AFDC ein gleichflächiges Pa: 
vallelogramm HJKL, welches in LHJ den vorgefchriebenen Win: 
fel hat. Ziehe endlich LJ, fo ift HLJ das gefuchte Dreieck. 
Bew. Aus 82, Zuf. 2. 

Zweite Auflöfung. 1. Eben fo wie in Nro. 1 der vorigen Auf: 
löfung; und dann durd) Anwendung der zweiten Auflöfung der vori: 
gen Aufgabe. 

Bew. Aus 202, Zuf. 4. 

615. Ein gegebenes Quadrat auf eine gegebene gerade Linie zu 
ftellen d. h. über diefer Geraden ein Rechteck zu conftruiren, welches 
- mit jenem Quadrate gleichflächig. 

Taequet zu Eucl. VI, 16. — L. G. IT, Aufg. 7. 

Erfte Auflöfung. Durch Külfe von 613; indem man als gege: 
benen Winkel einen Rechten nimmt. — Fig. 36. 

Bew. Aus 202, Zuf. 4. 

Zweite Auflöfung. Durch Huͤlfe von 633, indem man HE fo 
nimmt, daß HG :AB= AB: HE. 

Dew. Aus 202, Zuf. 4. 

Dritte Auflöfung. Errichte (Fig. 37) auf der gegebenen Geraden 
HG die Senfrechte GL, und mache fie gleich der Seite des gegebenen 
Quadrates; ziehe darauf HL, und errichte auf ihr in L die Senkrechte 
LF, die bis zum Durchfchnitt F mit der verlängerten HG verlängert 
wird: GE iſt die andere Seite des gefuchten Rechtecks. 

Bew. Aus 89, oder aus 252. 

616. Ein Parallelogramm JO (Fig. 38) zu conftruiren, welches 
einer beliebigen geradlinigen Figur ABCDEF gleichflächig und in wel: 
chem ein Winkel vorgefchriebene Größe hat. 

Eucl. I, 45. 

Auflöfung. Ziehe aus der Ecke F- die Diagonalen FB, FC, FD; 
mache (612) Prilgr. MNPO — ABE, und wende dann 613 an. 

617. Ein Dreieck LEI Fig. 39 zu conftruiven, welches gleichflächig 
mit einer beliebigen geradlinigen Figur E und in welchem ein Winkel 
vorgefchriebene Größe hat. 

L. G. III, Aufg. 10. 

Auföfung. Durch Huͤlfe von 616 conftruire Prilgr. FGKL und 
mittelft 612 Dreieck W. LFI. 

618. Weber einer gegebenen Geraden KL (Fig. 40) ein Paralle: 
logramm NOLK, oder ein Dreieck KML zu vonftruiren, welches einer 
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gegebenen Figur ABCD inhaltsgleich if, und einen Winfel von vorge: 
fchriebener Größe hat. 
Clavius zu Eucl. T, 45. 

Auflöfung. Mache nad) Anleitung von 616 Prilgr. FH=ABCD 
und conftruire alsdann über KL Prilgr. KLON oder Dr. KLM fo, 
daß es — FH; (614). 

619. Ein Quadrat zu conftruiren, welches einem gegebenen 
Nechte KG (Fig. 41) oder einer andern geradlinigen Figur gleich: 
flächig. ift. 

Eucl. II, 14. — L. G. III, Aufg. 6. 

Auflöfung. Verwandle zuerft die gegebene Figur in ein Rechteck 
FKJG, und fuche dann nad) Anleitung von 635 GL; diefe Gerade ift 
die Seite des gefuchten Duadrates. 

Dem. Aus 89 oder aus 252. 


620. Ein Paralleltrapezium in eine beliebige Anzahl gleicher 
Theile zu theilen. 

Erfte Auflöfung. Wenn ABCD (Fig. 42) das gegebene Trape: 
zium, deffen Seiten AB, DC parallel find, fo mache BJ—=)JC, ziehe 
AJE und verfahre mit der Geraden DE nach Anleitung von 589 ıc. 

Bew. AABID A CIE, alfo A ADE — ABCD ic. 

Zweite Auflöfung. ABHP ($ig. 10) fei das gegebene Trapezium, 
deffen Seiten AB und PH parallel. Werlängere PA und HB bis fie 
ſich fchneiden in C; theile PH nad) Anleitung von 589 ꝛc. Die Tra— 
pezia APDU, UDET :c. find die gefuchten Theile. 

Bew. Aus 196, und 84. | 

Zuf. Diefe Auflöfung ift auch auf Parallelogramme anwendbar. 

Anmerkung. Diefe zweite Auflöfung ift der erften vorzuzichen. 

621. Ein Trapezium ABCD (Fig. 43) in zwei gleiche Theile 
AFKD, und BFKC zu theilen. 

Auflöfung. Halbire AB in F (588); fälle die Senkrechten AE, 
BJ (586); theile die DC in K fo, daß DK: KC—= BJ: AE (630), 
ziehe endlich FK. 

Vorber. zum Bew. Ziehe AK, BK. 

Bew. Aus 84, angewandt auf die Dreiecfe AKF und BKF und 
aus 202, Zuf. 4. 


Dritter Abfchnitt. 


Bon den Summen und Unterfhieden mehrerer geradlini— 
ger Figuren, 





622. Die Summe oder den Unterfchied von zwei geradlinigen 
Figuren A und B (Fig. 44) zu finden. 

Clavius zu Eucl. I, 45. 

Auflöfung. Durch Hülfe 616 und 618 mache das Rechteck CDGH 
gleichflähig der größern Figur und conftruire dann über DG, gleich: 
winfelig mit CDGH das Rechteck DGFE, oder DGKJ, fo ift CHFE 
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oder CHKJ das Gefuchte, je nahdem die Summe oder der Unterfchied | 
der beiden Figuren verlangt wird. | 
Bew. Aus 72, Zuf. 3. 
623. Die Summe von einer beliebigen Anzahl geradliniger Fi: 
guren zu finden. 


Clavius zu Eucl. IT, 45. 
Auflöfung. Durch) Hülfe von 616 und 618 conftruire man die 


Rechtecke CHKJ (Fig. 44), JDGK, DGFE ꝛc., fo daß fie beziehungs: 
weife den gegebenen Figuren gleichflächig find ꝛc. 

Bew. Aus 72. 

624. Ein Quadrat zu conftruiren, welches fo groß ift als eine 
beliebige Anzahl gegebener über den Linien A, B, C, D, E (Fig. 45) 
befchriebener Quadrate zufammen genommen. 

Clavius zu Euel, I, 47. — L. G. II, Aufg. 11. 

Auflöfung. Durch 87. — Das über F confiruirte Quadrat ift 
das gefuchte. 

625. Ein Quadrat zu confiruiren, welches gleich dem Unter: 
fchiede von zwei, über den Linien A und B (Fig. 46) beſchriebenen 
Quadraten iſt. 

Clavius zu Eucl. I, 47. — L. G. IL, Aufg. 11. 

Auflöfung. Durd) 588, den dritten Forderungsfaß, und 582, 

Dew. Aus 246, und 87, Zuf. 1. 

Zuf. Eine Verbindung diefer und der vorhergehenden Aufgabe 
ift es, wodurch man ein Quadrat findet, welches gleich dem Inter: 
fchiede zweier Duadratfummen ift. 

626. Wenn zwei über den Linien A und B (Fig. 47) befchrie: 
bene Quadrate gegeben find, zwei andere, aleiche oder ungleiche, Qua: 
drate zu finden, deren Summe gleich der Summe der gegebenen ift. 

Clavius zu Eucl. I, 47. 

Erfte Auflöfung. Es werden angewandt der Reihe nach: Erſter 
Forderungsſatz, 588, vierter Forderungsſatz, 584, erſter Forderungs— 
ſatz, 588, dritter Forderungsfaß, 584, erfter Forderungsfaß. 

Bew. Aus 45, 246, und 87. 

Zweite Auflöfung. Werden die gefuchten Quadrate ungleich ver: 
langt, fo braucht man blos den erften Forderungsfaß in Verbindung 
mit 534 anzuwenden. Die Aufgabe ift aber dann unbeftimmt, indem 
fich. unendlich viele Paare von Duadraten finden laffen, die der For: 
derung genügen. Jeder Punct im Umfange des befchriebenen Halb— 
freifes ift ein zur Auflöfung fich eignender Punet. 

Bew. Aus 246, und 87, Zuf. 

627. Wenn zwei Quadrate EG und AC (Fig. 48) gegeben find, 
an das kleinere AC eine Figur ADCMEK anzufegen, welche gleich: 
flächig dem groͤßern Quadrate ift und das Ganze BEMEK wieder zu 
einem Quadrate madt. 

CGlavius zu Eucl. I, 47. - 

Auflöfung. Nimm BJ = FG und BM — Ay: ꝛc. 

Bew. Aus 87. 

628. Ein beliebiges neck in ein (u — 1) ef zu verwandeln. 

Auflöfung. a DE (Sig. 49) || CF ꝛc. 

Dem. Aus 84. 


— — 
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Don proportionalen oder verhältnißgleichen Pinien. 





629. Eine gegebene Gerade AB (Fig. 50) nach demfelben Ber: 
haͤltniß zu theilen, nad) welchem eine andere gegebene Gerade AC 
(in D und E) getheilt ift. 

Euel. VI, 10. 

Auflöfung. Durd 587. 

Bew. Aus 196, Zuf. 1. 

Annterfung. Die meiiten der hieher gehörigen Aufgaben können bequem durch den 
Proportionalzirfel aufgelöft werden, ſiehe 196, Anm. 2. 

630. Eine gegebene Gerade FE (Fig. 51) fo zu fehneiden (im 
Puncte I), das die erhaltenen Stuͤcke EJ, FJ daſſelbe Verhaͤltniß zu 
einander haben, wie zwei gegebene Gerade AB, CD. 

Clavius zu Eucl. VI, 10. 

Auflöfung. Nimm FH = CD, EG || FH und = AB ꝛc. 

Bew. Aus 196, Zuf. 1. ° 

631. Von zwei gegebenen geraden Linien ML, AB (Fig.52) die 
eine AB, welche wenigftens doppelt fo groß als die andere ift, in zwei 
folhe Stüde AF, FB zu theilen, daß zwifchen ihnen die andere Ge: 
trade ML die mittlere Proportionale ift. 

Clavius zu Eucl. VI, 13. 

Auflöfung. Befchreibe über AB einen Halbkreis, errichte in A 
eine Senkrechte AC und mache fie gleich ML ıc. 

Bew. Aus 252. 

Anmerkung 1. Der Grund für die Bedingung, daß ML nidt größer als die 
Hälfte von AB fein darf, leuchtet aus der Auflöfung jelbft hervor. 

Anmerkung 2. Nimmt man BG = AF, jo leiftet der Durchſchnittspunct G der 
— ebenfalls Genüge. Es giebt alſo zwei Puncte auf AB, die das Berlangte 
leiten. . 
632. Zu zwei gegebenen Geraden AB und AC (Fig.54) die dritte 
Proportionale AE zu finden. 

Eucl. VI, 11. 

Auflöfung. Nimm AD — AC und DE |! BC. 

Dew. Aus 196, Zuf. 1. 

633. Zu drei gegebenen Geraden A, B, C ($ig. 55) eine vierte 
Proportionale zu finden. 

Eucl. VI, 12. — L. G. III, Xufg. 2. 

Auflöfung. Nimm DE =A,DE=B,CH =C x. 

Bew. Aus 196, Zuf. 1. 

634. Wenn drei Gerade A, B, C (Fig. 53) gegeben find, eine 
vierte GH zu finden, welche zur dritten daflelbe Verhaͤltniß hat, wie 
die erfte zur zweiten. 

Clavius zu Euel. VI, 12. 

Auflöfung. Nach Anleitung von Forderungsfak 1, 983, und 587. 

Bew. Aus 196, Zuf. 1. 

635. Eine mittlere Proportionale DF zwifchen zwei gegebenen 
Geraden AF und BF ($ig. 52) zu finden. 

Euel, VI, 13. — L. G. II, Aufg. 3. 
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Auflöfung. Vereinige AF und FB zu einer einzigen Geraden, 
befchreibe dann über AB einen Halbfreis und errichte in F die Senf: 
rechte FD. 

Bew. Aus 252. 


Anmerkung. Um die Aufgabe mitteljt des Proportionalzirfels zu löfen, bedient 
man fidy derjenigen Linie, welde unter dem Namen „ligue des plans‘ oder audy „geo— 
metrifche Linie““ auf demfelben verzeichnet ift. Geſetzt ed folle zwifhen P und R, von 
denen P die Hleinere, eine mittlere Proportionale gefunden werden. Man trage beide 
Linien vom Mittelpuncte des Proportionalzirfels aus auf der Linie der gleiden Theile 
auf und bejtimme jo die gegenfeitige Länge derfelben durch die Menge der gleihen Theile, 
die jede in ſich faßt. Man möge auf diefe Weife z.B. für P die Zahl 36 und für 
R die Zahl 100 gefunden haben. Man öffne nun den Proportionalzirfel jo weit, das 
die beiden Puncte der geometrifchen Linie auf beiden Hälften deffelben, bei denen die— 
feibe Zahl fteht, welche die Länge von R bezeichnet, alfo in unferm Beifpiele 100, ge— 
nau um die Länge von R von einander entfernt find, fo ift die Entfernung derjenigen 
beiden Puncte auf eben dirfen geometrifhen Linien beider Zirfelhälften, deren jedem die 
Zahl 36 — Maaf für die Länge von P — zugebört, die geſuchte mittlere Proportio— 
nale. Denn wenn in Fig. 54 AD und AE die geometrifhen Linien und zwar D und 
E die Puncte, zu denen die Zahl 100, B und C aber diejenigen, zu denen 36 gebört, 

— —2— —s3 
fo it, wenn DE= R, AD: AB=R: BC, alfo au AD: AB—= R?: BC, 
aber nach der früher (219, Anm. 2.) erörterten Eigenſchaft der geometrifhen Linie ift 

—2 — 
auch: AD:AB=R:P,alfoR:P = R?: BC, mithin P:BG.= BC: R. 
— An unferm Beifpiel würde die Zahl 60 das Maaf für die Länge von BC bilden, 
636. Wenn von drei proportionalen Linien die mittlereML (Fig. 
52) und die Summe AB der beiden aͤußern gegeben ift, diefe leßtere 
ſelbſt zu finden. 

Tacquet uf. 2. zu Eucl. VI, 13. 

Auflöfung. Durch Anwendung von 588, Forderungsfaß 3, 985, 
583, und zweimalige Anwendung von 587. 


Bew. Aus 252. 


637. Zwifchen zwei gegebenen Geraden, 3, 7, 15, 31 u.f. w. 
allgemein 2° — 1 mittlere Proportionalen zu finden. 

Tacquet uf. 3. zu Eucl. VI, 13. 

Auflöfung. Durch 635. 

‚Anmerkung 1. Der Grund, warum man bei dem Auffinden diefer mittlern Pro— 
portionalen auf die Zahlen von der Form 2 — 1 beſchränkt ift, ergiebt ſich leicht aus 
Folgendem : Man Fann ftreng geometriſch zunächſt immer nur eine mittlere Propor: 
tionale zwifhen zwei gegebenen Geraden A und B finden. Aber wenn diefe (M,) ge 
funden ift, jo Fann man dur daffelbe Verfahren eine mittlere Proportionale(M,) zwi 
fen A und M, und eine ſolche (M3) zwiſchen M, und B, alfo drei mittlere ‘Pro: 
portionalen zwiſchen A und B finden. Wiederholt man daffelbe Verfahren, indem man 
zwiſchen A und M,, zwiſchen M, und M,, zwiſchen M, und M, und endlich zwiſchen 
M, und B aufs neue mittlere Proportionalen ſucht, jo bat man nun fieben mitt: 
lere Proportionalen zwifhen A und B ıc, 

Anmerkung 2. Ueber das Auffinden von zwei mittlern Proportionalen. 

Schon die griechiſchen Geometer haben fid viel Mühe gegeben mit der Löfung der 
Aufgabe : zwifhen zwei gegebenen Geraden zwei mittlere Proportionalen zu finden. Als 
lein diefelbe läßt ſich ſtreng geometrifh (im Sinne der Alten) d. h. durch alleinigen Ge: 
braud von Lineal und Birfel nit Löfen. 

Schr ausführlich hat diefen Gegenftand behandelt, Eutocius, der Gommentator did 
Archimedes, in den Anmerkungen zum zweiten Sage des zweiten Buches der Archime— 
deiſchen Schrift: über Kugel und Gylinder. Er theilt die Auflöfungen unferer Aufgabe 
mit, welche gegeben haben, Plato, Hero, Philo der Byzantiner, Apollonius, Diocles, 
Pappus, Sporus, Menechmus, Archytas, Eratosthenes und Nicomedes. Ueber diefe 
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tegtere Auflöfung , die de& Nicomedes verbreitet ſich aud Pappus in feinen mathem. 
Sammlungen, |. IV, 22, 23°). 

Man Fann alle dieſe Auflöfungen in zwei Sanpeelaffeg bringen, nämlich folde die 
nod andere und höhere Hülfsmittel als die gerade Linie und den Kreis in Anſpruch nehe 
men, und folde, die fih zwar auf den Gebrauch von Zirkel und Lineal beſchränken, 
aber bei der Art diefes Gebraudes ein Probiren oder etwas, was dem glei kömmt, 
nicht — fo daß die Auflöſung mehr eine mechaniſche als eine geometriſche zu 
nennen ift, } 

Zu der erftern Glaffe gehören zuvörderſt die beiden, welche durch Hülfe der zmei for 
genannten mechaniſchen Frummen Linien der Gondoide des Nicomedes und der Ciſſoide 
des Diocles zu Stande gebradt werden; alödann audy diejenigen, welche auf Anwen- 
dung ber Kegelfchnitte beruhen. Menechmus löſte unfer Problem mittelit des Durch⸗ 
he einer Parabel und einer Hyperbel, und auch mittelft des Durchſchnitts zweier 

arabeln, 


Diefe Auflöfungen,, die Hülfsmittel erfordern, welche nicht in das Gebiet der Ele« 
mentargeometrie (nad) der von den Alten feftgefegten Begränzung) gehören, laffen ſich 
daber bier auch gar nicht mittheilen. 

Die übrigen Auflöfungen find diejenigen, welche durch Zirkel und Lineal aber nicht 
ohne ein Probiren zu Stande gebradt werden. Es mögen folgende bier Platz finden: 


1. Auflöſung des Plato. Fig. 56. 

Die Gründe, auf denen diefe Auflöfung beruht, find ſchon früher, in 209, Zuf.4, 
erörtert worden. 

Man Icge die beiden Geraden FD, DB, zmifdyen denen die beiden mittlern Pro: 
portionalen geſucht werden follen, unter einem rechten Winfel an einander, verlängere 
deffen Schenfel über den Scheitel hinaus unbegränzt bis M und N; nehme nun zwei 
Winkelhaken FAC, ECB und bringe fie in eine ſolche gegenfeitige Lage, daß während 
von dem einen FAC die Ede A auf der Geraden BDM liegt und die Kante des Arms 
AF durdy den Enppunct F geht, die Ede C des andern auf der Geraden FDN ſich ber 
findet , die Kante des einen Arms durd den Endpunct B geht und der andere Arm an 
dem Arme AC des erften Winkelhakens FAC anliegt. AD und DC find die beiden ge- 
fuchten Zinien, da FA: AD= AD: DC = DC: DB, 


2. NAuflöfung des Cartesius. Fig. 57. 

Sie ftimmt mit der vorigen infofern überein, als fie auch durch Hülfe von Win« 
kelhaken zu Stande gebracht wird; aber fie ift allgemeiner und umfaflender, indem fie 
auch nod anwendbar bleibt, wenn vier, ſechs, acht ꝛc. mittlere Proportionalen gefunden 
werden ſollen. Die Gründe, auf denen fie beruht, find ſchon früher in 209, Zuſ. 5 
erläutert worden, Es fei YAZ eine Verbindung zweier um ihren gemeinfdaftliden 
Endpunct A beweglider Geraden, und außerdem mehrere Winfelhafen vorhanden — 
zu zwei mittlern Proportionalen werden drei folder Werkzeuge erfordert, zu vier Pros 
portionalen fünf ꝛc. — Ein Theil diefer Winfelbafen bewegt fi mit dem einen Arme 
längs der Geraden AY, der andere längs AZ; von A aus nimmt man AC gleidy der 
einen und AL gleidy der andern der gegebenen Linien, zroifchen denen die mittlern Pro— 
portionalen gefudht werden. Man giebt nun dem Winfel YAZ mittcljt der Drebbar- 
feit feiner Schenkel diejenige Größe, daß während die Ede C des erften Winfelhafens 
JCB mit dem Endpunct der kleinern von den beiden gegebenen Geraden zufammenfällt, 
die Kante von dem einen Arm des dritten Winkelhakens KJL dur L den Endpunct 
der andern Geraden geht, jevoh fo, daf der erjte und dritte Winkelhaken dur den 
zweiten JBL auf die in der Figur 57 angegebene Weife verbunden find. Man findet 
die dazu erforderliche Lage der drei Winkelhaken leicht durch Probiren. 


3. Xuflöfung des Hero, Fig. 58. 
Sie bedarf blos der Hülfe eines Lineals (und Zirfeld) und ift folgende ; 


Berbinde die beiden gegebenen Geraden AB, BG rechtwinkelig, vollende das durch 
fie beftimmte Rechteck ABGD, ziehe deffen Diagonalen, die fih in E fäpneiden mögen, 
verlängere DA und DG unbegränzt und bringe nun ein Lineal durd Probiren in eine 


9) Borzugdweile verdient bier no enannt zu werden die gründliche Mono cas 
— N. Th. Reimer historia — e cubi adplicatione —— — 178. 9 
| Anmerk. des Ueberſ. 
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ſolche Lage HBZ, daß EZ =EH if. AH und ZG find die beiden geſuchten mittlern 
Proportionalen, 

Bew. Es it DZ,ZG + GT, = TZ,, alfo DZ,ZG + CF, = ZEy, und 
auf ähnliche Weile, DH,HA + AE, = HE, = DZ,ZG + GE,„, alfo DH : DZ 
— ZG : HA, aber es ift auh: DA: DZ = BG: ZG=HA : AB, alfoBG : ZG 
— ZG : HA = HA: AB. 

Clavins geom. pract. VII, 15. 


4. Auflöfung des Byzantiners Philo. Fig. 59, 

Sie wird durd Hülfe des Zirkels und Lineals auf folgende Weife ausgeführt: 

Berbinde die beiden gegebenen Geraden AB, BC rechtwinkelig, vollende das durch 
fie beftimmte Nedted ABCD, beſchreibe um daffelbe ven Kreis AOBCD, und bewege 
nun um den Punct B ein Zineal fo, daß die Linien zwiſchen den verlängerten Rechtecks— 
feiten DA, DC und zwiſchen der Kreisperipberie, die Geraden FO und BG, von gleicher 
Länge find. 

Bew. Aus 256, auf. 4. 


5. Auflöſung des Vieta. Fig. 60. 

Sie wird, wie die vorbergchende,, durd Hülfe von Lineal und Zirkel zu Stande 
gebracht. * 

Beſchreibe über der größern KD der gegebenen Linien als Durchmeſſer einen Kreis, 
trage in denfelben die Fleinere PH als Schne einz verlängere PH nad) der einen Seite 
bin fo, daß HL — PH, und nad) der andern unbegränzt, ziehe CL und mit ihr pa— 
rallel PG , lege endlid ein Lineal an G und drehe es fo lange um dieſen Punct, bis 
GA gleih CK d.i. der Hälfte der größern von den gegebenen Linien if, AP und AK 
find alsdann die beiden gefuchten mittlern Proportionalen. 

Bew. Aus 256, Anmerf, 3. 

Die übrigen zur zweiten Claffe gehörigen Auflöfungen unferes Problems hier noch 
mitzutheilen möchte zweckwidrig ſein. Wer ſich für dieſelben intereſſirt, kann ſie bei 
Putocius in der oben angeführten Stelle oder in der Schrift von Reimer nadlefen. 


6. Aufloöſung mittelft des Proportionalzirkels. 

Man gebraudt dazu die Linie, welde wir früher (481, Anm.) unter dem Namen 
der Körperlinie Fennen gelernt haben, und die auf den Proportionalzirfeln mit 
„Solides‘“ oder „Cubic“ bezeichnet iſt. Die beiden gegebenen Geraden feien P und 8 
und zwar legtere Die größere, Man beftimme zuwörderft ihre gegenfeitige Länge, ins 
dem man fie beide auf der Linie der gleihen Theile vom Mittelpuncte aus aufträgt ; 
gefegt die eine enthalte 160, dic andere 20 folder Theile. 

Man öffne nun den Proportionalzirkel fo weit, daß die beiden Puncte der Kör— 
perlinie ded einen und andern Armes, zu denen die Zahl 160 gehört, genau um die 
Länge von 8 von einander entfernt. find; die Entfernung, welche alödann die beiden 
Puncte der genannten Körperlinie von einander haben, zu denen die Zahl 20 gehört, 
bildet die größere der geſuchten mittleren Proportionalen. Denn wenn BA und CA 
(Fig. 50) die beiden Körperlinien des Proportionalzirfels daritelen, und zwar B und 
C vie Puncte, zu denen die Zahl 160, G und E dagegen diejenigen, zu denen W ge 
bört, fo ift, wenn man BC und GE zieht: AB: AG = BC: GE = 8: GE, alfo 

— 0 —3 — 
auch AB : AG = 5° : GE, aber der Natur der koͤrperlichen Linie zufolge iſt auch: 

s —3 —3 — 3 
160:%02.1S:P=AB:AG, ale auch 8S: P— 580: GE. Nun iſt aber 
auch (160), wenn 8, R, Q, P vier Größen bezeichnen, die eine geometriſche Progref: 

ri 
fion bilden, 5: P= S3 : R®, mithin S:R® = 823 GE, afoR= GED. h. 
GE ijt die größere der beiden mittlern Proportionalen zwiſchen S und P. 


Iſt die eine der geſuchten Linien gefunden, fo erhält man die andere, indem man 
zwiihen EG und P eine mittlere Proportionale ſucht. 


638. Das Verhältniß, welches zwei Stüde AB, BC (Fig. 61) 
einer geraden Linie AC zu einander haben, auf der Verlängerung der: 
felben fortzufeßen d. h. auf der Verlängerung eine beliebige Anzahl fol: 
cher Stüde zu beftimmen, von denen je zwei an einander grängende 
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das Verhältniß AB : BC zu einander haben, die alfo alle unter ein: 
ander eine geometrifche Progrefjion bilden. 

Tacquet zu Eucl. VI, 11. 

Auflöfung. Nimm AD, welche fenkrecht auf AC in A errichter 
ift, — AB, und eben fo BE = BC, verbinde D und E und verlängere 
fowohl DE als AC; errichte in C die Senfrechte CG, nimm CN —=UG, 
errichte in N die Senfrechte N und nimm NI = NHuf.w. CN, 
NJ u. f. f. find die gefuchten Linien. 

Bew. Es ift: 
AF:BF = AD: BE = AB:BC = AF — AB:BF — BC 
— BF: CF = BE: CG 

= BUÜ:CN ic. 
Anmerdung. Wenn, wie in unferer Figur, AB > BC, fo Fann die Summe 
aller Glieder unferer Progreffion, wie groß aud die Anzahl derfelben fein möge, eine 
beftimmte Länge AF nicht überfhreiten. Man ficht bier cine geometrifche Beſtätigung 
des arithmetiſchen Lehrfases, daß die Summe einer fallenden geometriſchen Reihe, felbit 
dann wenn die Anzahl ihrer Glieder unendlid groß angenommen wird, eine beftimmte, 
endlidye, oft fehr geringe Größe nicht überfteigen Fann, Man vergleihe 160, Zuſ. 6. 

639. Eine gegebene Gerade nad) dem äußern und mittlern Ver: 
haͤltniß zu theilen. 

Eucl. VI, 30. — L. G. IIf, Xufg. 4, 

Auflöfung. Sie ift diefelbe, wie die frühere in 591 mitgetheilte, 

640. Eine gegebene Gerade AD Fig. 62 harmoniſch d.h. in drei 
ſolche Stuͤcke AB, BC, CD zu theilen, daß die ganze Linie zu einem 
der äußern Stüce daffelbe Verhältnis hat, wie das andere diefer Au: 
Bern zum mittlern. 

Clavius zu Eucl. Vf, 17, $:7. — La Hire Sect. con. 1. 

Auflöfung. Nimm außerhalb AD den beliebigen Punct G, ver: 
binde ihn mit den Endpuncten A und D; durch einen beliebig auf AD 
genommenen Punct B ziehe eine Gerade EBF || GD, nimm BF — BE, 
und verbinde F mit G, fo ift der Durchfihnittspunct C von FG und 
AD der eine und B der andere der gefuchten Puncte. 

Bew. AD: AB=DNDG: EB = DG: BF = DC: CB. 


Diertes Bud. 


Bon dem BVerhältnig und der Aehnlichkeit geradliniger 
Figuren. 

641. Das Verhältniß von zwei geradlinigen Figuren A und B 
Fig. 63 durch zwei gerade Linien HG, GEF barzuftellen. 

Auflöfung. Confteuire nach Anleitung von 616 ein Rechte HCDG, 
welches gleichflächig ft der einen Figur A, und dann nach Anleitung 
von 618 über GD ein zweites, welches gleichflächig ift mit B. 

Dew. Aus 201. 

Zuf. Das Verhältniß zweier Quadrate kann ebenfalls durch zwei 
gerade Linien ausgedrückt werden. 

Auflöfung und Beweis. Aus 254. 

32* 
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642. Ueber einer gegebenen Geraden CD (Fig. 64) eine geradli— 
nige Figur zu conftruiren, welche einer gegebenen Figur Ähnlich ift. 

Eucl. VI, 18. — L. G. III, Xufa. 13. 

Auflöfung. Durd 603, Anm. 2. 

Bew. Aus 218. 

643. Eine geradlinige Figur N (Fig. 65) zu conftruiren, welche 
einer L von zwei gegebenen ähnlich, der andern M aber gleichflächig ift. 

Euclid. VI, 25. — L. 6. III, Xufe. 6. 

Auflöfung. Mache Rechte ABHE = L und BHDC—=M (618), 
nimm FB als -mittlere Proportionale zwifchen AB und BC und cons 
firuire (642) über FB als der mit AB gleichnamigen Seite eine Figur 
N, welche ähnlich der L, fo ift N die gefuchte, 

Bew. L: N = AB, : FB, = AB, : AB,BC = AB : BC 

M:L=BC : AB 
alſo A: N == AB,BC : AB,BC 
‚mithin M = N. 

644. Wenn zwei entfprechende Seiten a, b von zwei ähnlichen 
Figuren gegeben find, das Verhältniß diefer Figuren felbft durch zwei 
gerade Linien darzuftellen. 

Auflöfung. Nimm (632) die dritte Proportionale c zu a und b, 
fo ift a: c das gefuchte Verhältnig. 

Bew. a:b=b:c,.alfo a?:b? — ab: be — a: c etc. 

645. Wenn das Verhältniß von zwei geradlinigen Figuren (A 
und B) durdy zwei gerade Linien (M und N) ausgedrückt ift, das Ver: 
haltniß von einem Paare entfprechender Seiten (a, b) diefer Figuren 
zu finden. 

Auflöfung. Nimm zwifchen M und N die mittlere Proportionafe 

m %%, 

Bew. a2:b?—=A:B=M:N = M? : m?, alfo 
a:b =M:m | 

646. Ein Viele N zu conftruiren, welches einem gegebenen M, 
von dem eine Seite A bekannt, Ähnlich und außerdem dag mfache def: 
felben ift. 

L. G. I], Xufg. 15. 

Auflöfung. Nimm zmwifchen A und mA die mittlere Proportio: 
nale (B) und conftruire (642) über diefer, als der mit A gleichnamis 
gen Seite ein Vieleck N, welches dem gegebenen M aͤhnlich ift. 

Bew. N: M = B?2: A? — mA?: A? = m: 1. 

Anmerfung. Da alle Kreife ähnlihe Figuren find, die fi wie die Quadrate ihs 
rer Halbmeffer verhalten, fo ift die Auflöfung dieſer fo wie der beiden folgenden Auf: 
gaben in gleiher Weife wie bei Bieleden aud bei Kreifen anwendbar. 

647. Ein Viele (N) zu conftruiren, das einem gegebenen (M), 
von welchem eine Seite (A) bekannt, ähnlich, und mmal fo Hein als 
diefes ift. 

Auflöfung und Bew. ganz wie bei der vorigen Aufgabe, indem 


man nur flatt m durchweg * ſetzt. 


Zuſ. Da alle Quadrate aͤhnliche Figuren ſind, ſo laͤßt ſich auf 
die ſo eben angedeutete Weiſe die Aufgabe loͤſen: 


* 
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Ein Quadrat zu confiruiren, welches einen beliebigen Theil einer 
gegebenen Quadrates bildet. 
L. G. III, Xufg. 12. r 
Anmerkung. Man Fann diefe Aufgabe au duch Hülfe von 254, Zuſ. löſen. 
648. Eine geradlinige Figur M zu conftruiven, welche fo groß 
ats eine beliebige Anzahl unter einander Ahnlicher Figuren A, B, C, 
D ıc. zufammen genommen, und ihnen ähnlich ift. 
L. G. If, Xufg. 14 
Auflöfung. Durch Anwendung von 585, 582 und 642. 
Bew. Aus 221. ’ 
Anmerfung 1. lm eine Figur zu erbalten, welde gleich dem Unterſchiede von 
zwei ähnlichen Figuren und diefen felbjt ähnlidy ift, wendet man 625 und 642 an, 


Anmerkung 2. Da Kreife ähnlihe Figuren find, die fi wie Die Quadrate ihrer 
Halbmeffer oder Durdpmeffer verhalten, fo gilt dieſe Auflöfung aud für Kreife, 


Fuͤnftes Bud. 
Boom Kreife 


Erfter Abſchnitt. 


Bon dem Mittelpuncte des Kreifes und den geraden Linien, 
die fih in ihm ziehen laffen. 


649. Den Mittelpunct eines gegebenen Kreifes zu beftimmen. 

Eucl. I, 1. — L. G. If, Xufg. 13. 

Erfte Auflöfung. Fig. 67. Durch Huͤlfe des eriten Forderungs: 
faßes, und 588, 584, 588. 

Bew. Aus 248, Zuf. 

Zweite Auflöfung. Fig. 68. Ziehe eine beliebige Sehne AB, ers 
richte in dem einem Endpuncte B derfelben die Senfrechte BD, verbinde 
A und D und halbire diefe Gerade. 

Bew. Aus 246. 

650. Für einen gegebenen Kreisbogen ADE (Fig. 69) den Mits 
telpunct zu finden, und den zugehörigen Kreis zu vollenden. 

Euel. II, 23. 

Auflöfung. Ziehe zwei beliebige Schnen AD, Ak, errichte auf 
ihnen in ihren Halbirungspuncten Senkrechte ıc. 

Bew. Aus 248, Zuf. 

651. Sn einen Kreis eine Sehne von vorgefchriebener Länge 
(die — kleiner als die des Durchmeſſers ſein muß) einzutragen. 

Eucl, 1. 
Aufloͤſung. Aus einem beliebigen Puncte im Umfange des geges 


benen Kreifes befchreibe mit der gegebenen Länge als Radius einen 
zweiten Kreis ıc. 


Bew. Leicht. 


Anmerkung. Zür jeden beftimmten Mittelpunct des Hülfskreiſes laffen ſich immer zwei 
Schnen ziehen, welche den Bedingungen der Aufgabe genügen. 





— En 
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652. In einen gegebenen Kreis eine SehmeJK (Fig. 71) einzutra: 
gen, die nicht nur vorgefchriebene Länge, fondern auch vorgefchriebene 
Lage hat d.h. einer von zwei gegebenen Geraden AB (die natürlich nicht 
größer als der Durchmeffer fein darf) gleich und der andern C paral: 
let ift. 

— zu Eucl. IV, 1. 

Auflöfung. Ziehe den Durchmeffer DF||C, fehneide auf ihm 
vom Mittelpuncte ans nach beiden Seiten hin zwei StüdeLG und LU 
ab, von denen jedes —= 4 Ab, errichte die Senfrechten GJ, HK und 
ziehe IK. 

Bew. GI H HK, alfo aud) JXK H GM. 


— uno oem 


Zweiter Abfchnitt. 
Bon Kreisabfihnitten und Kreisbogen., 





653. Weber einer gegebenen Geraden AB (Fig. 72) einen Kreis: 
abfchnitt zu conſtruiren, in welchem jeder Peripheriewinfel die vorge: 
Ichriebene Größe N hat. 

Eucl. III, 33. — L. G. II, Xufg. 16. 

Auflöfun. Nimm W. EAB—=N (593), errichte die Senkrechte 
AH (585) ıc. 

Beweis. Aus 247. 

654. Einen gegebenen Kreis (Fig. 73) in zwei folche Abfchnitte 
zu zerlegen, das dem einen ein Peripheriewinfel von vorgefchriebener 
Größe N zugehört. 

Eucl. II, 34. 

Auflöfung. Ziehe den beliebigen Nadins BD, alsdann die Sent: 
rechte BD, und nimm W. EBA = N ıc. 

Beweis. Aus 247. 

655. Einen Kreisbogen oder einen Kreisabfchnitt in zwei gleiche 
Theile zu theilen. 

Eucl. III, 30. 

Auflöfung. Durd Anwendung von 583 und 584. 

Beweis. Aus 45 und 245, Zuf. 5, nachdem vorher AD und DB 
gezogen find. | 

Armerfung. Durd bloße Wiederholung des eben angedeuteten Verfahrens kann 
man einen Bogen in 4, 8. . . allgemein in 2" gleiche Theile theilen. Es überfteigt 
Dagegen die Kräfte der Elementargeometrie, einen Bogen in drei, fünf 2c. gleiche Theile 
zu theilen, und es gilt in diefer Beziehung genau daffelbe, was früher über die Thei— 
lung der Winkel gefagt werden iſt. Beide Probieme hängen auf das engfte zufammen. 

656. Einen Duadranten in drei gleiche Theile zu theilen. Fig. 75. 

Auflöfung. Durch Anwendung von 601 und 655 oder 596. 

Beweis. Aus 245, Zuf. 5 und Zuf. 3. 

657. Einen Quadranten in fünf gleiche Theile zu theilen. 

Auflöfung. Konftruire (592) über BC (Fig. 76) als Schenkel 
das aleichfchenkelige Dreiect BED, in welchem jeder Winkel an der 
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Grundlinie doppelt fo groß als der Winkel an der Spiße, und halbire 
diefen leßtern. | 

Beweis. Aus 245, Zuf. 5 und Zuf. 3.. 

658. Einen Kreis zu conftruiren, deffen Peripherie durch drei 
gegebene Puncte, die nicht in gerader Linie liegen, hindurchgeht. 

Auflöfung. Sie ergiebt fih unmittelbar aus der Vorbereitung 
zum Beweife des frühern Satzes 241. 

Beweis. Aus 241, Zuf. 2. 


Dritter Abfchnitt. 
Von Tangenten, und von Kreifen, die einander berühren. 


659. Bon einem im Umfange eines Kreifes gegebenen Punct A 
(Fig. 78) aus eine Tangente an den Kreis zu ziehen. 

Aufloͤſang. Ziehe den Radius CA und wende darauf 585 a. 

Deweis. Aus 242. 

660. Von einem außerhalb eines Kreifes gegebenen Puncte A 
aus eine Tangente an jenen zu ziehen. 

Erfie Auflöfung. Fig. 79. Verbinde A mit dem Kreismittel: 
puncte C, befchreibe über diefer Geraden als Durchmeſſer einen Kreis ıc. 

Dew. Aus 242, nachdem vorher CB und CH) gezogen worden. 

Zweite Auflöfung. Fig. 80. Befchreibe von C mit CA den Kreis 
KAJ, ziehe KEJ fenfreht auf CA, verbinde K und J mit C ıc. 

Beweis. AACB ID A ECJ ı.*) 

Anmerkung. Aus beiden Xaflöfungen fieht man deutlich genug, daß ſich von gedem 
Puncte- außerhalb eines Kreifes zwei Zangenten an denfelben zieben laffen — ein Um- 
ftand, der aud ſchon aus 259, Zuf. 2. befannt ift. 

661. Bon einer gegebenen Tangente KG (Fig. SI) den Berüh: 
rungspunct E zu finden. 

Auflöfung. Befchreibe über der beliebigen IIG als Durchmeſſer 
einen Kreis EHCG ic. 

Beweis. Aus 242 und 246. 

662. An einen gegebenen Kreis eine Tangente EG (Fig. 82) 
zu ziehen, welche einer gegebenen Geraden AB parallel iſt. 

Clavius zu Eucl. IN, 17. 

Auflöfung. Fälle vom MittelpuncteC eine Senkrechte auf AB ıc. 

Deweis. Aus 242. 

663. Wenn zwei Kreife gegeben find, jedoch fo, daß der eine 
nicht ganz innerhalb des andern liegt, eine Gerade zu ziehen, welche 
beide zugleich berührt. 

Clavius zu Eucl. III, 17. 

*) E3 giebt noch eine dritte Aufdfung unferer Aufgabe, welche bei gleicher Einfach: 
heit mit den beiden von unſerm erfalter mirgerheilten vor diefen den Vorzug hat, 
daß fie nicht blog für den Kreis, fondern für alle Kegelfchnitte gilt. Sie ift folgende: 
Beſchreibe ſowohl einen mit dem gegebenen concentrifchen Kreis, deſſen Radius gleich 
dem Durchmeffer des gegebenen, als auch einen zweiten von dem Puncte außerhalb 
mit feiner Entfernung vom Mittelpuncte; mir legterem Puncte verbinde die Durch: 
——— der Peripherien dieſer beiden Hülfskreiſe, fo find die Durchſchnittspuncte 


diefer Geraden mit der Peripherie des Urkreifed Die gefuchten Berübrungspuncte. Der 
Beweis ift leicht. ? s Anm. ni leberf. 


hr 
ut 
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Aufloͤſung. Erſter Fall. Wenn die beiden Kreiſe gleich find. 
Sig. 83. ne GK, fentreht auf fie GA, und AD || GK :c. 

Zweiter Fall. Wenn die Kreife ungleich find. Fig. 84. Mit 
GP —= dem Unterfchiede der Radien beider Kreife befchreibe von G ei: 
nen Kreis, ziehe an ihn von K aus eine Tangente KP ıc. 

Beweis. in beiden Fällen leicht. 

664. Einen Kreis zu befchreiben, welcher eine gegebene Gerade 
AC (Fig. 85) in einem vorgefchriebenen Puncte B berührt und deſſen 
Meripherie durch einen gegebenen Punct E geht. 

Auflöfung. Errichte auf AC in B die Senfrechte BDG, verbinde 
B mit E und nimm W. BED = EBD ıc. 

Beweis. Aus 242. 

665. Einen Kreis zu befchreiben, deflen Peripherie durch einen 
gegebenen Punct geht und einen andern Kreis von innen oder von aus 
Ben berührt. | 

Clavius zu Eucl, III, 17. 

Auflöfung. Es find drei Fälle zu unterfcheiden, je nachdem der 
gegebene Punct auf der Peripherie (Fig. 88°) oder außerhalb (Fig.88") 
oder innerhalb (Fig. 88°) des Kreifes liegt. 

Ziehe denjenigen Kreisdurchmefler, welcher durch den gegebenen 
Punct geht und befchreibe über einer der beiden Geraden als Durch: 
meffer, welche zwifchen diefem Puncte und einem der Scheitel des 
Durchmeffers enthalten find, einen Kreis ıc. 

Anmerfung. Liegt der gegebene Punct auf der Peripherie ded gegebenen Kreifes, 


fo laffen ſich unzählige Kreife conftruiren, mweldye den Bedingungen unferer Aufgabe ge= 
nügen, 


666. Wenn ein Punct A (Fig. 86) außerhalb eines Kreifes BEN 
gegeben ift, einen zweiten Kreis zu conftruiren, der durch diefen Punct 
geht And den erftern von außen fo berührt, daß feiner der beiden Kreife 
innerhalb des andern liegt. 

Auflöfung. Verbinde den gegebenen Punct mit dem Mittelpuns: 
cte des gegebenen Kreifes, halbire das außerhalb des Kreifes liegende 
Stück diefer Geraden ıc. 


667. Wenn zwei Kreife (Fig. 87) gegeben find, einen dritten zu 
eonftruiren, der jene beiden erftern berührt, und deffen Mittelpunct in 
gerader Linie mit denen der beiden gegebenen Kreife. 

Clavius zu Euel. IT, 17. 

Auflöfung. Nimm von der durch die Mittelpuncte beider Kreife 
gehenden Geraden ein zwifchen den Durchfchnittspuncten derfelben mit 
der Peripherie des einen und andern Kreifes enthaltenes Stück zum 
Durchmeſſer des gefuchten Kreifes. 

Beweis. Aus 262. 

Anmerkung 1. Wenn die beiden gegebenen Kreife ganz außerhalb einander oder 
der eine ganz innerhalb des andern liegt, fo Laffen fi vier Kreife finden, welche den 
— der Aufgabe genügen; nur zwei dagegen, wenn jene Kreife ſich ſchnei— 


*) &8 ift eine irrige Behauptung, die unfer Verfaffer bier aufjielt. Auch wenn die 
beiden gegebenen Kreife fich fchneiden, Lafen ſich wie in den beiden zuerft genannten 
Ban vier Derührungsfreiie conftruiren. Eine befondere Beachtung hätte —— 
er Sal verdient, wenn die beiden gegebenen Kreife einander berühren. Dann fin 
unzählige Kreife möglich, die den Bedingungen der Aufgabe genügen. 


nm. des Heberf- 
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Anmerkung 2. Beſchreibt man aus den Mittelpuncten der beiden gegebenen Kreife 
zwei Kreisbogen, von denen jeder zu feinem Halbmeffer die Sunme zweier Radien hat, 
nämlidy den Halbmeffer desjenigen der gegebenen Kreife, mit weldem der Bogen con: 
centrifc, und den Halbmeffer des gefundenen Kreifes, fo ift der Durchſchnittspunct diefer 
beiden Bogen der Mittelpunct eben dieſes gefundenen Kreifes. 


— — — — — 


Sechſtes Buch. 


Von der Beſchreibung geradliniger Figuren in und um 
den Kreis. 





668. In einen gegebenen Kreis ABHC (Fig. 89) ein Dreieck 
— au befchreiben, welches einem gegebenen Dreiect DEF aͤhnlich. 

ucl. IV, 2. 

Auflöfung. Ziehe die Tangente MAN; nimm W. BAM=DEE, 
W. CAN = Di. 

Demweis. Aus 247. 

669. Um einen gegebenen Kreis ein Dreieck GLH (Fig. 90) zu 
befchreiben, welches einem gegebenen Dreieck ABC aͤhnlich. 

Eucl. IV, 3. 

Auflöfung. Verlängere eine der Seiten BC des gegebenen Drei: 
ecks über beide Endpuncte hinaus. Ziehe FM beliebig, nimm W. 
KFM = ACD, JFM=ABE, und ziehe durch J, K, M Tangenten ıc. 

Beweis. Aus 104, und 20. 

670. In einen gegebenen Kreis ein gleichfeitiges Dreieck zu bes 


Auflöfung. Aus D (Fig. 91) mit dem Radius DE befchreibe den 
Bogen AFC, ziehe AC und verbinde ihre Endpuncte A und C mit dem 
Scheitel B des Durchmeifers DFB. 

Demweis, Aus 277. 

671. Sin ein gegebenes Dreieck einen Kreis zu befchreiben. 

Eucl, IV, 4. — L. 6. II, Xufg. 15. 

Auflöfung. Sie fällt zufammen mit der Vorbereitung zu 272. 

Deweis. Aus 272, Zuf. 1. 

672. Um ein gegebenes Dreieck BAC (Fig. 93) einen Kreis zu 
befchreiben. | 

Eucl. IV, 5. 

Auflöfung. Sie fällt zufammen mit der Vorbereitung zu 241. 

- Beweis. Aus 241, Zuf. 

673. Sin einen gegebenen Kreis ein Quadrat zu befchreiben. 
Fig. 94. 

Eucl. IV, 7. 

Auflöfung. Ziehe zwei auf einander fenfrecht ſtehende Durchmef: 
jer ꝛc. 

Beweis. Aus 45, und 246. 

674. Um einen gegebenen Kreis ein Quadrat zu befchreiben. 
Sig. 95. 

Eucl. IV, 7. 
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Auflöfung. Ziehe zwei auf einander fenfrecht ftehende Durchmeſ— 
fer, und durch die Scheitel eines jeden Parallelen mit dem andern ꝛc. 
Deweis. Aus 242. 


675. An ein gegebenes Quadrat einen Kreis zu befchreiben. 

Fig. 96. 

Eucl. IV, 8. 

Auflöfung. Verbinde die Halbirungspuncte von je zwei Gegen: 
feiten ıc. 

676. Um ein gegebenes Quadrat einen Kreis zu befchreiben. 
Fig. 97. 

Eucl. IV, 9. 

Auflöfung. Ziehe die beiden Diagonalen ıc. 

677. m ein gegebenes Viereck ABCD (Fig. 98), in weldhem die 
Summe je zweier Gegenwinfel zwei Nechte beträgt, einen Kreis zu bes 
fihreiben. 

Auflöfung. Ziehe eine der Diagonalen AC und wende 672 an. 

Deweis. Aus 275. f 


678. Sn einen gegebenen Kreis ein regelmäßiges Fünfeck zu be: 
fchreiben. 

Eucl. IV, 11. — L. 6. IV, 5 

Auflöfung des Euclides. Fig. 99. Befchreibe (639) dag gleich: 
fchenfelige Dreieck ABC, in welchem der Winkel an der Spitze halb 
fo groß ale jeder der beiden andern, und nun (668) in den Kreis ein 
diefem ähnliches Dreieck EDF, halbire die Bogen DGF und EHF ıc. 

Deweis. Aus 279, Zur. 

Auflöfung des Ptolemaeus. Fig. 100. Errichte auf AB in € 
die Senkrechte CD, halbire CB in E, verbinde E mit D und befchreibe 
mit diefer als Radius von E aus den Bogen DEF. Die Sehne diefes 
Bogens ift die Seite des gefüchten Fuͤnfecks. 

Deweis. Aus 291, Zuf. 3. 

679. m einen gegebenen Kreis ein regelmäßiges Fünferf zu be: 
fihreiben. Fig. 101. 

Eucl. IV, 12. 

Auflörung. Ziehe durch die Spiten eines in den Kreis befchrie: 
benen regelmäßigen Fuͤnfecks (678) Tangenten ıc. 

Deweis. Aus 283, Zuf. 2. 


680. Einen Kreis in ein Fuͤnfeck, oder allgemein in ein gegebe: 

nes regelmäßiges Vieleck zu befchreiben. Fig. 102. 
Eucl. IV, 13. 

Auflöfung. Halbire zwei an derfelben Seite liegende Winkel und 
verlängere die Geraden, durch welche dieß gefchieht, bis zum gegenfei: 
tigen Durchſchnitt ıc. 

Beweis. Aus 274. 

681. Um ein regelmäßiges Fuͤnfeck oder allgemein um ein vegel: 


mäßiges Vieleck einen Kreis zu befchreiben, 
Eucl. IV, 14. 


Auflöfung. Suche den Mittelpunct des Vielecks, wenn derjelbe 
nicht Schon gegeben ift, nach Anleitung von 649. 


=. Peweis. Aus 274. 
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682. Sn einen gegebenen Kreis ein regelmäßiges Sechseck zu be: 
fchreiben. 

Eucl, IV, 15. — L06.IV, 4 

Auflöfung. Nach Anleitung von 277, Zuf. 2. 

683. Diejenigen regelmäßigen Vielecfe zu beftimmen, welche fich 
durch fireng geometrifche Konftruction in den Kreis befchreiben laſſen, 
und diefe Konftruction für die einzelnen näher anzugeben. 

Auflöfung. Dreieck, Biere, Fuͤnfeck und Sechseck find die ein: 
zigen Vielecke, welche ſich urfprünglich d. h. unabhängig von andern 
Bielecken in den reis befchreiben laffen. 

Durch Hülfe der vier genannten Vielecfe kann man num noch eine 
Anzahl anderer conftruiren und zwar auf doppelte Weife. 

Einmal naͤmlich durch fortgefeßtes Halbiren der Bogen, welche zu 
den Seiten der Vielecke gehören. So kann man vermittelft des Drei: 
ecks in jeden Kreis befchreiben ein Sechseck, Zwoͤlfeck, Vierundzwan— 
zigeck .... allgemein ein regelmäßiges Viele von 3.2" Seiten. Durch) 
Huͤlfe des Quadrates laͤßt fich in einen Kreis ein Achte, Sechszehn— 
eek... allgemein ein regelmäßiges Vieleck von 2" Seiten; und eben fo 
endlich vermittelft des Fuͤufecks ein Zehneck, Zwanzigeck .... allge: 
mein ein regelmaͤßiges Vieleck von 5. Seiten beſchreiben. 

Ein zweites Mittel durch Huͤlfe der urſpruͤnglichen in den Kreis 
zu beſchreibenden Vielecke neue Vielecke fuͤr den Kreis zu erhalten, be— 
ſteht darin, daß man zwei jener urſpruͤnglichen zugleich in den Kreis 
beſchreibt. Wären z. B. in Fig. 105 AD und AB die Seiten zweier 
regelmäßigen Vielecke von refpective N und n Seiten, fo faßt dann im: 
mer der Bogen BD, welcher den Interfchied der zu den beiden in Rede 
ftehenden Vielecksſeiten gehörigen Bogen bildet, N — u folcher Theile 


— (281) der ganzen Peripherie iſt. Iſt 


man alfo nur im Stande den Bogen BD in N —n gleiche Theile zu 
theilen, fo ift auch die Aufgabe gelöft, durch Huͤlfe eines Necks und 
eines necks, die beide regelmäßig und im denfelben Kreis befchrieben 
find, die Seite des Vielecks von N. n Seiten für eben diefen Kreis 
zu finden. Die verlangte Theilung des Bogens BD hat nun nicht die 
geringfte Schwierigkeit, wenn die Zahl N— n gleich zwei oder gleich 
einer Potenz von zwei ift. Der erftere Fall tritt ein, wenn AD die 
Seite des regelmäßigen Dreiecks, AB aber die Fünferksfeite iſt; denn 
alsdann it N—n—=5—3—2. Daher hat ſchon Euclides (IV, 16) 
gelehrt, aus den Seiten des Fuͤnfecks und Dreiecks die Seite des Funf— 
zehnecks für einen gegebenen Kreis zu finden. 

Anmerkung 1. Zumeilen läßt fi zur Auffindung der Seite von dem einen oder 
andern der vorher genannten Vielecke nody ein befonderes Verfahren anmenden. Dieß 
gilt z. B. für das Zehneck, deffen Seite Euclides und Ptolemacus, jeder durdy eine 
befondere Gonftruction , zu finden gelehrt haben. , 

Auflöfung des Euchdes. Schneide den Radius AB (Fig. 30) nach dem äußern 
und mitlern Berbättniffe in D, made die Sehne BC gleich dem größern der erhaltenen 
Stüde AD, jo ift BC die Seite des Zehnecks. 

Beweis. Aus 290. 

Auflöfung des Ptolemaeus. 

Errichte auf AB (Fig. 100) in C die Senkrechte CD, halbire GB in E, beſchreibe 
mit ED von E aus den Kreisbogen DF, fo iſt FC die Seite des Zehnecks. 





in fih, von denen jeder 
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Beweis. Aus 291, Zuſ. 3. 

Anmerkung 2. Es giebt Fein geometrifches Verfahren, wodurch man im Stand: 
wäre, jedes beliebige regelmäßige Vieled in den Kreis zu beſchreiben. Man: darf ſich 
hierüber um fo weniger wundern, je einleudptender es ift, daß es dabei zulegt immer 
auf die Theilung von Kreisbogen oder Winkeln in irgend eine vorgefchriebene Anzahl 
gleicher Theile hinausfommt — eine Aufgabe, deren allgemeine Löſung, wie ſchon früs 
ber (allgem. Anm. zu 598) bemerkt worden ift, die Kräfte der Elementargeometrie 
überfteigt, aber möglid) wird durch Anwendung der mechaniſchen Linie, welche den Na 
men Duadratrir führt, Durd Hülfe diefer Curve nämlich kann man ohne Schwierig- 
feit die Aufgabe löfen, von welder, wie fhon früher (280, Anmerk.) bemerkt wurde, 
die Gonftruction jedes beliebigen regelmäßigen Vieles in den Kreis eine leichte und ein 
fache Anwendung ift — die Aufgabe: ein gleichfhenfeliges Dreieck zu conftruiren, in 
welhem der Winkel an der Spige zu einem der Winkel an der Grundlinie ein vorge 
fehriebenes Größenverhältniß bat. 

Würde z. B. verlangt, daß die genannten Winkel daffelbe Verhältniß zu einander 
hätten, welches die beiden Geraden BC und BA (Fig. 106) haben, fo beſchreibe man einen 
beliebigen ‚Kreis FIHGKF, ziche den Durchmeſſer FG und theile den halben Umkreis, 
FJHG in zwei folde Bogen FJll und HB, daß W FFH=NHG —= BA: 4 BÜ— 
Diefe Theilung ift eö eben, welche durd Hülfe der Quadratrir zu Stande gebracht mir 
— Zieht man alödann nah GH, FH und den Radius EH, fo ift: - 

BA: BC= nn FJH:o HB = W. FGH : GFH (335) 
alfo BA : BC = FGH : 2 GTH = FGH : GEH, mithin ift GEH dos 
geſuchte gleichſchenkelige Dreieck. An den Durchmeſſer ER (Fig. 107) lege man jegt zu 
beiden Seiten die Winkel REH und REG, von denen jeder die Hälfte des Winfel 
GEH in Fig. 106, fo iſt GH die Seite des diefem Kreife zugehörigen Vielecks von 
2n-1 Seiten, wenn jeder Winkel an der Grundlinie unferes gleichſchenkeligen Dreicds 
das nfache des Winkels an der Spige ift. 

Anmerkung 3. Es verdient bier noch bemerft zu werden, daß Gaufs in feinem 
tieffinnigen Werfe „Disquisitiones arithmeticae“ und zwar in $. 365 nachgewieſen 
bat, daß man in den Kreis durch ftreng geometrifhes Verfahren ein regelmäßiges Sich: 
zehne und allgemein jedes regelmäßige Vieleck befhreiben könne, deffen Seitenzahl cine 
Primzahl von der Form 2" +1 ſei; alfo unter andern die Vielecke, melde refpe 
ctive 3, 5, 17, 257, 65537 Eden haben. Als Endrefultat feiner Unterfucyungen über 
diefen Gegenftand findet Gaufs, daß die Gonftruction eines regelmäßigen Necks in den 
Kreis auf elementar = geometrifhem Wege möglich (aber freilich in vielen Fällen um 
ftändlich und mühfelig) ift, wenn die Edenzahl N die Beihaffenheit hat, daß alle ihre 
ungeraden Factoren von der Form 2” + 1 find und feiner derfelben mehr als ein: 
mal vorfömmt, Die ſämmtlichen hierher gehörigen Bielede, deren Seitenzahlen nicht 
über 300 hinaus gehen, find dem von Gaufs felbft mitgetheilten Verzeichniſſe zufolge, 
wenn man fie durch ihre Seitenzahlen bezeichnet, folgende : 

3, 4, 5, 6, 8, g, 1 0, 1 2 — 1 5, 16 
1 7 2 20, 24, 30, 32, 34°, 40, 48, 5 l J 60 
64, 68°, 80, 85”, 96, 102°, 120, 128, 136°, 160 
170°, 192%, 204”, 255’, 256, 257°, 272°. 
Die mit Sternden bezeichneten Bielede find diejenigen, um welche das ältere Berzeid: 
niß durch Gauls bereichert worden ift. 

Der Beweis für den merfwürdigen Gaufsifhen Lehrfag läßt ſich in der Glementar: 
geometrie nicht mittheilen, da er auf Lehrſätzen der höhern Arithmetik beruht”). 

Anmerfung 4, Verzichtet man für die Gonftruction eines belicbigen r2gelmäfigen 
Bieleds in den Kreis, auf geometrifhe Schärfe und Strenge, und begnügt fi mit 
einer für die Praris meift binreihenden Annäherung , fo kann man fi folgenden Ber: 
fahrend bedienen : 

684. Ein regelmägiges Vieleck von beliebiger Seitenzahl entwe: 
der völlig genau oder blos näherungsweife in den Kreis zu befchreiben. 


Auflöfung. Die Seitenzahl des in Rede ftehenden Vielecks fein. 


*) Den einfachiten der hierher gehörigen Fälle, nämlich d Ü aßige 
——— behandelt Legendre einem en, * * 9 a — nos ans 


— ug befindet. Anm. des Ueberf. 
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Ueber dem Durchmeffer AB (Fig. 108) befchreibe ein gleichfeitiges 
Dreieck AFB; verlängere darauf den Durchmefler um feine eigne Länge, 
und theile die fo erhaltene Linie in n gleiche Theile; einer derfelben fei 


* A 
BD, fo daß alfo BD — zn 


gere fie bis zum Durchfchnitt K mit der Peripherie; BK tft entweder 
völlig genau oder annähernd der gefuchten Vielecksſeite gleich. 

Beweis. Ziehe KJ fentreht auf CB und CK; alsdann ift KCB 
der Centriwinfel unferes Vieles; den wir mit x bezeichnen wollen. 
Es ift nun aber: 

FC: CoD = member 


ACB CB (u—4) 


; verbinde nun F mit D und verläns 

















oder, wilCD= CB — BD =CB — — — 
= — (wenn man den Radius CB = 1 ſetzt), und FC= CB v3 
— v3 ift, | 
Vase 
n * 
n— ä 
u ee 
= 8:14. mex 
n 
— 4 





Und er man der Kürze halber — 


v3: N ee 
alfov3 (1—p.sex)=p.tgx 
oder 
ux=|"@—wx.v3 
alfo 
3 _ Ger zereigtx—serx— 1 
P 
und hieraus 
2 
er x — . er he=o 











2 p? 
alfo sec x — 3 * 2.98 en en ea 
Werth feßt, 
see x — 3n—Vn + 16 n — 32 
— 2(n— 4) ’ 
Ä 2a — 4) 
l er En 
alfo cos x — — — 


Setzt man nun ſucceſſive für n die Werthe 3, 4, 5, 6c., ſo erhaͤlt 
man: 


⸗ 
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— 2 

COS K ZZ — ——————— — |] 
9—-v9+48 — 32 z 

alfo x —= 1%0°, welches genau die Größe des Mittelpunctswinkels ei: 

nes gleichfeitigen Dreiecks ift. 

2. frn=4 
cax=ß(, 
alfo x — 90% — dem Mittelpunctswinfel des Quadrates. 


3. für n==6 
4 1 


Rei cn 


alfo x — 60% — dem Mittelpunctswintel des regelmäßigen Sechsecks. 
Diefe drei Fälle find die einzigen, in denen unfer Verfahren volle 
Genauigkeit liefert; in den übrigen gewährt es blos Annäherung. 
Setzt man z. B. 
4. u — 5, fo hat man 
| sı=5_y3”= 0,309793, 
alfo x —= 71° 57° 20, mithin um 2° 40 Eleiner als der genaue Werth 
des Mittelpunctswinfels des vegelmäßigen Fünfeefs. 
5. Für x — 10, erhält man 


12 — 
cosx = —— — = 0,805357, 
30 — vr 28 
alfo x= 36° 21° 21”, alfo um 21° 21” größer als der genaue Werth. 
6. Für n — 17, erhält man 

“6 
51 — v39 23 
alfox—= 219 47° 47, alfo um 37° 13 größer als der genaue Wert ıc. 

Anmerfung 1. Man erfieht aus den drei legten Fällen, wie die Fehler immer 
größer und größer werden, je größer die Seitenzahl des Bieleds wird, 

Anmerkung 2. Das Berfahren felbit rührt von dem Stalienifhen Mathematiker 
C. Renaldini her, der es in feinem Merfe: „Ars analytica im 2ten Bd. pag. 367 
und 363 mittheilte, der gegebene Beweis aber von dem Holländifhen Mathematiker 
Nieuwland ber. 

Anmerfung 3. Was Renaldini felbjt geglaubt hatte, dem traten fpäter audy an- 
dere 3. B. Sturm in feinem Werke: „Mathesis enucleata“ bei, daf nämlich das Ber: 
fahren allgemein gültig ſei d. h. in allen Fällen volle Schärfe gewähre. Allein ſchon 
Jacob Bernoulli (Opp. pag. 765) deckte den deöfallfigen Irrtum auf. Man verglei: 
de damit, was Käftner im erften Theil feiner geometrifhen Abhandlungen p. 266 sqg- 
über den Gegenftand beigebracht hat. 

685. Die regelmäßigen Vielecke zu beftimmen, welche fih um je 
den Kreis befchreiben laffen, und zugleich die Konftruction anzugeben, 
durch welche dieß gefchieht. 

Auflöfung. Diefelben regelmäßigen Vielecke, die fih in den Kreis 
befchreiben laffen, fönnen auch um denfelben befchrieben werden; man 
verfährt dabei durchweg auf die in 679 angedeutete Weife. 

Deweis. Aus 83, Zuf. 3. 

686. Ueber einer gegebenen geraden Linie ein beftimmtes regel: 
mäßiges Vieleck zu befchreiben. 


— 


— 0,9285704, 


cos X — 
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Aufloͤſung. Fig. 109. Zuerſt beſchreibe man in einen beliebigen 
Kreis ein dem verlangten aͤhnliches Vieleck, und dann uͤber der gegebe— 
nen Geraden AB als Grundlinie ein gleichſchenkeliges Dreieck ADB, 
welches dem Mittelpunctödreiect ECF jenes erhaltenen Vielecks ahnlich 
iſt; beſchreibe dann aus D mit DA als Radius einen Kreis ıc. / 

Unmerfung 1. Diefes Verfahren ift es, was dem Gebraude des Proportionals 
zirfelö zur Auflöfung diefer Aufgabe zum Grunde liegt. 

Anmerfung 2. Für einige Bielede, wie z. B. für das Dreicd und Viereck giebt 
es einfachere Berfabrungsmeifen 5 fiehe 601 und 604. 

Anmerkung 3. In ihrer Allgemeinheit läßt fih unfere Aufgabe natürlich eben fo 
wenig mit geometrifher Schärfe löfen, als diejenige, auf welde ihre Auflöfung zurüd: 
geführt und von der fie daher abhängig gemacht wird, Aber für blos annähernde Ge- 
nauigfeit giebt es Gonftructionen. 

Es fei AB (Fig. 110) eine gegebene Gerade, Beſchreibe über ihr ein gleichſeiti— 
ges Dreied ACB, ziehe die Senkrechte CD; verlängere fie über C hinaus bis K um 
die Länge von CA; alödann find, wie leıdht zu fehen, die Winkel ACB und AKB die 
refpectiven Mittelpunctöwinfel für das über AB zu befehreibende regelmäßige Sechseck 
und Zwölfeck; und vben fo leicht ift es zu feben, daß wenn man KL == AK nimmt, 
ALB der Mittelpunctöreinfel des Bierundzwanzigeds wird; daß man alſo durch die Forts 
fegung diefer einfadhen Gonftruction den Mittehpunctöwinkel des über AB zu beſchrei— 
benden regelmäßigen Vielecks von 3 . 2" Seiten finden kann, und zwar nicht blos an— 
nähernd, fondern völlig genau, Theilt man nun ferner CK in ſechs gleiche Theile, fo find _ 
nähberungsweife AEB, AFB, AGB die refpectiven Mittelpunetswinfel des liber 
AB zu beſchreibenden regelmäßigen Siebeneds, Achtecks, Neunecks. Denn, um nur für 
den einen Fall, für das Neuneck die nöthige Rachweiſung beizufügen, fegt man AB= 1, 
fe t AD= CG = 4, CD= 34 Yy3 = 0,8660, alfo DG = 1,366025 , alfo: 

AD : DG = 0,5 : 1,366025 = 1 : 2,7305 
= sin. tot : cotg AGD, 
alfo W. AGD = 20° 6/, mithin nur um 6’ von dem wahren Werthe deö dem regel« 
mäßigen Adtede zugehörigen Mittelpunctswinfeld verſchieden — ein Zebler, der vers 
hältnißmäßig unbedeutend ift. 

Die Scheitel der Mittelpunctswinfel für das Dreizehneck, Vierzehneck ıc, bis zum 
Dreiundziwanziged erhält man nun auf ganz ähnliche Weife, indem man nämlid KL in 
12 gleihe Theile theilt, 


Dem Achtzehneck würde alfo M ter Halbirungspunct von KL zugebören ; ; und es 


wäre daber: 
KM=}3 KL=}AK=3 V05°+G@v3+ N? 
= 34V 0,2% + 1,866° 
alfo MD = DK + KM 


AD: DM =}: 2,789 = 1 : 5,578 = sin. tot. : cotg AMD, 
daher AMD = 10° 11’ und mithin nur 11’ vom wahren Werthe verſchieden. 


Man fieht leicht, wie man das Berfahren noch weiter fortführen Könnte, 

Anmerfung 4. Diefe Auflöfung, jedoch noch etwas verſchieden von der bier mit- 
getheilten,, findet fih in: Sebastien Le Clerc geometrie sur le papier et sur le 
terrain,, und zwar im 6ten und 7ten Sag des zweiten Buches, aber ohne ud nur 
eine Andeutung der Gründe, auf welde fie ſich ftügt. 


mithin 


u 
— 
to 


Bemerftung: 
Da in den frädern Büchern die Aufgaben öfters fo citirt find, wie fie van Sir: 
den aufgeführt hat, nämlich in jedem Bude von 1 an gezählt, fo folgt bier eine ver 
gleihende Tabelle zur leihtern Auffindung der Nummern : 
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687. Vorerinnerung. Sn diefen Anhang gedenke ich außer 
einigen zum Theil berichtigenden Zufägen zu früher behandelten Lehr: 
fägen, aufzunehmen die Formeln, welche die Grundlage des Potenzi: 
vens und Wurzelausziehens ausmachen, und die Reihen, in welche fich 
ſowohl die Logarithmen als die goniometrifchen Functionen entwickeln 
laffen. Da diefe Gegenftände fireng genommen nicht zur Geometrie‘ 
gehören, fo können fie in einem Lehrbuche diefer Wiffenfchaft Höchftens 
als Anhang einen Platz finden. Sn verfchiedenen Abfchnitten follen 
die verfchiedenen vorher angedeuteten Gegenftände abgehandelt werden. 


Erfter Abfchnitt. 


Derichtigende Zugabe zu dem dritten Zufage des Lehrfages 
91 im zweiten Buche, 





688. Der dritte Zufaß zu dem Lehrſatz 91 im zweiten Buche hat 
zum Zweck, nachzumweifen, daß aus dem Hauptſatze (dem Lehrfake des 
Pappus) der diefem unmittelbar vorausgehende Satz 90 hergeleitet 
werden könne. Da ich mich dabei des Castillon’fchen Verfahrens be: 
diente, welches Eigenfchaften ähnlicher Dreiecke zu Huͤlfe nimmt, fo 
verleitete mich dieß zu der in Nro. 4 der dritten Anmerkung ausgefpro: 
chenen Behauptung, daß die Herleitung des Satzes 90 aus dem Satze 
des Pappus überhaupt ohne Huͤlfe der Aehnlichkeit der Dreiecke nicht 
gefchehen könne. Dieß ift aber nicht fireng wahr, da der Mathema: 
titer Peter Albertus Munk einen Beweis zu Stande gebracht hat, wel 
cher der Ähnlichen Dreiecke nicht bedarf, fondern fich blos auf Säße 
ftüßt, die im zweiten Buche enthalten find. Der Gegenftand ift wich: 
tig genug, diefen Beweis hier noch mitzutheilen. 

Nachdem man auf die früher (p.54) angegebene Weife dargethan 

at, daß: 
u AC, = AB, + BC, + (AB,BS -+ BC,BT) 
fahre man alfo fort: 
AC,=AS,4+ 05, = AT,+ CT, =4AS,+ BC,—BS,=CT, + AB, 

— BT, oder BC, — CT, + BT, —=AB,— AS, + BS, 

Nun ift aber für das fpiswinfelige Dreiecd ABC in Fig. 73 
Ä BC, — TC, = BT, + 2 BT,CT 
und AB, — AS, = BS, + 2 AS,BS, 


v. Swinden Geometrie. 33 Pd . 
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alſo auch: 
2 BT, + 2 BT,CT = 2 BS, + 2 AS,BS 

und BT, (BT + CT) = BS, (BS + AS) 

oder BT,BC = BS,AB 
mithin ift für ein in B fpigwinfeliges Dreieck: 
AC, = AB, + BC, — 2 AB,BS —= AB, + BC, — 2 BC,BT 
Auf ganz ähnliche Weife läßt fih die Gleihflächigkeit unferer in Rede 
ftehenden Rechtecke für ein ftumpfwinfeliges Dreieck darthun. 


Zweiter Abfchnitt. 
Ueber das Ausziehen der Quadrat- und Eubifwurzeln. 


— oo 


689. Im zweiten Buche in der erften, fo wie in den beiden leb: 
ten Anmerkungen zu 73, ferner im eilften Buche im zweiten Zufaß zu 
452 find die Formeln mitgetheilt worden, auf denen das Ausziehen 
der Wurzeln aus Zahlen beruht. Es wird gut fein, jeßt noch näher 
anzugeben, wie die Regeln für das Wurzelausziehen aus jenen Formeln 
hergeleitet werden. 

Die Quadrat: oder Cubikwurzel aus einer gegebenen Zahl ziehen 
heißt diejenige Zahl finden, die, vefpective einmal oder zweimal durd 
ſich ſelbſt multiplicire, ein Product giebt, welches der gegebenen Zahl 
gleich ift. 

Die Zahl, welche Wurzel ift, kann man aus fo viel Theilen be: 
fiehend anfehen, fo viel Ziffern fie enthält, 3. B. 376 aus dem drei 
Theilen 300, 70, 6, oder auch 3, 7, 6, wo man im leßten Falle 
nur nicht vergeffen darf, daß jede Ziffer ihren Werth verzehnfacht, fo 
oft ihr eine andere Ziffer zur rechten Hand zugefeßt wird. Die Regel 
für das Wurzelaugziehen zerfällt in zwei Theile: Beftimmung der An: 
zahl der Ziffern der Wurzel, und Auffinden diefer einzelnen Ziffern felbft. 


Vom YAusziehen der Quadratwurzel. 


690. 
Die Wurzeln aller Zahlen zwifchen 1 und 100 find einzifferig 
— — — — — 100 und 10000 — zweizifferig 
— — — — — 10000 und 1000000 — dreizifferig 
allgemein die Wurzeln aller Zahlen, die Qn — 1 oder 2 n Ziffern ha: 
ben, find nziifferig. Man kann daher die Anzahl der Ziffern, aug des 
nen die gefuchte Wurzel einer gegebenen Zahl beftehen muß, mit der 
größten Leichtigkeit dadurch beftimmen, daß man von der rechten nad) 
der linken Hand hin die Ziffern diefer Zahl zu je zweien abtheilt. Die 
Anzahl der auf diefe Weife entftandenen Abtheilungen, von denen die 
außerfte zur Linken bald nur eine, bald, gleich allen übrigen Abthei: 
lungen, zwei Ziffern enthält, ift gleich der Anzahl der Ziffern der ge: 
fuchten Wurzel. So würde man 3. DB. bei 1764, die beiden Abrhei: 
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lungen 17]64, bei 36864, die drei Abtheilungen 3 6864 erhalten, 
und daraus ſchließen, daß die Wurzel von jener zweiziffrig, von die— 
fer dagegen dreiziffrig iſt. 


691. Um nun dieſe Ziffern ſelbſt zu finden, bezeichne man die 
einzelnen durch a, b, ce ıc. Eine zweiziffrige Wurzel erſcheint dann 
unter der Form a + b, ihr Quadrat alfo (a-+ b)? = a? + 2 ab 
4b? =3?-+-(2a-+b)b. Eine Vergleichung nun der gegebenen 
Quadratzahl mit den Stücken, aus denen fie diefer unfrer Formel ge: 
mäß beftehen muß, ift es, wodurd man die Wurzelziffern findet. 


Sollte ich z.B. die Wurzel aus 1764 ziehen, fo theilte ich zuerſt 
die Ziffern nach der vorhin gegebenen Vorfchrift ab, alfo 1764 und 
überzeugte mich dadurch, daß die gefuchte Wurzel zweiziffrig ift, alfo 
durcy a —+ b dargeftellt, und ihr Quadrat aus den Beftandtheilen 
a2 4 Qab +4 b2 oder a? 4 (2a —+ b) b zufammengefeßt betrachtet 
werden kann. Vergleiche id) nun diefe Beftandtheile mit dem gegebe: 
nen Quadrate 17|64, fo muß offenbar die höhere Abtheilung 17 (ei: 
gentlich 1700) entweder genau oder nahe dem Quadrat des Zehners 
gleich fein; ich werde alfo diefen Zehner in derjenigen Zahl finden, de: 
ren Duadrat entweder genau 17 (1700) gleich ift, oder doch unter al: 
len QDuadratzahlen, die kleiner als 17 (1700) find, diefer Zahl am 
nächften koͤmmt. Auf diefe Weife findet man ohne Schwierigkeit, da 
der Zehner unfrer gefuchten Wurzel 4 (40) ift; nachdem ich das Qua: 
drat deſſelben 16 (1600) von 17164 abgezogen habe, fo muß der Neft 
1164 der Theil fein, der in der Formel durdh (2a — b) b dargeftelit 
wird, und namentlich muß 16 (160) entweder genau oder nahe — 
2 ab fein; alfo, weil —* — b, finde ich die zweite Wurzelziffer, 
wenn ich die Zahl, die aus dem Reſt diefer erften Subtraction und 
der höhern Ziffer der niedern Abtheilung gebildet wird, durch das Zwei: 


—— ... 16 160, , 
fache des gefundenen Zehners dividire; alfo ift hier 3 (55) d. i. 2 


wahrſcheinlich die zweite Wurzelziffer. Sie wird es gewiß ſein, 
wenn (2 ab) b = 164 iſt, wie dieß in der That iſt; und wie ich 
mich überzeuge, wenn ich den gefundenen Einer (2) zum Doppelten des 
Zehners (80) hinzuthue und diefe Summe (82) durch den Einer mut: 
tiplicire. Wäre hingegen, wie dieß nicht felten der Fall ift, dag ge: 
nannte Product größer als der nach der erften Subtraction noch übrige 
Heft des Quadrates, fo würde dieß beweifen, daß der Einer zu groß 
genommen war. 


Unfer Beifpiel würde demnach in vollftändiger Rechnung fich alfo 


geftalten: 
Zahl Wurzel 
1764| 42 


33 * 
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69%. Beſteht die Wurzel aus mehr als zwei Ziffern, jo wird da: 
durch das ganze Verfahren im Wefentlichen gar nicht geändert, indem 
jede neue Ziffer durch Hülfe der bereits gefundenen, die man zufammen 
als eine einzige Zahl betrachtet, ganz auf diefelbe Weife beftimmt wird, 
wie man bei einer zweiziffrigen Wurzel den Einer durch Hülfe des 
Zehners findet. Denn wäre z. B. die Wurzel dreiziffrig, alfo von der 
Form à FAb ce, fo kann man ihr Quadrat (a + b + c)? in die 
Beftandtheile (a + 5)? +2 (a-+b)c—+ c? zerlegen. Sind nım 
die beiden erften Ziffern durch das vorher ausführlich angegebene Wer: 
fahren gefunden, fo ift der alsdann noch bleibende Reſt von der geges 
benen Zahl das, was auf die beiden Beftandtheile 2 (at b) c und 
c? koͤmmt; man findet daher die dritte Wurzelziffer mittelft einer Dis 
vifion durch 2 (a + b) d. h. eben jo durch Hilfe der beiden erften Zifs 
fern, wie man die zweite durch Hülfe der erften fand. Und auf ganz 
ähnliche Weife verhält fich die Sache bei vierziffrigen, fünfziffrigen ꝛc. 
Wurzeln. 

1693. Die Regel, welche ſich hieraus für das Ausziehen der Aua: 
dratwurzeln ergiebt, ift folgende: 

1. Theile die Ziffern der gegebenen Zahl (3. B. 488601) von der 
rechten nach der linfen Hand hin paarweife ab (48|86|01); 

2. Nimm die Qundratzahl (36), welche der Zahl (48), die von 
der einen oder von den beiden in der höchften Abtheilung ftehen: 
den Ziffern gebildet wird, am naͤchſten koͤmmt, ohne diefe jedoch 
jemals zu übertreffen; und ziehe beide Zahlen von einander ab. 
Die Wurzel (6) diefer Quadratzahl ift die höchfte Wurzelziffer. 

3. Seße dem durch die vorhergenannte Subtraction entftandenen 
Heft (12) die beiden Ziffern (86) der naͤchſt niedrigern Abtheilung 
bei und betrachte die fo erhaltene Zifferverbindung (1286) als eine 
einzige Zahl. 

4. Nimm das Zweifache (12) der gefundenen Wurzelziffer und di: 
vidire damit in diejenige Zahl (128), welche man erhält, wenn 
man von der fo eben (3) genannten Zahl (1286) die niedrigfte Zif: 
fer abfchneidet; den fo erhaltenen Quotienten (9) feße als zweite 
Wurzelziffer neben die erfte. 

5. Setze eben diefen Quotienten (9) dem Doppelten (12) der erften 
Wurzelziffer unmittelbar zur rechten bei, und multiplicire die fo 
entftandene Zahl (129) durch den Duotienten oder die zweite Wur: 
zelziffer (9); ziehe diefes Product (1161) von der in 3 näher bes 
zeichneten Zahl ab. 

6. Diefem Reft (125) feße die beiden Ziffern (O1) der nächft nie: 
drigern Abtheilung bei, und betrachte diefe Zifferverbindung 
(12501) als eine einzige Zahl. 

7. Betrachte nun die Verbindung der beiden erften Wurzelziffern 
als eine einzige Zahl und beftimme der in 4 aufgeftellten Regel 
gemaͤß die dritte Wurzelziffer, und durch Anwendung der Regeln 
in 5 und 6 den Neft, mit welchem man die beiden Ziffern der 
num folgenden Abtheilung (wenn eine ſolche vorhanden) verbinden 
muß, um die Zahl zu erhalten, aus weldyer man durch Huͤlfe der 
drei erften Wurzelziffern und abermalige Anwendung der Regeln 
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in Fund 4, die vierte Ziffer findet. Durch diefelbe Anwendung der: 
felben Regeln beftimme die fünfte, fechfte .... nte Wurzelziffer, 
wenn dergleichen vorhanden find. Geht zulekt Alles ohne Reft 
auf, fo ift die gegebene Zahl eine Duadratzahl, und die gefundene 

Wurzel der genaue Werth ihrer Dundratwurzel. | 


8. Bleibt dagegen ein Reft, fo füge demfelben zur Nechten fo viel 


Nullenpaare bei, als Decimalen erfordert werden, um der gefuch: 
ten Wurzel, die dann nur als Mäherungswerth fich darftellen 
läßt, den gewänfchten Grad annähernder Genauigkeit zu geben, 
und betrachte jedes diefer Nullenpaare als eine neue zu den fchon 
vorhandenen hinzugefommene Zifferabtheilung. 


9. Hat man einen Bruch (j. B. =), fo zieht man die Wurzel fo: 


wohl aus dem Zähler, ale aus dem Nenner; der aus diefen Wurzeln 
gebildete Brud) (5 ift die Wurzel des gegebenen Bruchs; oder 


wenn Zähler und Nenner feine QDuadratzahlen find, verwandelt 
man den gemeinen Bruch in einen Decimalbrud und wendet auf 
ihn die in 8 angegebene Regel an. 

694. Zu noch größerer Verdeutlichung der fo eben angegebenen 


Regeln mögen folgende vollftändig durchgerechnete Beifpiele folgen: 


1. 





Die Wurzel aus 488601 zu ziehen. 
48]86|01 | 699 
36 1%9 13359 
12 86 9 9 
11 61 1161 1501 
135 01 
125 01 


0 
Die gefuchte Auadratwurzel ift alfo 699. 
2. Die QAuadratwurzel aus 300 zu ziehen. 

















3|00 17, 3%5 ... 
E 27 I 343 | 3462 
200 7 3 2 
189 189 | 10%9 [6924 
11.00 346405 
10 29 5 
71.00 17305 
69 24 
1 76 00 
T 76 00 00 
173%0%5 
27975 


Die gefuchte Wurzel ift nahe: 17,3205. 
3. Die Duadratwurzel aus 0,273 zu ziehen. 


Da, wie bekannt, ein Decimalbruch nie eine. Veränderung feines 
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Werthes dadurc, erleidet, daß man ihm eine beliebige Anzahl Nullen 
zur rechten Hand zufeßt, fo ift es unter allen Umſtaͤnden möglich, die 
Anzahl der Decimalen eines gegebenen Decimalbruchs, aus dem die 
Duadratwurzel zu ziehen ift, dahin zu vervollftändigen, daß nicht nur 
der Nenner eine Duadratzahl wird, fondern auch die Wurzel aus dem 
Zähler eine vorgefchriebene Anzahl von Ziffern erhält. Demgemäß 
hänge man an den Zähler unferes Decimalbrudes noch fünf Nullen 
und ziehe alsdann aus der fo entflandenen Zahl die Quadratwurzel; 
alfo: 


— — — — —— — 


97!3.0]00|00 | 5224 
25 








I 102 | 1042 | 10444 
2 30 2 2 4 
2 04 204 | 2084 | 41776 
26 00 
20 84 
5 16 00 
4 17 76 
95 24 
Die Auadratwurzel aus dem Nenner unferes Bruches ift 10000, alfo 
die Wurzel aus dem ganzen Bruche annähernd — — oder 


v213 = 0324. >. 
Leicht fieht man, daß man den Grad der Annäherung durch eine hin: 
reichende Anzahl von Nullen, welche man dem Decimalbruche zur rech— 
ten Hand zufeßt, fo hoc) fleigern kann, als man nur will. 


Vom Ausziehen der Cubikwurzel. 


695. Da die Cubikwurzeln aller Cubikzahlen zwifchen 1 und 1000 
einziffrig, die Wurzeln der Cubikzahlen zwischen 1000 und 1000 000 weis 
ziffrig, die Wurzeln der Eubikzahlen zwifchen 1000 000 und 1000 000 000 
dreiziffrig u. ſ. f, allgemein alfo, da die Cubikwurzeln aller Cubikzah— 
len, welche nicht weniger als I3n— 2 und nicht mehr als 3 n Ziffern 
enthalten, nyiffrig find, fo kann man darauf ein leichtes und einfaches 
Verfahren gründen, für jede gegebene Cubikzahl die Zahl der Ziffern 
ihrer Wurzel zu beſtimmen. Man theilt nämlich von der rechten zur 
linten Hand fortgehend die Ziffern der gegebenen Cubikzahl zu je dreien 
ab, (wo die Aäuferfte Abtheilung zur linken entweder nur eine, oder 
zwei, oder gleich den übrigen Abtheilungen drei Ziffern enthalten wird, 
je nachdem die Zahl, welche die Menge der Ziffern der Cubikzahl be: 
zeichnet, von der Form 3 n — 2, oder 3 n — 1, oder In if) und 
hat in der Anzahl der fo erhaltenen Abtheilungen die gefuchte Anzahl 
der Ziffern der Cubikwurzel. 

696. Hat man auf die eben angegebene Weife von einer ge: 
fuchten Eubitwurzel die Menge ihrer Ziffern beftimmt, fo findet man 
diefe legtern felbft befonders durch Anwendung des früher (452, Zuf.2) 
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erdrterten Lehrſatzes, nad) welchem ftets (a + b)? —= a? + 3a2b + 
Zab? - Ba? +3ab (a + b) —+ b° iſt. 

‚ Demgemäß kann man alfo jede Cubikzahl, deren Wurzel aus 
zwei Ziffern a, und b befteht, welche alfo = 10.a — b ift, aug vier 
Stuͤcken zufammengefeßt betrachten ; und vorzüglich dadurch, daß man 
ſich eine Cubikzahl in diefe ihre Beftandtheile zerlegt denkt, geſchieht 
es, daß man die einzelnen Ziffern ihrer Wurzel findet. Das Nähere 
hierbei läßt fi) am beſten an einem Beifpiele erläutern. Soll die Eu: 
bikwurzel aus 74088 gezogen werden, fo überzeugt man fich zuvörderft 
dadurc, daß man die Ziffern auf die vorher angegebene Weife abtheilt, 
naͤmlich 

41088 


7 
daß die gefuchte Cubikwurzel 2 ift. Vergleiche ich nun damit 
die einzelnen Beftandtheile, und zwar a? mit 74, weil a als Zehner 
ja eigentlich a. 10, fein Cubus alfo a3 . 1000 und mithin die niedrigfte 
feiner Ziffern die dritte Stelle über der Stelle der Haupteinheiten eins 
nehmen muß, fo ift offenbar der Zehner hier diejenige Zahl, deren Eu: 
bus entweder gleich 74 (eigentlich 74000) ift, oder diefem Werthe am 
nächften koͤmmt; dieß ift aber feine andere Zahl als 4 (eigentlich 40); 
fie ift alfo die erfte Ziffer der gefuchten Wurzel; man zieht nun den 
Eubus 64 (eigentlich 64000) diefes gefundenen erften Theils von der 
gegebenen Cubikzahl ab; und behält in dem Refte 10088 denjenigen 
Theil übrig, welcher gleich ift 3a?b + 3Jab? +b3. Mit dem drei: 
fachen Quadrat von a alfo mit 48 (eigentlic) 4800) dividire man in 
den Reſt 10088, fo ift der Quotient 2 wahrjcheinlich die zweite der 


2b 
. gefuchten Wurzelziffern, da ja offenbar en — b. Man multiplis 


cire num das dreifache Quadrat (4800) von a (40) mit b (2), ferner 
das dreifache Quadrat (IQ) von b (2) mit a (40), und bilde endlich 
den Eubus von b, fo erhält man 





3a?b — 9600 
3ab? 480 
hy? = 8 


alfo 3a®b+ 3ab? +53 — 10088, mithin wenn man diefe Summe 
von jenem nach Abzug des Cubus des Zehners gebliebenen Neft abzieht, 
fo bleibt zum Neft Null, und man überzeugt fid dadurch, daß 42 die 
gefuchte Cubikwurzel ift. 

Die Rechnung feloft erfcheint unter folgender aͤußern Geſtalt: 


74|088| 42 
4 16 4A 8 
100858 3 3 
10088 78 73 
0.2 4% 
9% 48 
48 
8 
10088 
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Anmerfung. Ich fagte, der Quotient (2), den man erhalte, wenn man mit dem 
dreifahen Quadrat von a in den Reit 10088 dividire, ſei wahrſcheinlich di 
zweite Wurzelziffer 5 denn nothwendig und völlig ausgemadt ift dieß nit, Da es wicht 
felten gejdieht , daß die Summe der für diefen Quotienten ald zweite Wurzelziffer ge 
bildeten Producte 3a?b + 3ab? + b? größer wird, als der Neft, wovon man 
fie abziehen fol, was deutlich genug zeigt, daß die zweite Wurzelziffer zu groß genom- 
men fei. | 

697. Beſteht eine Cubikwurzel aus drei oder mehr Ziffern, fo 
ift es nichts anders, als eine Fortfeßung des fo eben erörterten Verfah— 
rend, wodurd man die einzelnen Ziffern finde. Kat man naͤmlich 
zwei Wurzelziffern auf dem vorher angegebenen Wege gefunden, fo er: 
hält man die dritte Ziffer dadurch, daß man die beiden erften als eine 
einzige Zahl betrachtet und mit diefer genau eben fo verfährt, wie man 
mit der erften Ziffer verfuhr, um die zweite zu finden, gemäß dem Aus: 
drucke, nach welchem 
(a+b-+ec)? = (a+b)? +3 (a+b)? ce + 3(a-+b) c®2—+.c? 
Ganz eben fo findet man bei einer vierziffrigen Wurzel die vierte Ziffer 
aus den drei erften, da auch: 


EEE 
tft. 


698. Es ergiebt fich hieraus folgendes Verfahren für das Auss 
ziehen der Cubikwurzeln, welches wir der größern Deutlichkeit wegen 
fogleich auf ein beftimmtes Beifpiel beziehen: 

1. Theile die Ziffern der gegebenen Cubikzahl z. ®. 5268024 von 
der rechten zur linten Hand hin zu je dreien ab, alfo 

5|268]024 

2. Nimm denjenigen Eubus (1), welcher der aus den Ziffern der 
höchften Abtheilung gebildeten Zahl (5) am nächften koͤmmt; ziehe 
jenen von diefen ab, und bemerfe den Reſt (4). Die Wurzel (1) 
jener Cubikzahl (1) iſt die erfte Ziffer der gefuchten Wurzel. 

3. Setze die Ziffern (268) der nächft niedrigeren Abtheilung dem 
erhaltenen Reſte (4) zur rechten Hand bei, und betrachte das fo 
Erhaltene als eine einzige Zahl (4268). 

4. Nimm das Quadrat (1) der gefundenen Wurzelziffer, multipli: 
cire daffelbe durch 3, und dividire mit diefem Producte (3) in 
denjenigen Theil (42) der in der vorigen Nummer näher bezeich: 
neten Zahl (4268), welcher übrig bleibt, wenn man die beiden 
niedrigften Ziffern (68) abfchneidet. Der Quotient Chier 7, fiehe 
die Anmerkung zu 697) ift wahrfcheinfich die nächftfolgende Wur: 
zelziffer. 

Multiplicire das dreifache Quadrat der erſten Wurzelziffer mit 
der fo eben gefundenen zweiten (7), ferner das Quadrat (49) die: 
fer zweiten mit dem Dreifachen der erften, und nimm den Cubus 
(343) diefer zweiten; addire diefe drei Producte (21, 147, und 
343) zufammen und zwar, indem du fie fo unter einander feßeft, 
daß jedes gegen feinen Vorgänger um eine Stelle nad) der rechten 
Hand hin zurückgeräckt wird (weil man eigentlich ſchreiben follte 
2100, 1470, 343), ziehe diefe Summe (3913) von der in Nro.3 
bezeichneten Zahl (4268), und bemerkte den Reſt (355). 


* 
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6. Mit diefem Reſt verbinde nun auf ähnliche Weife wie in Nro. 3 
die nächft niedrige Abtheilung (024) der Ziffern der Cubikzahl und 
betrachte die fo entftandene Zahl (355024) als ein einziges Ganze. 

7. Betrachte nun die beiden bereits gefundenen Wurzetziffern als 
eine einzige Zahl (17), und verfahre mitihr nach den in Nro. 4, 5 
und 6 gegebenen Vorfchriften. Geht bei der Subtraction Alles ohne 
Neft auf, fo ift die aus den drei gefundenen Ziffern (174) gebils 
dete Zahl die gefuchte Cubikwurzel. 

8. Bleibt dagegen ein Neft, fo hängt man an die Cubikzahl zur 
Rechten nody fo viele Ternionen von Nullen, fo viele Decimalen 
für die Cubikwurzel als Näherungswerth man haben will. Sedes 
diefer Ternionen von Nullen behandelt man ganz wie die Ziffernter: 
nionen der Cubikzahl, und verfährt mit ihnennac den in Nro. 4, 
5, und 6 aufgeftellten Regeln. 


699. Soll die Cubikwurzel aus einem Bruce z. B. D= gefun: 


den werden, fo zieht man fie fowohl aus dem Zähler, als aus dem 
Nenner, und bildet aus diefen beiden Wurzeln einen neuen Bruch 


3 welcher die Cubikwurzel des gegebenen Bruches iſt; oder, wenn 


Zähler und Nenner, wie dieß meift der Fall ift, keine vollftändigen 
Eubitzahlen find, man verwandelt den gegebenen Bruch in einen De: 
cimalbrucd und zieht aus diefem die Cubikwurzel. Damit aber der 
Nenner eines folchen Bruches eine vollftändige Cubikzahl und die ganze 
Rechnung mithin fich auf den Zähler beſchraͤnke, muß die Anzahl der 

Decimalen des Bruches ein Vielfaches von 3 bilden. 
Zum Schluffe möge noch die vollftändige Rechnung, wie fie unfer 
obiges (698) Beiſpiel fordert, hier Plaß finden: 


174 
5126810247  — |7 1 e—16 

13 = 1 72 —= 49 117? —= 289 3 
3 3 3 | 7787 
3 147 867 17 
7 1 4 816 
21 147 3468 
147 | 7°= 343 816 43 — 64 
343 64 
3913 355024 


Anmerkung (des Ueberſetzers). Eine vollftändigere und gründlichere Grörterung des 
Wurzelausziehens ald die bier von unferm Berfaffer gegebene und mehr auf das Prafti- 
ſche berechnete Anweifung findet man unter andern in E. G. Fischer's Lehrbuch der Ele— 
mentarmathematit Theil IT, Berlin 1822, im eilften Abſchnitt und deffen Anhängen. 


EEE — — 
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Dritter Abſchnitt. 
Binomiſcher Lebrfas. 





700. Erhebt man die zweitheilige Größe (Binomium) p + q, 
durch wiederholtes Multipliciven mit fich felbft zu ihren fucceffiven Pe: 
tenzen, fo erhält man: 


Pt)'=ptg 

Pt? pꝛ tip + 42 

+ 9 = p? + 3p?%g + Ipq? + a? 

(p + 9) = p* + 4p?a + 6p?q? + Apg? + 4* 

+ 9° = p? +5P%a + 10p?q? + 10p2q? + 5pat hg 
u. f. w 


Unterfucht man die Werthe der Eoefficienten der verfchiedenen Glieder 
diefer Entwickelungen genauer, um das Geſetz zu erforfchen, welches 
fie befolgen, befonders auch dadurch, daß man auf ihre Entftehung 
mittelft der fucceffiven Multiplication Rücficht nimmt, fo überzeugt 
man fih, dag man als allgemeinen Ausdruck für die Newton'ſche Bi: 
nomialformel erhält: 


@tn'=p"tnmp"g + ge m 
n.(n— 1) (n— 2) 3 n.(n—1)... (n—r-+-1) 2. : 
TEE ae vu ve ee 


fo daß, wenn C, den Eoefficienten bezeichnet, welcher zu dem Gliede 
pP" ”. q' gehört, der Coefficient des nächftfolgenden Gliedes 
pr*1durch 

> 2 — [r 


Cr. - — 
dargeſtellt werden kann. 

701. Hieraus ergiebt ſich, daß wenn eine Groͤße p um die Groͤ— 
ße q vermehrt wird, oder mit andern Worten, wenn eine veraͤnderli— 
che Größe ihren Werth p in den Werth p-+ 4 verändert, die Qua— 
drate des urfprünglichen Werthes und des Zumachfes fih um die 
Größe +2 pq + q?, die dritten Potenzen aber fich um die Größe 
+3 p?q + 3 pq? + q? von einander unterfcheiden. Es ift demnach 
das Verhältmiß des urfprünglichen Werthes zu dem des Zumachfes, und 
war: 
für ihre erften Potenzen — p: 4 


— — zweiten — —p:24 4— 


— — dritten — 


I 
ee! 
(#8 
‚rw 
| 
a» 
Ra: 
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Iſt nun q im Vergleich gegen p ſehr klein, ſo kommen offenbar un— 
ſere eben genannten Verhaͤltniſſe nahe den reſpectiven Verhaͤltniſſen: 


p34 
p;24 
p:3gq 


d. h. erleidet eine veränderliche Größe eine geringe Veränderung ihres 
Werthes, fo beträgt diefe Veränderung für das Quadrat nahe das Dop: 
pelte und für den Cubus nahe das Dreifache diefes Zuwachſes — ein 
Satz, der befonders in der Naturlehre feine Häufige Anwendung finder. 


702. Sett man den Erponenten unferes Dinomiums n — = 


— wodurch das Potenziven fih in ein Wurzelaugziehen verwandelt 
(123, Anm. 2) — und erinnert fih, daß negative Erponenten eine Dir 


vifion andeuten, indem pm — z (122, Anm.3), fo verwandelt der 
obige allgemeine Ausdruck (700) ſich in folgenden: 





1 1 1 ıl 
ame 14.53 — 
tar tz 43. 5. GV) . et 
u 1 1 
— pay 4 _(m—Npg? , (m-NQm-1).p".g® _ 
Sp Zum2p2 — 2.3.m?.p? 





1 
u qg w—1 q? , (n-1)(2m-1) — 
* es Im? 'p?— 2.3.m3 'p3 ] 
ein Ausdruck, deſſen man fich in vielen Fällen zum Wurzelausziehen 
mit Vortheil bedienen fann. 


Es ſei z. Dd.p=at, q — ab, afopt a=acla+ b) und 


1 
—— alsdann iſt: 
Vu? — ub = (a? + ab)* 
b b? b3 
Fe Fer 
Iſt daher b im Vergleich zu a fehr Hein, fo ift fehr nahe 


Yırarb=sz 5 F a ME 
ein Näherungswerth für die Duadratwurzel, der ganz mit dem fruͤ—⸗ 
hern Lehrſatz 169 und mit dem dritten Beifpiel in 305, Zuf. überein: 
ſtimmt. 
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Zugabe des Ueberfegers. 


703. Wegen der großen Wichtigkeit des binomifchen Lehrfaßes, 
den unfer Verfaſſer in dem zunächft Vorhergehenden anwendet, ohne 
feine Richtigkeit vorher gebührend begründet zu haben, dürfte es nicht 
unzwecmäßig erfcheinen, hier einen einfachen Beweis für die a Ilge 
meine Gültigkeit diefes durch feine zahlreichen Anwendungen fo fruchts 
baren Theorems beizufügen. | 

Wenn a, k und x drei veränderliche Größen bezeichnen, fo ift, 
welchen Werth man auch jeder derfelben beilegen möge, von unverän: 
derlicher Nichtigkeit die Gleichung: 


xı+k x k 
a — 4 .1 





1. ** — +k 
oder, wenn man der Kürze halber 
— k * k 


k 





= Pr 
feßt, 
2. . +k.op 
Laßt man nun x und k ihre Werthe dergeftalt ändern, daßxinx-t-1, 
dagegen k in k— 1 übergeht, fo ändert fich dadurch offenbar gar nicht 
x 
der Werth von a und unfere Gleihung 2 verwandelt fi, weil 
oe = 1, it: 
3 at za, 1 +&k—0Dp 
wo p, den durch die Veränderung vonx und k veränderten Werth von 


p bezeichnet. Man ziehe num die Gleichung 2 von der Gleihung 3 
ab; diefer Unterfchied ift: 


4. 0=(@a' _a) T+6—-900, —p)—p 
oder, wenn man nach einer auch fonft üblichen Bezeichnung 
x+1l k-1 
a . 


5 1 — I=A (a. 1) 
und auf ähnliche Weife 


ſetzt, J 

5. 0=A.(.@.I)+k—-DAp-—p 
Es möge nun aufs Neue in dieſer Gleichung x inx + 1; und k in 
k — 1 fid) verändern; dadurch erhält man: 


1 .k-1 
6. 0=A@" .1 )+KkK-YBAmı—p 
und, wenn man von diefer legten Gleichung die vorlegte abzieht: 


7. 0=A@*.1 )-A@. 1) +K-29) (Apr — An) 


Ppı "p=Ap 


= AD PD 
oder, wenn wir unferer vorher eingeführten Bezeichnung gemäß: 
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— — (a . 1) 
und eben ſo Apı — Ap= AP’p ſetzen, 
| k 
8. 0=A@.1)+kK—DAP—2Ap 
Verfährt man nun mit diefer Öleihung ganz eben fo, wie man fo 
eben mit der Gleichung 5 verfuhr, d. h. läßt man x in x —+ 1, aber 
k in k — 1 übergehen, zieht von der fo erhaltenen neuen Gleichung 


die urfprüngliche ab, und feßt der Kürze halber und der bisherigen Bes 
zeichnung ganz entfprechend: 

A? (ar 5 — A? (a 1) — A⸗ (@ 1) 
fowie A?p, — A?p = A°p 
fo erhält man: 


9. o — Aa.) HKD Ap— 3 Atp 
und hieraus durch daſſelbe Verfahren: 


10. 0 = A@ 19 46 — DH Atp—4 Aep 
und allgemein: 


11. 0 = A (a 1) -+k—n) Ap —ın A""p 
Entwicelt man jegt aus den Gleichungen 5, 8, 9, 10 und 11 refpe: 


ctive die Werthe von p, Ap, A?p, A’p und A" p, fo erhält 
man: | 


pP=A@.1) +k— N Ap 
2 a — 2 
„-ad.hta—man 


x k 
_A@ A)HK—- I AP. 
Apr = a ee ———— 


x k 
.. _ Aa .1)+Kk— 4) A'p 
Apr= 4 


P 


In der obigen Gleichung 2 fubftituire man nun den hier gefundenen 
Werth von p, in der fo erhaltenen Gleichung aber den Werth von Ap, ; 
in diefer neuen Sleihung den Werth von A?p —* fahre in dieſer 


Weiſe gleichmaͤßig fort; dadurch erhaͤlt man: 
—“* Fa 


An Ai) + (k —n) A'p 
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2. tal +kop 
=a.1 +k.A@.D+k.k—D Ap 
—=a .1+k. A. 1 DE ne ein. 2 Dead.) + 
una, 
ra ee) + 


k.(k—1)(k—2) ER — a 
Dam Dr u a Do 1.3.3 ‚A 


x+k x k 





alfo allgemein, wenn man zugleich fürp feinen Werth - . — 
ſubſtituirt: 
13. au 1 tk. Al. +2 (k— ee 
k.k— 1) k— x 
k.(k—1)(k— 29) (k— x 
„uezuk * 2 . At (a .1) 
k.(k—1 k— 1 n x 
— 4 F * ——— A. (a 1* 





x+k 
+: Se erden, A Cl) 
Es iſt nun aber unferer oben eingeführten Bezeichnung zufolge: 
Aa) 1 tat ala. 1-1), 
alfo At a .I)=Ala—1)a 1]=@—NAla.1)) 
— (a — 1)2 a* 1" 
eben fo: A° (a 1) = (a — 1). et 
N (a j 1) = (a — 1)" a 1". 
Durch Subftitution diefer Werthe für A (a'. 1), A? la.) 
u. f. w. verwandelt fich unfere Sleichung 13 in folgende: 
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4. k.(k— 

14. a a IHR. D+ FIN. NH... 

k.(k—1)...(k—n-+1) u 

4 J @—1] 

x+k x ,k 

k.(k-IN)k—N)....(k—n) na 0 —a .1 

aaa we Pr Pers ae ge) 

und aus ditfer erhält man, wenn man x—Ofebt und a in a 1 über: 
gehen läßt, die Gleichung: 

k.(k—1) 


15. d+)=1 [14a + +... + 
k.(k—1)...kon — 


J N 
k.k—-ND(k—D)....(k—n) 
+ J 


x(=0 
Ale de, 
k 
Diefe Gleichung enthält die vollftändige Entwickelung der kten Potenz 
des Binomiums 1 + a, und zwar in ihrer vollen Allgemeinheit, d. h. 
für jeden beliebigen ganzen, oder gebrochenen, pofitiven oder negati: 
ven, tationalen oder irrationalen Werth des Erponenten k, da die 
identifche Sleichung 
k x ko er: — * 1* 
eg +k. — — 
von der wir ausgegangen find, offenbar richtig bleibt, wie auch k feis 
nen Werth ändern möge. 
Unfer eben gefundener Ausdruck giebt noch zu folgenden Bemer: 
fungen Anlaß: 
1. So wie ed eine identifche Sleihung war, von der man ausging, 
‚fo ift es auch eine identifche Gleichung, zu der man gelangt: if. 
: Denn nichts anders als eine ſolche ift die Gleichung 15. Entwi: 
ckelt man nämlich gemäß der Bedeutung, die wir dem Zeichen A 
gegeben haben, den Ausdruck 


s(=0)+k 
„[4 + 3) —(d+ 


pn | | 
fo heben fich alle Glieder auf der rechten Seite der Gleichung 
bis auf das einzige (1 + a) auf, und man erhält die identifche 


Gleichung 
ci — - 
2. Iſt der Exponent k eine ganze pofitive Zahl, fo iſt das (KäPI)te 
Glied der Entwickelung das legte, weil der Coefficient 
k.k—N)....k—b 
Be er Fee "| 


x(=P) 1 
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und mit ihm alle fpätern zu Null werden, indem der eine Factor 
(k — k).ihrer Zähler Null wird. 

3. Diefer Fall kann dagegen niemals eintreten, fowohl wenn k ei: 
nen negativen, als wenn es einen gebrochenen Werth hat; umfer: 
Entwicelung bildet alfo dann eine unendliche d. h. niemals 
ihr nathrliches und volles Ende erreichende Reihe. Führe man 
diefelbe daher nur bis zu einer beftimmten, wenn auh noch ſo 
großen Anzahl von Gliedern fort; fo bilden diefe nie den völlig 
genauen, fondern hoͤchſtens einen Näherungsmwerth für die Poren; 


des Binomiums, deffen Entwidelung fie find. 
Anmerkung. Der in dem Vorhergehenden mitgetheilte durch Kürze und Allgemein: 
beit eigenthümlich ausgezeichnete Beweis des binomifchen Lehrfages ift von A. L. Crelle, 
und mitgetheilt in dem Journal für Mathem. III, p. 305 sqgq. 


Dritter Abſchnitt. 
Ueber die Darftellung der Logarithmen durch Reihen. 





704. Es iſt früher (190) nachgewiefen worden, wie man bie 
Logarithmen aller Zahlen durch wiederholtes Auffuchen von mittlern 
Proportionalen finden kann. Zugleich wurde bemerkt (190, Anm. 4), 
daß die erften Berechner logarithmifcher Tafeln fich wirklich dieſes muͤh— 
feligen Verfahrens bedient, daß man inzwifchen fpäter kürzere Metho: 
den entdeckt habe, über welche in diefem Anhange etwas Näheres mit: 


getheilt werden folle. 
Diefelben beruhen auf der Entwickelung der Logarithmen in Rei: 


hen, und zwar in folhe Reihen, deren Glieder fehr raſch abnehmen, 
fo daß eine mäßige a derfelden hinreicht, um einen hinreichend 
genäherten Werth des Logarithmen zu geben. Nehmen wir daher an, 
es fei, wenn der Logarithmus einer Zahlgröße durch ein derfelben vor: 
gefeßtes 1 bezeichnet wird, und x jede beliebige Zahlgröße bedeutet, 

1. LUÜA+g=06, +06, ı+0, 2 +...+6x 
fo wird Alles darauf anfommen, die Werthe der zur Zeit noch völlig 
unbeftimmten Coefficienten, Co, C,, C, ꝛc. näher zu beftimmen. 

Aus unferer Gleichung ergiebt fih nun in Verbindung mit dem 
frühern Sage (186, Zuf. 2.), dem zufolge | 
LA+P?=2L(1+x 
ift, zuvörderft folgende: 

2. L1+x)?=20,+2C0,x+....+2C.xX =L(1+2x+x®) 
und hieraus, wenn 2x + x? = z gefegt wird, Ä 

3. Li+x)?=L(1+2)=C,+0C,2+032?2-+..... +C.z", 

=(6,+C,2x+x?)+0, 2x-+x?)? 
+...+%@x+z29) 
Entwickelt man jeßt nach Anleitung des binomifchen Lehrfages die fuc: 
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ceffiven Potenzen des Binomiums 2x + x? auf der vechten Seite 
unferer Gleichung und vereinigt alle diejenigen Glieder zu einem einzi: 
gen, welche gleich Hohe Potenzen von x enthalten, oder, was dajfelbe 
ift, ordnet man nad) jener Entwickelung die rechte Seite der Gleichung 
nach Potenzen von x, fo erhält man: 


4. Li +0?= 
C C C C, 
2 lila 4 ce tal. 


und mithin aus der Verbindung der Gleichungen 2 und 4 
5. 2C,+2C,x+...-+2 x = 
c,+ 20x + Cl x2 + 8 Cal x 
x 2 4C, 8C, 





c, 6C, 
+ 12 C,5 x +32 C,!x® +.... 
16 C, 32 6, 


Da nun die Gleichheit diefer beiden Ausdrücke, welche beide nach Po: 
tenzen derfelben Hauptgröße x fortfchreiten, unferer Vorausſetzung zu: 
folge unverändert erhalten werden muß, wie auch diefe Hauptgroͤße 
felbft ihren Werth ändert, fo kann unfere Gleichung 5 nur dann diefer 
Bedingung genügen, wenn je zwei folche Coefficienten, welche diefelbe 
Potenz der Hauptgroͤße multiplieiren, einzeln unter einander gleich find. 
Demgemäß muß alfo fein: 


„= Ä ar 

a G‚,=t, d.h.C iſt 
20, =2C | —— 
20,=C,+4C, hieraus ergiebt fih C,—=—y.C, 
2C,=4C,-+85C, G=-+3-C, 
2C,=C,-+12C, + 16C, =—4C, 
20,=60,+32C,+32C,, %=+3-6 


Durch Subftitution diefer für die Coefficienten gefundenen Werthe in 
die frühere Gleichung 2, erhält man:  _ — 
u — n 


-2 3 4 
6. LA+k)=C, G-5+5-7+. +5 +) 


eine Reihe, deren Geſetz eben fo leicht in die Augen fällt, als es fich 
dem Gedächtniffe einprägt, indem der Eoefficient jedes Gliedes der re: 
ciprofe Werth vom Erponenten der Dauptgröße x und additiv oder 
fubtractiv ift, je nachdem diefer Erponent eine ungerade oder gerade 
Zahl ift. | 

705. Der Umftand, "daß einer unferer Coefficienten, C,, unbe: 
ſtimmt blieb und fomit unferer ganzen Neihe, weil fie durch C, mul: 
tipliciet erfcheint, diefe Unbeftimmtheit fich mittheilt, verliert alles Be: 
fremdende, was er vielleicht im erften Augenblicke haben könnte, wenn 
man erwägt, daß in der That im allgemeinen zu einer und derfelben 

v. Swinden Geometrie, ’ 34 
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Zahl unzählig verfhiedene Logarithmen gehören, nach der unendlichen 
Menge von logarithmifchen Syftemen, welche man dabei zum Grunde 
legen kann. Einen beftimmten Zahlwerth nimmt der zu einer beſtimm⸗ 
ten Zahl gehörige Logarithmus nur erft dann an, wenn die Grundzahl 
des Syſtems, dem er entnommen fein foll, beftimmt if. Es war da— 
her in der Natur der Sache begründet und nothwendig, daß unfere 
Entwicelung, welche unabhängig von jedem beftimmten logarithmis 
fchen Syfteme zu Stande gebracht wurde, derjenigen Beftimmung er- 
mangelte, welche nur ein beftimmtes Syftem geben kann. 

Macht nıan, damit unfere Reihe völlig beftimmt werde, die ein: 
fachfte Vorausſetzung für C,, die fih machen läßt, nämlich fest man 
C, =1, fo erhält man die Logarithmen für dasjenige Syftem, wel: 
ches man das natürliche, oder, nad) feinem erften Erfinder, das 
Neper’fhe Syftem nennt. 

Kennt man nur erft den natürlichen Logarithmus einer Zahl, fo 
fann man aus ihm den Logarithmus eben diefer Zahl für jedes andere 
. Spftem durch einfache Multiplication herleiten, indem man nämlich 
den natürlichen Logarithmen durd) den dem neuen Syfteme zugehöri: 
gen Werth von C,, welchen man den Modulus diefes Syitems nennt 
und gewöhnlich mit M bezeichnet, multiplicirt. 

Da man nun, wie nachher gezeigt werden foll, durch Huͤlfe der 
natärlichen Logaritömen den Modulus jedes, durch feine Grundzahl 
bekannten, Syftems finden kann, fo darf man fich, ohne der erforder: 
lichen Allgemeinheit etwas zu vergeben, bei der Unterfuchung über die 
logarithmifchen Reihen auf die natürlichen Logarithmen befchränfen. 


706. Da, wie bereits bemerkt wurde, die Brauchbarkeit der lo— 
garithmifchen Reihen zur Berechnung der Logarithmen dadurc bedingt 
wird, daß die Glieder derfelben fehr rafch abnehmen, oder, wie man fich 
gewöhnlich auszudrücken pflegt, daß die Reihe fehr ftart convergirt, 
fo läßt unfere obige zuerft gefundene Reihe in diefer Beziehung noch 
viel zu wünfchen übrig. Wir muͤſſen daher aus ihr eine neue herzu: 
leiten fuchen, welche diefen Anforderungen in einem höhern Grade ge: 
nügt. Es aefchieht dieß auf folgende einfache Weife. 

Da jene Reihe für jeden Werth von x gilt, fo muß fie auch ihre 
Gültigkeit behalten, wenn man an die Stelle von + x überall — x 
fubftituirt. Dadurch verwandelt fich die linke Seite in I(1 — x) und 
auf der rechten wechfeln alle diejenigen Glieder, welche die ungera: 
den Potenzen der Hauptgröße enthalten, ihr Vorzeichen; man erhält 
demnad) : 


LU-9=- C++ TH HT), 


und mithin: 
2n+1 


_ri+x_ BE — x 
HN) LiN=L, 24 > +3 +3) 
eine Reihe, welche fchon hinreichend convergirt, um zu wirklichen Be: 
rechnungen von Logarithmen mit Vortheil gebraucht zu werden. Wir 
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wollen dieß an einem Beifpiele nachweifen. Verlangte man den natür: 
lihen oder Neper’fchen Logarithmus von 2, fo wäre 


1+x _ ER 
gu — 1; mithin x = 7, 


alfo 
1 1 1 1 
Werktzgtigtrat) 


11,14 1 1 
—2 6485B—) 


0,33333333 

0,0123457 
LI 9.0 ‚0008230 — 0,6931472 

2.0.0000653 | 

0,0000057 

‘0,0000006 / 
Durd) eine ganz ähnliche a. Rechnung findet man: 

L3 = 1,0981623 

Aus diefen beiden Logarithmen erfieht man, daß diejenige Zahl, deren 
natürlicher Logaritbpmus — 1 ift d. h. die Bafı 8 des natürlichen Loga: 
rithmenfyftems, welche in der höhern Rechnung gewöhnlich durch e 
bezeichnet wird, zwifchen 2 und 3 fallen muß (fie ift 2,7182818...) 

707. Unfere Tafel: Logarithmen find bekanntlich nicht Neperifche, 
fondern Briggifche Logarithmen, d. h. fie gehören dem von dem Englän: 
der Henry Briggs zuerſt aufgeftellten Syſteme an, deffen Grundzahl 
10, in welchem alfo log 10 — 1 ift. 

Um nun aus den natürlichen Logaritimen die Tafel : Logarithmen 
herleiten zu können, wird es darauf ankommen, den Modulus des 
Briggifchen Syſtems d. h. denjenigen Zahlwerth zu beftimmen, durd 
welchen natürliche Logaritömen multiplicirt werden müffen, um in 
Briggifche überzugehen. Es gefchieht diefes auf folgende Weife: 

Man fuche den natürlichen Logarithmus von 10 und zwar, um 


eine ftärker convergirende Reihe zu erhalten, indem man 10 — 8. 7 
ſetzt. Man erhält auf diefe Weife: 


1 1 1 1 


— 2,0794415 + 0,2231436 
= 2,3025851 


Bezeichnet nun log 10 den Briggifchen, dagegen L 10 den natürlichen 
Logarithmus von 10, und M den Modulus jenes erftern Syftems, fo 
hat man: 
M.L10 = lg 19 =1, alfo 
1 1 


M= 46 = 93095851 7 94342985 .. 
34 * 
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Durch 0,4342945 ... miüffen alſo die natürlichen Logarithmen multi: 
plicirt werden, um fie in Tafel: Logarithmen zu verwandeln. Man 
findet auf diefe Weife, übereinftimmend mit den Tafeln: 


log 2 = 0,3010300 

log 3 = 0,4771213 

log 4 = 2 log 2 = 0,6020600 

log 5 = log 10 — log 2 = 0,6989700 
log 6 = log 2 + log 3 = 0,7781513 
log 8 = .3 log 2 = 0,9030900 

log 9 = 2 log 3 = 0,9542425 

Der in diefer Reihe noch fehlende Logarithmus von 7 läßt füch leicht 


auf fehlende Weife berechnen. Man nehme x = 55 alfo 


14x _ 10 _ 50 
1—x 3749 





demnach: 
50 nyi 1 1 
Ihrer) 


— 0,0202027 
und hieraus 
2L7=L10 + L5 — 0,0303027 
en 2,3025851 -+ 0,6989700 — 0,0202027 
sn 
— 0,8450980 
Auf ganz Ähnliche Weife wie für das Briggifche Syſtem beftimmt 
man den Modulus für jedes andere. Denn ift für irgend ein logarith: 
‚mifches Syftem die Grundzahl a, der Modulus M, und werden die 
Logarithmen diefes Syſtems durch log, die natürlichen dagegen durch 
ein bloßes vorgefeßtes 1 bezeichnet, fo hat man: 
M.La=lga=1, alſo M— I 
d.h. der Modulus jedes Logarithmenſyſtems ift gleich 
dem reciprofen Werthe vom natürlichen Logarith mus 
der Grundzahl. 
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Vierter Abfchnitt. 


Bon der Entwickelung der goniometrifchen Functionen und 
Kreisbogen in. Reihen. 





708. Es ift fhon früher (337, Anm. 4 und 367, Anmerf. 6) 
dem Lefer verfprochen worden, daß in diefem Anhange einiges Nähere 
- über die Reihen mitgetheilt werden follte, in denen die goniometrifchen 
Funetionen durch ihre zugehörigen Bogen, und umgekehrt. beliebige 
Bogen (alfo auch die ganze Peripherie) durch goniometrifche Functio: 
nen ausgedrückt erfcheinen. Das Wefentlichte befteht in Folgendem. 


Reihenausdrüde für Sinus. und Coſinus. 


709. Lehrſatz. Die nad) Potenzen eines beliebigen Bogens x 
fortfchreitende Reihe, in welche fich der Sinus diefes Bogens entwis 
ckeln läßt, muß nothwendig.von folgender Form 

sin x—=x-+tMx +. 
fein, fo daß alle Glieder der Reihe vom zweiten an Potenzen von x 
enthalten, deren Erponenten ganze, pofitive und die Einheit überftei: 
gende Zahlen find. 

Bew. Nur unter diefer Form ift die Reihe im Stande, dem frü: 
hern Lehrſatze 355 zu genügen, dem zufolge für "ein immer Kleiner wer: 


dendes x das Verhältniß — ” die Einheit zur Graͤnze hat. 


g Zuf. 1. Die Reihe für den Coſinus muß nothwendig von der 
orm: 





x2 
osx=1—- Z—tN+ — 


fein, won ſowohl als alle folgenden Potenzexponenten ganze, poſitive 
Zahlen und größer als 2 fein müffen. 


Bew. Es iſt: 





cosox—V T—sin®x—=(1 — sin? x)2 — 1 — J. siu? x — 
7 sin® x — —4 — sind x 


Subftituirt man hier für sin x den vorher beftimmten Neihenausdruck 
x-+ Mx" — ıc., fo erhält man: 


sl CH NE" 4. ch. 
=1-40, xt — x. 


alfo einen Reihenausdruck von der behaupteten Form. 
Zuſ. 2. Subftituirt man in den aus der Soniometrie bekannten 
Ausdrücken : 
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sin (x + d) = sin x cos d + sin d cos x 
cos (x + d) = cosxcosd — sind. sin x 


für sin d und cos d die fo eben beftimmten Reihenausdrüde, fo erhält 
man: 


sin(x-+-d) =sin xd-—tr.d..)+ cosx(d+P.d”’ + ee 
—=sinx+d.cosx+Q.d' + .... 


und 
cos(x+d)=cosx(1 Str. a°.)—sinx(d+ Br, "4 3 
—=cosx—d.sinx+R.d-+t.. * 


710. Segen wir nun zur Beſtimmung des noch übrigen Theils 
der in Rede fiehenden Reihenausdruͤcke: 


1.csax—=1— 5 + Cex — Cax® + Cyx! — 4% 
wo die Potenzerponenten a, B, Y . . fleigend fortgehen, fo ift, wenn 
x mit x 4 d vertauſcht wird: 
2. cos(<+d)—1- 4x +4)? + Ca (x+d)°-Co(xta)P + ic. 
1-5 + nf + 
— da... 1 IB... Ti, 
d? @—?2 
—„(41-a.(@a—1)Ca.x +...) 
+. 


=c0x—d.(x—a Ct) — 1. 
alfo auch (709, Zuf. 2) 
cosx—d.sinx+-Rd +1.—cosx—d(x—a Cie) —ıc. 


eine Gleichung, die für jeden Werth von d ihre Gültigkeit behält, in 
welcher daher die auf beiden Seiten zu gleichen Potenzen von d gehö: 
rigen Coefficienten einzeln für ſich einander gleich fein mäffen, alfo: 


3. inx—=x—a(lux” il Box i_, Cini. 


Vertauſcht man in diefer Gleichung aufs Neue x mit x + d, fo erhätt 
man: 


4. sin + d)—=x+d—alalx+d) IH BC Hape! 
— «+ ayY=1 

= ala Bo yorat nt 
+4[11—a.(a— 1)Cax""?+B.(B-1)Cax?? 
+ 3 — 1.) 
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und hieraus in Verbindung mit 709, Zuf. 2 
sinx+-d. [1—a.(a—1) CaxX +B (B—1)C8 ze = 
sinx--dcosx+ x. 
mithin aus gleihem Grunde wie vorher: — 
5. csx—=1—a.(a —, tr B.B— 1)0ax ?— u. 
und mithin auch: | 


2 
6. 1 -5+ Cx" — Ge +. —1—a (a—1) Ca x” 


+B(B—1) 05x"? 
Da nun diefe leßte Gleichung eben fo wie diejenigen, aus denen fie 
hergeleitet ift, für jeden Werth von x Statt findet, fo muͤſſen je zwei 
entjprechende Glieder auf beiden Seiten einzeln einander gleich fein, 
alfo ſowohl die Potenzerponenten von x, als auch die Coefficienten die: 
fer gleichen Potenzen. Durch die erftere Vergleichung erhält man: 
a — 2=2ıafpam4 


— 


d — 2—7 — *10 


| ꝛc. 
Aus der Vergleichung der Coefficienten von je zwei entſprechenden Glie⸗ 
dern ergiebt ſich: 


14. ( — 1) al = - 
1 





G=ß.B-N Ga 


| Due ee. 
Durd Subftitution diefer gefundenen Werthe verwandelt fich unfere 
obige Öleichung (1) in folgende: Ä 

x? x* x6 x8 

2 t534 0 %34561733456.78° 
und die Gleichung (3) in 


cox—=1— %. 


j x2. 2: x5 x7 

sin X — x — — — — — lm — ꝛc. 
J 2.3.4 22.857 T 

und man erhält in diefen beiden leßten Gleichungen die für Sinus und 

Coſinus gefuchten Reihenausdrücde. 

Anmerkung 1. Um diefe Reiben zu wirklichen Berechnungen der Sinuffe und Go— 
finuffe bejtimmter Bogen anwenden zu Fünnen, muß man diefe Bogen in Theilen des 
Radius d. h. in Zahlen ausdrüden, deren Einheit diefer Radius ift. Da nun, wie bes 
fannt, für den Halbmeffer als Einheit, der halbe Umkreis oder an = 3,1415926536 


it, fo iſt die Länge des Duadranten oder I 1,5707963268. Setzt man nun 


2 
m 


x == 


rn 
n'2 
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fo muß man zur Berechnung des Sinus diefes Bogend alle ungeraden Potenzen ſowohl 
von — als von 2 zur Berechnung des Gofinus dagegen die geraden Potenzen eben die— 
fer Größen berechnen. 

Die Potenzen von Z bleiben nun, wie auch ” fi ändern möge, unverändert 3 da— 
ber bat Euler, indem er in feiner Introductio die berechneten Werthe derfelben mit: 
theilte, alle fpätern der Mühe diefer Berechnung überboben ). Die Werthe ‚von = 


und feinen Potenzen find dagegen nad der verfdiedenen Größe des Bogens, deſſen Si- 
nus oder Gofinus berechnet werden foll, verfhieden, und mäüffen daber jedesmal befon- 
ders beredhnet werden. Es geſchieht dieß aber um ſo leichter, je ſtärker unſere gefunde— 
nen Reihen convergiren, eine je kleinere Anzahl von Gliedern alſo hinreicht, um ſchon 
einen größern Grad von Genauigkeit zu erlangen. 

dur größern Verdeutlichung des Einzelnen möge hier ein Beifpiel folgen. 


Gefegt man follte den Zahlwerth des Sinus von 15° berechnen; fo wäre für dieſen 
Fall offenba n = 1 alfo 


6 
4.2 = 0,26179939 * 5) = 0,00299057 
1 — 
· ¶)S = 0,00001025 = 6) = 000000002 
0,26180964 — 0,0029%59 
— —— 
25881905 


alfo finden wir, übereinftiommnenn mit den Tafeln: 
sin 15° = 0,2588190 


Zuf. Aus den für den Sinus und Cofinus gefundenen Reihen: 
ausdrücken, ergiebt fi ”, leicht: 











x5 x? 
- Tastımsas at“ 
tang x = "2 2 = 
JJ.... ee 
I, 2 7 IR Iran 
und 
x? x* x6 
| BEE BU FE EEE SR WE RE re 
cotangx = * 
stm IT te 
*) Für die gehn erften Potenzen erhält man: , 
5 = 1,57079633 3 (2) = 123370055 
1 a ’ 1 2 
2.3 (2) = 0,64596410 23.4 (2) = 0,25366951 
' 8 
G) = wmona -0)'- 02086348 


3355 (2) = 8048175 3 (5) = smaıg26 


3.55) - ann E) = 000002520 
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Anmerkung. Durch wirkliche Ausführung der Divifion läßt fi die Brudform die: 
der beiden Reihen entfernen ; die Coefficienten-der fucceffiven Potenzen vonx folgen aber 
dann einem weniger einfachen Geſetze; daher wir diefe fo wie einige andere Reihen hier 
um fo mehr übergeben, da es uns blos darauf ankam, überhaupt zu zeigen, mie man 
zu folhen Reihenausdrüden gelangen Fann. 


Reiben für den Bogen durd Sinus und Eofinus, 


711. Lehrſatz. Soll ein Kreisbogen durch eine Reihe darge— 
ſtellt werden, die nach Potenzen vom Sinus dieſes Bogens fortfchrei- 
tet, und in welcher jedes Glied einen beſtimmten, von Null verſchie⸗ 
denen, Eoefficienten hat, fo kann in diefem Keihenausdrud feine ein- 
zige von den geraden Potenzen der UNSER (des Sinus) 
erfcheinen. 


Bew. Denn gefeht, es könnte 
x=(, +C, sinx-+C, sin?x + C, sin?x + ı. (1) 
fein, fo müßte, wenn man xin —x übergehen ließ, weil, wie aus 
der Soniometrie befannt, sin — x = — sinx, iſt, 
nothwendig au: 
— x — Co— 061 sinx + C, sin? x — (3 sin? x + ı. 
aber zufolge unferer Gleichung (1) wäre auch 
— x=— [C, + C,x + C.x? + 3x? + ....] 
alfo müßte auch, und zwar für jeden Werth von x 
C,— C, sinx+C,sin®x—C,sin’®x+...=—[C,+C;, sinx + 


C,sin?x-H-...] 
fein, was offenbar nur dann möglich ift, wenn 
=6=6, = ..CG%=0 if. 
712. Der Reihenausdruck eines beliebigen Kreisbogens x mittelft 
feines Sinus ift folgender: 


x=sinxtz . Ssinsx+g A Mainx ....4 
1 1.3.5..(2n—1) .2n+1 
Rat1 2. 1.6.0, 0m x 
Bew. Dem Lehrfage der vorigen Nummer zufolge hat man: 
1. x=(C, sinx + C, sin®x + C, sindx + ıc., 
2. y=C, siny- C, sindy + C, sindy + ı«. 
und hieraus 
3 x—y=6C, [sinx —siny]+ 0, [sindx — . sin®y] +C, 
[sindx — sinsy] + ıc. 


Dividirt man beide Seiten der Gleichung 3 durch sin x — siny, und 
erwägt, daß 


p" — q n—1 n—?2 n—3 


=p +p qy+r» FOR HIER Fi 


ſo erhält man: 
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_ X / — C,+C, [sin?x + sin xsiny-+ sin?2y]-+ 


sin x sın Y C, [sin®x + .... + sin®y] + ze. 
oder, weil 
sinx—siny = 2sin 3 (x—y) cos (x-+-y) = chord. (x—y). 
cos (x—+-y) 
— =(C, +C, [sin®x + 


5 chord.(x— y) cos (x +y) 
sinx.siny-- sin?2y] + ıc. 


Sept man x—=y, fo wird dem frähern Lehrfaße 360 zufolge: 
x — Y — 1 
chord. (x — y) 7 * 
unfere Gleichung 5 verwandelt fich alfo in: 


6. 1 =(C, +3tC, sin?x-5C, sintx + 7C, sindx + ic. 








coSsXxX 
Nun ift aber 
| 1004 
coo?x 1 — sin? 
und, wie man fich durch wirkliche Ausführung der Divifion ——— 
— * 1 + sin?x + sin®x + sinsx + ..... 


Alfo ift auch: 
7. 1 + sin?®x + sin®x + sindx + ıc. 
—=[C, + 3C, sin®x +5 C, sin®x + ..]? 
= (*” + 6C0,C, sin?x + (9C? + 10C,C,) sin®x 
+ (14C,C, + 30C,C,) sinsx + ı. 


und hieraus durch Vergleichung der Coefficienten der ———— Glie⸗ 
der auf beiden Seiten der Gleichung: 


7,5 21 alſo CG, =1 
600, =1 3.5 
z 3 1 1.3 
9 +10 CC, =1 — —— 
15 1 1.355 
406, 7906, =1 GegaT 75 TE 


ꝛc. ꝛc. 
Die Coefficienten unferes in Rede ſtehenden Reihenausdrucks folgen 
alſo in der That dem angegebenen Geſetze, und es iſt ſomit die Rich— 
tigkeit der obigen Behauptung erwieſen. 
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713. Der Gebrauch auch diefer Reihe möge an einem Beifpiele 
erläutert werden. 


Geſetzt man folle den Bogen von 309 durch feinen Sinus finden, 
fo wäre 


vız 
=: und, wie bekannt, sin 


1.3 1 11. 
| =;+35 2° 20) 43) +7 T.4.6 (5) TE 
s ift nun 


5 
3. 


= 0,500. 000.000 

2.5:(9) = 0,020833333 
2.227.(5) = 0,002343750 
1.1423 (5 "= 0,000348772 
Ze (2) = 0,000059339 
1" = au 


1 1.3....11 (IN _ 0,000002118 





E — 0,523598234 


alſo ” — 6 . 0,523598234 = 3,141589404 
ein Werth, der ſchon ziemlich gut der Ludolph’fchen Zahl fich nähert. 
714. Der Reihenausdrud für einen Kreisbogen mittelft feines 
Coſinus, ift folgender: 
t 41.8 





— — e—- J cosdx — X 
— 2 32 5524 
Denn, da 


y-anyta.genyt a. siy +... 


m j 
fo ift, wenn man y — „ — x feßt, wodurd) sin y — cos x wird, 
y 5) F 


3 


Fun x 1 1 — 1. > 
> X cosx +5. 50 +5 ger Tr. 
und hieraus ergiebt ſich unmittelbar die Richtigkeit unferer Behauptung. 
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Anmerkung. Diefe Reihe folgt, wie jeder felbft bemerkt , demſelben Gejfege, wie 
. die in der vorigen Nummer betradytete, aus der fie hergeleitet (ft; ; fie bedarf daher auch 
Peiner befondern Erläuterung durch Beifpiele. 

715. Ein Kreisbogen wird mittelft feiner Tangente durch fols 


gende Reihe dargeftellt: 
x tang x — 5 tang?x + = . tangdx — tang?x + %. 


Denn es läßt fich zuvörderft auf ganz Ähnliche Weife wie beim Si: | 
nus, durch Hülfe des bekannten goniometrifchen Sabes, nach welchem | 
tang — x — — tangx, zeigen, daß in diefem Reihenausdruck feine 
andern als die ungeraden Potenzen der Entwirkelungsgröße (tang x) 
erfcheinen können. 


Es fei demnad) 

1.x=C,t1gx-+ (,tg?x + C, tgdöx + C, tg’x + ıc. 
Hieraus folgt, wenn x fich in y verändert 

2. y=Cty+rC ty 6, is*y 4 cl, ty ı. 
alfo auch 

3. x y=C, (x —tey) +6, (ig’x — te’y) + 

C,(tg?x — tgꝰy) + 

und wenn man beide Seiten durch tg x — tg y dividirt 


x — y 
4. igx — 1gy = C, + C, (tg?x 7 tg x igy * tg2y) 
+06, (tx +... - igty) + 1. 


Nach einem bekannten goniometrifchen Saß ift aber 
| sin (x — y) 


t — t == 
— 87 cos X . cos y 

alfo —y _—DYeosx.cosy 
— 55* sin (x — y) 


Setzt man x= y, fo wird cosx cosy— cos?x und na) 355, Zuf.3, 
— 
sin (x — yY) 

man erhält alfo 

5. co®x—=LC, +30, tg?2x + 5C, tg!x + 7C, t8°x + x. 
und hieraus, weil 

1 1 | 

cos?x — a —— 1 — tg?x tg*x — igsx —+ ꝛc. 

6. 1- ig2x - tgix — tgx -.. —C, +3C,tg?x+5C, tg*x 

+7C,t86x-+.. 

alfo durch Vergleichung der Eoefficienten von je zwei enter ehenben 
Stliedern: 


1, 
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C= 1 oder a — 1 

3,=-—1 .=-3 

5G,= 1 C. 

7C,=—1 v=-+ 
x. ꝛc. 


und ſomit iſt die Richtigkeit des in Rede ſtehenden Ausdrucks erwieſen. 


Anmerkung 1. Dieſe Reihe wurde zuerſt mitgetheilt von Jacob Gregory im J. 
1671, fpäter von Leibnitz. Gleihwohl ift es der letztere, nad dem fie gewöhnlich 
ihren Namen führt, 


Zuſ. 1. Iſt x — 450 — 7 alſo tg x— 1, fo erhält man: 

m 1 1 1 1 1 1 

ae ee ee Tee 
Anmerfung 2. Da die Neihe in diefer ihrer urfprüngliden Gejtalt zu wenig con« 


vergirt, um mit Nugen zu wirflihen Berechnungen gebraudt zu werden, fo bat Eu- 
ler diefelbe auf folgende Weife umgeformt, 


f t t 





er 1 —t 1 
mithin tg x = — ‚ alfo, wenn man tg y= 7 ſetzt, 











— 
2 1 
ee | 
2 
Hieraus erhält man 
1 1 a 1 EN 
aut. -»_ 2% 3. 22 > BR) —— 
su. 7m) 1 1 1 
ia 7 r 
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Fünfter Abfchnitt. 


Peter Nıieuwland’s 
geivefenen Profefford au Leyden 


Löfung der Aufgabe: den größten unter allen Würfeln 
zu finden, welche fid durch einen gegebenen Würfel 
bindurdhfchieben laffen *). 





716. Es fei ABCD (Fig. 247) die obere Endfläche des gegebenen 
Wuͤrfels, ACFE der Schnitt einer durch die Diagonale AC gehenden 
fenfrehten Ebene, G der Mittelpunct des Mürfels, HGL eine Sent: 
vechte durch G auf AC gezogen. Aus G ziche beliebig die Gerade GP, 
nimm auf ihr einen beliebigen Punct J und errichte in diefem die Senf: 
rechte KJQ und ziehe JO fenkrecht auf AH; durch den Punct O in der 
Ebene und innerhalb des Dreiecks ABC ziehe eine Gerade, die fenfrecht 
auf AC, verlängere fie beliebig bis M, und errichte auf ihr in M eine 
Senkrechte MN. 

Denkt man fich nun diefetbe Conftruction in der andern Hälfte 
ADC der obern Endfläche, eben fo an der andern Seite von HL und 
an der untern Endfläche des Wuͤrfels wiederholt, und darauf den Wür: 
fel gefchnitten durch Ebenen, von denen die eine fenkrecht auf AF durch 
KJ, die andere fenfrecht auf ABCD durch MN gelegt ift, fo wird man 
ein Würfelftück übrig behalten, durch welches man ein gerades und 
rechtwinfeliges Parallelepipedum bindurchfchieben kann, deffen eine Di: 
menfion = 2 MO, die andere =2 JG ift, während die dritte unbe: 
ſtimmt bleibt. 

Wird verlangt, daß ein folhes Parallelepipedum ein Würfel fei, 
fo ift nur nöthig, OM —= GJ zu nehmen. 

Es find verfchiedene Schnitte moͤglich, welche Deffnungen geben, 
durch welche fich inhaltsgleiche Parallelepipeda oder Würfel hindurch: 
fchieben laffen. Denn befchreibt man aus G mit GJ als Radius den 
Kreisbogen JiS, nimmt auf ihm den beliebigen Punct i, errichtet die 
Senkrechten kiq und io, und aus o die Senkrechte om = OM, fo ge: 
ben die durch KJQ und kig geführten Schnitte Deffnungen, welche in 
Beziehung auf die Größe der durchfchiebbaren Parallelepipeda mit ein: 
ander übereinftimmen. 

Wird gefordert, daß das durchzufchiehende Parallelepipedum nicht 
blos überhaupt ein Würfel, fondern ein dem gegebenen inhaltsgleicher 
Würfel fei, fo muß man OM = GJ = GH =} AB nehmen. Aud) 
diefer Bedingung kann durch mehr als einen Schnitt Genüge geleifter 
werden. Wird der Winkel HGJ kleiner, fo nimmt auch AK und das 
Stück des Würfels AKQ ab. Denkt man fit) AK durch fortwähren: 


*) Man erinnere fich deffen, was früher in der dritten Anmerkung zu 486 über dic« 
fen Gegenttand gefagt worden ift. . 
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des Abnehmen unendlich klein geworden, fo fallen die Puncte P, O, J 
und H auf einander; es ift BH > HG und mithin auch > MI. 

Entfernt fich der Punct O von H, fo fömmt natürlich M immer 
näher der Geraden AB; gefeßt nun es falle O in T, wenn M mit U 
auf AB zufammenfällt, d. h. alfo, ee it UT = GJ =$AB, fo ift T 
der lebte Punct auf HA unter denen, für welche ein mit dem gegebe: 
nen inhaltsgleicher Würfel durch die entflandene Deffnung ſich hindurch: 
fchieben läßt. Es verfteht fich dabei von felbft, daß in der Praris der 
Punct U niemals im vollen Sinne des Wortes auf AB liegen kann. 
Es foll nachher noch ein Wort über diefen Fall gejagt werden. 

Fällt der Punct O zwifchen H und T 3. B. in x, fo laffen ſich die 
in Rede ftehenden Schnitte an dem Würfel fo führen, daß durch die 
entftandene Deffnung ein Würfel fich Hindurchfchieben läßt, der größer 
ift, als der gegebene felbft, und es läßt fich auch hier ein und derfelbe 
Würfel (dem Inhalte nah) durch verfchiedene Schnitte erhalten. 

Es fragt ſich nun, welches die Lage des Punctes O fein müffe, da— 
mit der möglich größte Würfel durch die entflandene Deffnung hindurch: 
gehe. ! | 
i Man nehme an, es bezeichne x die gefuchte Lage unferes Punctes. 
Soll diefe Annahme richtig fein, fo müffen nothwendig J, O und P zu: 
fammen (inx) fallen, außerdem mußM auf der Linie AB (iny) und GJ- 
== OM (hier alſo Gx = xy) fein. e 2 


Auflöfuna. 


Im Dr. Axy it W. x = 090%, W. xAy = 45°, alfo yx — 
Ax =xGC. 
Es ift ferner 


AH, = AB, =1HL,—=2CGH, 

AGk—= AH, + 6, = 3 GH, 

AG, = Axg + Oxa + 2 AxıxH | 

— 2Ax, + 2AxıxH = 2Ax, + 2Ax,(AH— Ax) 
— QAx,AH, 

‚alfo 3 GH, = 2 Ax,AH 
und Ax:3GCH=GH:?2% AH 
mithin au Ax, : 9 GH, = GH, : 4 AH, 
oder Axq: 3 AH, = AH, : 4 AH, 


Ax, :9 AH, = AH, : 16 AH, = 1: 16, alfo 
Ax = 3 AH, und 2 Ax = 3 AC 
Man ift dadurch zu folgender einfachen Auflöfung unferer in Rede fte: 
henden Aufgabe gefommen: 

Die Seite des möglich größten Würfels, der fi 
durch einen gegebenen hindurchſchieben läßt, be 
trägt 2 von der Länge der Diagonale einer 
Graͤnzflaͤche diefes leßtern. 


Zuf. 1. Auch die Größe des Winfels xCH laͤßt ſich leicht beftimmen. 
Fi 
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Zieht man HW, fo ift: 
x: HW = Gx:: GH, 
alfo weil Gx = Ax = 3 Hx, 
auh GH = 3 HW 
mithin, wenn man GH = 1 feßt, 


HW = ein CH = 4 = 0,3333333 .. 


und deshalb nahe xGH — 199 28‘ 16 | 

Zuf. 2. Die Kanten beider Würfel verhalten fih zu einander 
—1:4v2 = 1: 1,06066.., 

alfo die Würfel felöft — — 1: (1,06066 ..)? = 1 : 1,19324 
oder der möglich größte Würfel, welcher fich durch einen gegebenen hin: 
durchfchieben läßt, ift 1,19324 mal fo groß als diefer felbft. 

Anmerfung 1. Das fo eben Mitgetheilte liefert ein Beifpiel einer Aufgabe aus der 
wichtigen Lehre vom Größten und Kleinften, die bier durch bloße Hülfe der Elementar: 
geometrie gelöft ift. 

Anmerfung 2. Der Punct T, den wir vorher ald die Gränze derjenigen Puncte 
bezeichneten, für welde man Schnitte zu Würfeln erhält, 2 mit dem — in⸗ 
haltsgleich find, ——— ſich leicht, wenn man erwägt, daß UT = 4AB==AT fein 
muß. Daber ift HU = AH — AT oder, wenn man AT = 1 fett, 

HT = vY?—1 = 0414213. », ar weil 
HT = tang HGT, 
HGT = 22° 30' 
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